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Presentamos un tema, de interés común para Docentes Universitarios de Física y Matemática, que permite
reactualizar el aspecto uni�cado y uni�cador de la Matemática y su estrecha relación con la Física. El
objetivo �nal es tornarlo accesible a los estudiantes de pregrado.
Palabras claves: Cuaterniones, Octoniones, Álgebras Reales (los escalares de la estructura vectorial son los
reales), Álgebra Geométrica.

Octonions and Theoretical Physics?

We present a topic of common interest to university professors of physics and mathematics, which allows
to revisit the uni�ed aspects of mathematics and its close relationship whith physics.
Keywords: Quaternions, Octonions, Real Algebra (the scalars of the vector structure are the reals), Geo-
metric Algebra.

1. Introducción

En este siglo XXI ha cobrado fuerza la conjetura de
que los Octoniones serían de utilidad en la Física Teóri-
ca. John Baez y John Huerta los relacionan con la Teoría
de Cuerdas y Supersimetría en The Strangest Numbers in
String Theory [2].

2. Fundamento Teórico

Octoniones, presentados por Graves en 1843 y por Cay-
ley en 1844, es el nombre del miembro más joven de una
familia de cuatro álgebras reales:

Reales, Complejos, Cuaterniones y Octoniones.
Se trata de una familia de álgebras donde es posible

medir y dividir (llamadas por ello Álgebras de División Nor-
madas). En 1898 Hurwitz demostró que estas son las úni-
cas álgebras de división normadas y tienen R-dimensiones
1, 2, 4 y 8, respectivamente (ver [1]).

Las álgebras de los reales R y los complejos C eran
usadas, sin una de�nición precisa, en el siglo XVIII. En
1835, al percatarse que los complejos permiten algebrizar
el proceso geométrico de rotación en R2, Hamilton busca
denodadamente un álgebra que haga lo propio en R3 y,
en octubre de 1843, crea el álgebra no conmutativa de los
cuaterniones H . En diciembre de ese mismo año su amigo

Graves le remite un escrito sobre el álgebra no conmutativa
y no asociativa de los Octoniones O (ver [1]).

3. Antecedentes

En 1679, después de conocer la Geometría Analítica
creada por Descartes y Fermat, Leibnitz le mani�esta a
Huygens (ver [3]):

la Física no podrá avanzar más a no ser que
se encuentre un nuevo método de análisis más
geométrico, que permita expresar y operar con
direcciones tan directamente como el álgebra
(de los números reales) representa y opera con
las magnitudes (el concepto de longitud en la
geometría analítica). (traducción del autor)

Leibnitz, en la búsqueda de un modelo matemático apro-
piado para el desarrollo de la Física, entreveía el Álgebra
Geométrica creada por Cli�ord entre los años 1873 y 1879
conjugando las álgebras de Hamilton (1843) y de Grass-
mann (1844). El Álgebra Geométrica uni�ca y simpli�ca
el estudio y aplicación de los Complejos y Cuaterniones
(ver [6] y [7]).

En el siglo XX, en 1920, Heisenberg mani�esta que
la Física requiere una matemática completamente nueva
que incluya álgebras no conmutativas. En respuesta a esto
Pauli y Dirac recrean el Algebra Geométrica recurriendo a
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Álgebras de Matrices. En 1966 aparece el aporte de Hes-
tenes [4] y [5] (un �álgebra de matrices sin matrices�).

4. Metodología

Presentamos los Cuaterniones y Octoniones, estos úl-
timos también conocidos como números de Cayley, re-
plicando el proceso tradicional usado para introducir los
Complejos (ver [1] y [6]).:

1. Como sabemos, considerando la conocida raíz cua-
drada de -1, i, y pares de reales (los Espinores Bi-
dimensionales de Pauli) se presenta:

C = {r + si; r, s ∈ R}.

2. Considerando ahora otra raíz cuadrada de -1, j, y
pares de complejos (los Espinores de Pauli) presen-
tamos:

H = {a+ bj; a, b ∈ C}. (1)

3. Finalmente los Octoniones o números de Cayley se
presentan considerando una nueva raíz cuadrada de
-1, l, y pares de cuaterniones (relacionados con los
Espinores de Dirac)

O = {A+Bl; A,B ∈ H}. (2)

i j k l m n o

i −1 k −j m −l −o n

j −k −1 i n o −l −m
k j −i −1 o −n m −l
l −m −n −o −1 i j k

m l −o n −i −1 −k j

n o l −m −j k −1 −i
o −n m l −k −j i −1

Tabla 1: Tabla del producto de C,H y O

5. Resultados y Discusión

Veamos que el álgebra de los Complejos y las álge-
bras hipercomplejas de los Cuaterniones y Octoniones son
extensiones del álgebra de los Reales y determinan el si-
guiente encaje de álgebras reales:

R < C < H < O. (3)

Usaremos para ello la Tabla 1, una adaptación de la tabla
dada en [1].

Esta Tabla, además de determinar el producto de C,H
y O establece lo siguiente:

1. k = ij, m = il, n = jl, y o = jm, esto implica
que la raices de -1 i, j, y l determinan las otras
cuatro.

2. ji = −ij, esto implica que el producto de cuater-
niones y octoniones no es conmutativo.

3. (ij)l = −i(jl), esto implica que el producto de oc-
toniones no es asociativo.

Justi�quemos, usando la Tabla 1, el encaje de álge-
bras (3) partiendo de que el álgebra conmutativa de los
Complejos se expresa de la forma

C = {r0 + r1i; rj ∈ R}.

En efecto, reemplazando a = r0 + r1i y b = r2 + r3i en
(1), distribuyendo y simpli�cando usando exclusivamente
la Tabla 1, obtenemos:

H = {r0 + r1i+ r2j + r3k; rj ∈ R}. (4)

De modo similar, reemplazando A = r0 + r1i+ r2j + r3k
y B = r4 + r5i+ r6j + r7k en (2), obtenemos

O = {r0+r1i+r2j+r3k+r4l+r5m+r6n+r7o; rj ∈ R}.
(5)

Continuando, (4) y (5) son claramente espacios vectoria-
les.

Finalmente, para obtener las estructuras de álgebra,
los productos en (4) y (5) se procesan distribuyendo y
simpli�cando con la única ayuda de la Tabla 1 (sin usar
la conmutatividad ni la asociatividad de los polinomios)
hasta obtener una expresión del mismo tipo. Este procedi-
miento para realizar los productos en H y O se sustenta en
el Método de Cayley-Dickson que generaliza la idea que
Hamilton utilizó, en 1835, para formalizar el álgebra de los
complejos C como pares ordenados de números reales.

Es importante resaltar que, si bien las expresiones de
los elementos de H y O en (4) y (5) corresponden a po-
linomios de primer grado (en las variables i, j, k, l,m, n y
o) y la distributividad usada es similar al caso de polino-
mios, el producto que estamos considerando, mediante la
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tabla arriba, es una generalización del conocido producto
de polinomios porque no es conmutativo ni asociativo en
todos los casos.

Conclusiones

1. Ofrecemos una presentación uni�cada de las Álge-
bras de División Normadas: Dos conmutativas y aso-
ciativas (los Reales y los Complejos), una no con-
mutativa pero si asociativa (los Cuaterniones) y una
no conmutativa ni asociativa (los Octoniones).

2. Proponemos la inclusión del Álgebra Geométrica en
la formación básica de los Docentes Universitarios
de Física y Matemática, una parte de la matemáti-
ca iniciada en el siglo XIX y desarrollada en el siglo
XX, sumamente importante por su relación con las
Teorías de la Relatividad y la Física Cuántica.

3. Lo anterior tornaría factible participar en el reto que
signi�can las Teorías de Uni�cación; en efecto, si
bien el Algebra Geométrica es asociativa y el álge-
bra de los Octoniones no asociativa (es alternativa,
como se puede ver en [1]) resulta viable obtener
una generalización apropiada del concepto de Álge-
bra Geométrica para incluir a los Octoniones en el
esquema conformado por los Complejos y Cuater-
niones.
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