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Resumen
Los aislantes topológicos permiten el transporte de cargas polarizadas a través de estados de borde y de
super�cie en sistemas 2D y 3D, respectivamente. Estos estados de borde y de super�cie están protegidos
por la simetría de orden topológico basada en el acoplamiento espín-órbita y en la invarianza por el
operador reverso temporal. El propósito principal de este trabajo es analizar la evolución del estado
de super�cie en las aleaciones HgTe y CdTe observando la inversión de las bandas por la presencia de
los orbitales atómicos d y el aumento de la intensidad del acoplamiento espín-órbita. Los resultados
fueron obtenidos usando la teoría de funcionales de densidad usando la aproximación local de densidad
de espín y la corrección de Hubbard (SLDA+U) considerando los efectos relativistas y la polarización
de espines.

Palabras clave: Semiconductores, teoría de funcionales de densidad, estructura de banda, acoplamiento
espín-órbita.

Band ordering and relativistic e�ects on HgTe and CdTe electronic structure

Abstract
In topological insulator materials, the polarized charges transport is through edge and surface states
in 2D and 3D systems, respectively. These edge and surfaces states are protected by topological order
symmetry, which is based in spin-orbit coupling and in the invariance under time reversal operator.
The main purpose of this work is to analyze the evolution of the surface state from HgTe and Cd-
Te alloys observing the band inversion by the presence of d atomic orbitals and the increase of the
spin-orbit coupling intensity. Results where obtained using density functional theory with a local spin
density approximation and the Hubbard correction (SLDA+U) considering relativistic e�ects and spin
polarization.
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Introducción

Los aislantes topológicos son un nuevo estado de la
materia que presenta estados de borde que transportan
portadores de carga polarizados en sistemas 2D y esta-
dos de super�cie en sistemas 3D, mientras los estados
en el bulk se comportan como estados aislantes. Las pro-
piedades de estos estados de borde o de super�cie están
relacionados con el intenso acoplamiento espín-órbita y
a la invariancia de estos estados ante el operador reverso
temporal que permiten la protección de un orden topo-

lógico de simetría, cuyo índice es el invariante topológico
Z2. Estos estados de super�cie conducen los portadores
de carga sin ser perturbados por impurezas o defectos
cristalinos o campos locales, lo que convierte a estos ma-
teriales en candidatos para posibles aplicaciones tecnoló-
gicas.

El primer aislante topológico observado experimen-
talmente fue propuesto por Bernevig, Hughes y Zhang
(BHZ) [1] el año 2006. En su trabajo indicaron la posi-
bilidad de obtener un estado de aislante topológico bidi-
mensional en un pozo cuántico de HgTe/CdTe. Un año
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después, el equipo de König et. al. [2] logró obtener resul-
tados experimentales que con�rmaban dicha propuesta.

Una de las características que debe cumplir el mate-
rial que posea un comportamiento de aislante topológico,
según la propuesta de BHZ, es el poseer una estructura de
bandas invertida. Esta inversión en las bandas garantiza
la existencia de estados metálicos en la interface pozo-
barrera, cuyo material posee un ordenamiento de bandas
regular. Esto es, para pasar de un estado a otro el gap de
energía debe cerrarse en el borde del material para poder
cambiar al ordenamiento de bandas normal.

Por otro lado, entre las potenciales aplicaciones de
este nuevo estado de la materia se encuentra la compu-
tación cuántica basada en qubits semiconductores, donde
se busca obtener fermiones de Majorana en la unión en-
tre un superconductor y un aislante topológico 3D, que
sirvan para robustecer los estados cuánticos usados como
qubits [3, 4].

En este sentido, este trabajo analiza el origen de la
inversión de bandas del HgTe calculando la estructura
electrónica del HgTe y CdTe en tres casos: sin efectos
relativistas ni polarización de espín, con efectos relati-
vistas sin polarización de espín, y con efectos relativistas
y polarización de espín; con esta información se estudia
la evolución de gap de energía y se calcula el aporte de
los orbitales atómicos en el tercer caso.

Métodos teóricos

De acuerdo a Al-Rajoub y B. Hamad [5], la estructura
electrónica del HgTe en las bandas de valencia cercanas
a la energía de Fermi, interactúan con el orbital 5d de los
átomos del Hg. Por este motivo es necesario considerar
un modelo que tome en cuenta el aporte de los electrones
fuertemente correlacionados, uno de los cuales es el LDA
+ U [6].

ELDA+U [n(r)] = ELDA[n(r)] + EHub[n
σ
mm′ ]− Edc[n

σ].

El primer término corresponde a la energía de inter-
cambio y correlación con la aproximación de densidad
local, el segundo término es la energía de los electro-
nes correlacionados dado por el modelo de Hubbard [7].
Debido a esto, es necesario quitar el doble conteo en la
interacción electrón-electrón del término ELDA. De esta
forma:

Edc[n
σ] =

∑
I

(
UI

2
nI(nI − 1)− JI

2
[nI↑(nI↑ − 1)

+nI↓(nI↓ − 1)]
)
. (1)

El problema de este modelo es la obtención de los pa-
rámetros U y J , lo que en primera aproximación se puede

reducir usando J = 0 obteniendo resultados igualmente
válidos según [6] usando la expresión:

EU [nIσmm′ ] =
∑
Iσ

UI

2
Tr[nIσ(1− nIσ)].

Por otro lado, la apromixación regular de orden cero
(ZORA), que se obtiene de la expansión para bajas ener-
gías del hamiltoniano de la ecuación de Dirac, presenta
la interacción espin-órbita en el tercer término [8]:

HZORA = V + p
c2

2c2 − V
p+

c2

(2c2 − V )2
σ · (∇V × p).

La ventaja de usar esta forma es que puede ser ex-
presada de forma variacional, a la vez que no posee sin-
gularidades en el punto r → 0.

Detalles computacionales

Los teluros de cadmio y mercurio son semiconduc-
tores tipo II-VI. Estos materiales poseen una estructura
tipo blenda de zinc con parámetros de red a temperatura
ambiente de a = 6.492 Å y a = 6.467 Å para el CdTe
y el HgTe, respectivamente [10]. Ambos semiconducto-
res pertenecen al grupo espacial F 4̄3m en la notación de
Hermann-Mauguin, que corresponde a una red confor-
mada por dos redes cúbicas de cara centrada, FCC por
sus siglas en inglés, trasladadas 1/4 en la dirección [111].

Para la realización de los cálculos numéricos se em-
pleó la Teoría de Funcionales de Densidad [9] con la
aproximación de densidad local de espín [12], como lo
expresan Perdew y Wang [13], junto con la corrección
de Hubbard (SLDA + U), como está implmentado en el
software Exciting code [14]. Los cálculos relativistas se
realizaron resolvendo la aproximación de orden cero de
la ecuación de Schrödinger escalar relativísta incluyendo
la polarización de espín.

Se consideró una red de puntos k en la primera zona
de Brillouin de 8× 8× 8 de acuerdo a Monkhorst y Pack
[15], un radio mu�n-tin de RMT = 2 Bohr, mientras que
el número de funciones que sirven como base se consideró
implícitamente usando la relación RMT×|G+k|Max = 7.

Debido a que los átomos considerados son pesados,
los electrones de la capa d presentan una interacción más
intensa con los electrones tipo p y s. Por esta razón se
consideró necesario agregar la corrección de Hubbard so-
bre los orbitales tipo d. El valor de J se tomó como J = 0,
ya que no altera el resultado �nal, mientras que U se es-
cogió de tal forma que pueda replicar los resultados de la
literatura, encontrando un valor óptimo de U = 6 Ha, el
cual fue usado en todos los cálculos y en los átomos de
Cd y Hg.

Por otro lado, la razón por la que se toma en cuenta
los efectos relativistas se justi�ca al analizar el valor es-
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perado de la velcidad radial para los electrones 1s [16],
dada por la ecuación

〈vr〉 ≈
(

Z

137

)
c,

cuyos valores para cada especie atómica utilizada se
muestran en la tabla 1; y al veri�car los aportes al aco-
plamiento espín-órbita de cada elemento presente en la
aleación.

Para cada material se obtuvo la estructura de ban-
das considerando: (a) efectos relativistas y de interacción
espín-órbita, (b) solo efectos relativistas, y (c) sin consi-

derar ninguno de los dos efectos, para evaluar la evolución
de las bandas de energía.

Z vr/c ∆j (eV)

Cd 48 0.35 0.1
Te 52 0.38 1.10
Hg 80 0.58 0.5

Tabla 1: Número atómico (Z), velocidad de los electrones

tipo 1s (vr), y la contribución al gap por acoplamiento espín-

órbita (∆j), del Cd, Te y Hg.
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Figura 1: Estructura electrónica y densidad de estados del

CdTe. a) sin considerar efectos relativistas, b) considerando

efectos relativistas, c) considerando efectos relativistas con po-

larización de espín.La dirección de las �echas indican la direc-

ción de espín.
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Figura 2: Estructura electrónica y densidad de estados del

HgTe. a) sin considerar efectos relativistas, b) considerando

efectos relativistas, c) considerando efectos relativistas con

polarización de espín. La dirección de las �echas indican la

dirección de espín.
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Resultados y Discusión

Se puede notar que el máximo de la banda de valencia
en todos los casos se ubica en el punto Γ, mientras que
el mínimo de la banda de conducción cambia de posición
del punto X, para los casos en los que no se considera
ningún efecto relativista, hacia el punto Γ.

Como se esperaba al ver los valores de la tabla 1, los
efectos relativistas en el HgTe son más fuertes que en el
CdTe. Esto se puede observar en la disminución drásti-
ca del ancho del gap global de energía al considerar los
efectos relativistas sin la interacción espín-órbita cuyos
valores se muestran en la tabla 3.

En las �guras 1 y 2, además de la reducción del gap
global de energía, se aprecia la apertura de un gap en
la banda tipo p de la banda de valencia en ambos se-
miconductores. Esta apertura se debe a la interacción
espín-órbita existente entre electrones, la cual rompe la
simetría de los orbitales tipo p en los sistemas con geome-
tría blenda de zinc. Dicho efecto no sucede en los cristales
con geometría tipo diamante debido a la permanencia de
la simetría de inversión, como se puede ver en el trabajo
de Arrieta et. al. [17].

ESO(Theo.) ESO(Exp.)

CdTe 0.951 0.949 [18]
HgTe 1.012 1.15 [19]

Tabla 2: Gaps de energía generados por el acoplamiento

espin-órbita en el HgTe y CdTe.

Al considerar la polarización de espín, y con ella la in-
teracción espín- órbita, el gap global de energía se redujo
aún más e incluso se cierra en el HgTe, lo que convierte a
este material en un semimetal. Así, mientras en el CdTe
las bandas mantienen un comportamiento casi parabóli-
co cerca del gap global de energía, en el HgTe la relación
de dispersión para la mínima banda de conducción va
tomando un comportamiento casi lineal a medida que se
van considerando los efectos relativistas, lo que muestra
que los portadores de carga poseen una velocidad bas-
tante alta.

Eg(CdTe) (eV) Eg(HgTe) (eV)

NR 3.06631 2.87284
R 1.89656 0.6602
RSO 1.05134 -0.10404
Exp. 1.513 [18] -0.32 [19]

Tabla 3: Valores obtenidos obtenidos para el caso No relati-

vista (NR), relativista (R) y relativista con efecto espín-órbita

(RSO), junto con los valores experimentales.

Otro resultado importante en el HgTe es la inversión
de las bandas de energía. En las �guras 3 y 4 se puede

apreciar los aportes de los orbitales en las bandas de va-
lencia y conducción cerca del gap global de energía para
ambos materiales.

Se observa en ambos casos que la mínima banda de
conducción posee un fuerte aporte del orbital tipo s del
elemento del grupo IIB (Cd y Hg), mientras que el ele-
mento del grupo VIA (Te) realiza su aporte a la máxima
banda de valencia. Sin embargo, al acercarnos al punto
Γ se aprecia una inversión en el aporte de los orbitales
atómicos sobre las bandas de conducción y valencia, pa-
sando de tener un orden s-p en el CdTe, a uno tipo p-s-p
en el HgTe.
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Figura 3: Proyección de los orbitales atómicos en la estruc-

tura electrónica del CdTe cerca del gap global de energía al

considerar efectos relativistas y polarización de espín (Fig.

1c). Los círculos azules (rojos) representan la intensidad del

aporte del Cd (Te). Los círculos verde y magenta son datos

experimentales.
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Figura 4: Projección de los orbitales atómicos en la estruc-

tura electrónica del HgTe cerca del gap global de energía al

considerar efectos relativistas y polarización de espín (Fig.

2c). Los círculos azules (rojos) representan la intensidad del

aporte del Hg (Te). Los círculos verde, magenta y morado son

datos experimentales.

Conclusiones

Uno de los conceptos clave al momento de estudiar
los aislantes topológicos es la inversión de bandas debi-
do al acoplamiento espín-órbita. Esta característica está
presente en la estructura de bandas del HgTe, y es origi-
nada por los efectos relativistas, incluído el acoplamiento
espín-órbita.
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Por otro lado, la estructura electrónica invertida del
HgTe indica la existencia de una aleación Hg1-xCdxTe
que presenta un cruzamiento entre las bandas de valencia
y conducción, donde se puedan encontrar los fermiones
de Weyl, debido a la polarización de espín originada por
los efectos relativistas de los portadores de carga.
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