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Presentamos la teoria de gauge no abeliana en el grupo SU(2) y estudiamos soluciones tipo solitén
e instanton en teorias de campos y su correspondencia. Las soluciones clasicas en el espacio eucli-
diano y de Minkowski para campos de Yang-Mills son analizadas obteniendo instantones y monopolos,

respectivamente.
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Soliton and Instanton Solutions in Yang-Mills Theories

We introduce non-abelian gauge theory in SU(2) group and we study the instanton and the soliton as
solutions in the field theory and their correspondence. In these Yang-Mills solutions in the Minkowski
and euclidean space we find instantons and monopole behaviour.
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Introduccion

El modelo propuesto por Yang y Millls en 1954 [1]
para el estudio de las interacciones con invariancia local,
teorias gauge, obtuvo gran suceso convirtiéndose la base
fundamental en el estudio de las interacciones en la fisi-
ca de particulas al poder explicar elegantemente la in-
teraccion electromagnética, y luego bajo el mecanismo
de Higgs, la unificacién de la interaccion electro-débil
basado en el grupo S(2)xU(1), modelo de Weinberg-
Salam, asi como la cromodinamica cuantica basada en
una teorfa de Yang-Mills para el grupo SU(3) para el
confinamiento de los quarks.

Los solitones e instantones aparecen como solucio-
nes de la ecuacién de campo en teorias de Yang-Mills.
Los solitones aparecen como soluciones en el espacio de
Minkowki para configuraciones con energia finita. Un
caso particular de soluciones soliténicas es el de una
teoria gauge no abeliana acoplada a un campo de Higgs,
modelo de Georgi Glashow, de donde se desprenden las
soluciones del tipo monopolo magnético [2,3].

Las soluciones instantonicas son obtenidas en confi-
guraciones del espacio euclideano con la restricciéon de
una acciéon finita. Los instantones se encuentran rela-
cionados con el proceso de tunelaje es el espacio de
Minkowski.
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Teorias de gauge no Abelianas

Considerando un campo fermiénico doblete de spin

1/2 como
_( ¥
v= ().

El lagrangiano para este modelo, escrito de forma
compacta se describe como

L = P1(iy" 0 —ma) 1 + o(iy" 0y — ma) o
— Wiy D —m) Y, (1)
donde m = diag(mi, m2) es la matriz de masas. Es

necesario notar que este lagrangiano posee invariancia
ante las transformaciones de gauge globales como

U(z) = Ula) ¥(z), )

considerando para nuestro caso, U(a) = e™ % como
elementos del grupo SU(2), y 7% como las matrices de
Pauli que satisfacen el algebra

a b c
T T . T
|:7, ?:| = 1€abc 7 (3)

El término con la derivada, Ec.(1), posee ahora la
transformacion

U9, ¥ — Uy 9, U — iWy"9,a(x)V . (4)



El segundo término quiebra la invariancia del la-
grangiano bajo la transformacion y requiere que posea
una invariancia local.

Definiendo la derivada covariante como

Duzau_igT.;Hv (5)
que posee la transformacion
D,V - U(a)D, ¥, (6)
obtenemos
. T A, . T A
(O —ig )(U(@)¥) = U()(9, — ig—5)¥, (7)

de modo que

T.A;_
B

definimos A* = 7% A}
Luego, el lagrangiano invariante ante las transfor-
maciones de gauge locales tiene la forma

T. Ap

U() 54U (@) = <0 (@U (@), ()

L£=V(in"D, —m)¥ — %Tr(FWFW) ;9
donde definimos el tensor de campo de gauge F},,, como

Fu =0, A, — 0, Au+iglAu, Av,] . (10)
que también posee una invariancia de gauge local de

(11)

El dual del tensor del campo F™ es definido como

Fo — U(a)F, U ' (a).

T _ %egg Fo (12)
debido a la identidad de Bianchi expresado por
D, F" =0. (13)

Soluciones solitonicas en el modelo de
Georgi-Glashow

Solitones

Las soluciones localizadas son aquellas soluciones
de las ecuaciones de campo cuya densidad de energia
€(x,t), en cualquier tiempo finito ¢, son finitas en algu-
nas regiones finitas del espacio y se aproxima a cero en
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el infinito, lo suficientemente rapido, como para que sea
integrable. De esta manera definimos una onda solita-
ria como aquella soluciéon localizada no singular de una
ecuaciéon de campo no lineal cuya densidad de energia
se ecuentra localizada y posee una dependencia espacio-
temporal de la forma

e(x,t) = e(x —u,t) (14)

donde u es la velocidad.

La ecuacion anterior define una onda solitaria en
una o mas dimensiones espaciales. Para una solucién
localizada e independiente del tiempo su velocidad de-
be ser cero, u = 0.

Considerando una solucién tipo onda solitaria pa-
ra la ecuaciéon no lineal cuya densidad de energia es
eo(x — u,t), la evolucion del sistema cuando ¢t — —oo
permite N ondas solitarias de posiciones y velocidades
arbitrarias. La densidad de energia de estas soluciones
tiene la forma

N
6(:11,15) — Zéo(wi —a; — ui7t) t— —o0 . (15)
=1

Con esta configuracion, la evolucion en el tiempo esta
dada por la ecuacién del campo. Un solitén es una onda
solitaria cuyos perfiles de energia son asintéticamente
devueltos a sus formas y velocidades originales.

Modelo de Georgi-Glashow

Este modelo se analiza mediante la solucion encon-
trada independientemente por 't Hooft [2,3] en 1974.
Bajo una teoria de Yang-Mills en el grupo SU(2), aco-
plada a campos escalares en la representaciéon adjunta
obtenemos soluciones que presentan solitones como so-
luciones a las ecuaciones de movimiento. También, este
modelo presenta monopolos magnéticos como solucio-
nes.

El modelo consiste de un triplete de campos esca-
lares de Higgs ¢“(x, t) y campos de gauge A}, (x, t) en
(3+ 1) dimensiones. La densidad lagragiana invariante
ante transformaciones de gauge SU(2) locales para el
sector bosonico esta dado por

£ = S TH(Fu ™) £ Tr(Dud D)~ 1A (69" —a*)?

ERF L (Dug?) (D7)~ TA(66" —a?)? . (16)
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Aqui, F, = Fj, 7", ¢ = ¢*7%, donde 7% es el ge-
nerador del grupo SU(2), que estan expresados en la
representacion adjunta como (7%)gbe = —i€qbe-

El tensor de campo de gauge expresado como

El, =8, AL — 0y AL + geave ALAS (17)
que en forma matricial se representa mediante
. 1
Fuv = 0 Ay =0y Ay +ig [A, Av] = — [Du, Do) - (18)

La derivada covariante D, ¢®, donde el operador se
define como

D, = 0u +igAyu (19)
se expresa explicitamente de la forma
Dup = 0Oud+ig[Auel o
Du¢® = 00" — geanc ALA; . (20)

Luego las ecuaciones de campo correspondientes al
lagrangiano, Ec.(16), se expresan como

—geabed’ D" ¢°
-2 (99" — a®) . (21)

Como observamos anteriormente, debemos buscar
las soluciones estaticas de las ecuaciones de campo, pues
éstas corresponden a solitones. Ademas buscamos solu-
ciones que satisfacen Aj(x) = 0 para todo (z,a). De
manera que las ecuaciones de campo se reducen a las
formas

D, F*" =
D, D" ¢"

DiFaij
DiDi¢a

geare(D? ¢y
“M¢"9")p" + Aa’o" . (22)

Luego, encontramos que la energia para nuestro sis-
tema estd dado por

1 a rraij

+ 5 Did" Dig® + N§" faﬂ .23

Como estamos interesados en las soluciones con
energia finita. Se alcanza un minimo y se anula cuando

¢"(2)9" (x) = a® ,

Estas condiciones definen el vacio de la configura-
cién de Higgs, y la constante a es el valor esperado del
vacio del campo escalar.

Establecemos una diferencia entre las posibles solu-
ciones de las ecuaciones de campo que se pueden consi-
derar. El caso trivial es que la orientaciéon de los campos
no depende de las coordenadas espaciales y el campo
escalar se aproxima asintoticamente a

¢ = (0,0,a) . (25)

Fi =0, y Di¢® =0. (24)

Consideramos, también, otro tipo de soluciones en
las cuales la direccién de los campos vectoriales y los
campos escalares son funcién de las coordenadas espa-
ciales. Para construir una solucién correspondiente a
este caso no trivial consideramos el campo escalar en el
limite 7 — oco. Suponemos, que en este limite, el cam-
po escalar esta dirigido a lo largo del radiovector del
espacio,

ar®

lim ¢ = Z— . (26)

T— 00 T

A este tipo de solucion, Polyakov [3] denominé hed-
gehog. Examinando la condicién para la derivada cova-
riante, Ec.(24), en r — 0o obtenemos

O (T—) —aeamc AL =0. (27)
T T

que se transforma en

o (Z) - Comsrn
T T
_ 1(5 Seke — BapOne) ok
- r anUck akOnc 2

TeT
= —€abc€bnk ;Sk s (28)

obteniendo la forma asintotica (r — oo) del potencial
de gauge

n

1 T
Ap(r) — —€ank—5 - (29)
e r
Para obtener una soluciéon explicita hacemos uso del
ansatz, Ec.(29), de modo que

7,,(1

¢a = ?H(C)7
An = eamntl = K],
A2 = 0, (30)

donde H(¢) y K(¢) son funciones de la variable adi-
mensional ( = er. Sustituyendo las ecuaciones (30) en
la expresion de la energfa, Ec.(23), obtenemos

_dma [¥dC | (AT L dH N

F==) < C(CK) *2(% H)*
1K2 1)2 + K2H? A H? - ¢? 31
3D R L (1)) e

Analizando variacionalmente este funcional respec-
to a las funciones H y K obtenemos que

2
g“ﬁlé{ = KH’+K(K?>-1),
2
et aktna Anwt -y, (32)

d¢? =



donde estas funciones deben satisfacer las condiciones
de frontera

K@) =1,
K() =0,

H() —0;
H(¢)
que estan de acuerdo con las condiciones asintéticas,
Ec.(26) y Ec.(29).

De las condiciones de frontera mostradas anterior-
mente, observamos que para largas distancias

¢—=0,

—¢; (=00, (33)

iy 1 ..
F) — —e e = —2e ke, (34)
er

lo que implica, en el limite asintotico, que el campo
magnético tenga la forma

rur®

B —

o (35)

Por comparaciéon con la cuantizacion del monopolo
de Dirac [4], notamos que la carga del monopolo de ’t
Hootft-Polyakov corresponde al doble de la minima car-
ga magnética g = 4m/e. Esto es una consecuencia del
hecho de que el grupo U(1) del electromagnetismo se
encuentra inmerso en el grupo SO(3). Esto implica que
el monopolo de 't Hooft-Polyakov describe un objeto de
dimensiones finitas.

Instantones en Teoria de Campos

El término instantén se refiere a una solucién lo-
calizada de energia finita para la ecuaciéon de campo
en el espacio euclideano. Esto implica transformar las
ecuaciones de campo del espacio de Minkowski al de
Euclides.

Para visualizar el proceso de transformacién usamos
como ejemplo el modelo de doble pozo de potencial, el
lagrangiano considerando este potencial es descrito co-
mo

(@i0)? — A" —a®? . (36)

La accién en el espacio euclideano de esta configu-
racion es obtenida bajo una rotacion de Wick dada por

L=

N =

T— —it, (37)

de modo que la acciéon se expresa como

/ dzdr {— dr0)° +

Por el método de los extremales, obtenemos que

<¢“¢“—a2)2 . (38)

5 av
020 = 45 =A6" —d%9), (39)

resolviendo la ecuacién
49 _ o)} | (40)

dr
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obtenemos que

¢(7) = £atanh [a\/g(T - 7’0)} . (41)

De esta forma obtenemos los instantones y los anti-
instantones para el doble pozo de potencial. Por otro
lado, notamos que estas soluciones para la accion finita
nos remiten a las soluciones estaticas para una confi-
guraciéon de energia finita en el espacio de Minkowski,
kink y anti-kink.

Luego, generalizamos el proceso para un potencial
V en el lagrangiano, determinamos la accién para una
configuracion (d,1) de modo que se expresa como

S = / d4zdt Batqsatcp - %Gqﬁ&b - V(qﬁ)] ;o (42)

la cual requiere ser finita y bajo una transformaciéon de
Wick obtenemos la accién en el espacio euclideano

5= /ddxdr E@tqﬁ&qﬁ + %8¢8¢+ V(‘b)} . (43)

Cabe notar que para el caso de los instantones se
requiere que Sg sea finita. Mientras que, para el caso
de los solitones se requiere que la energia sea finita

1 1
E = /d% {§at¢at¢+ 50006 + V(¢)] . (44)

Por tanto, se determina la correspondencia entre
una solucién instanténica y una solucién soliténca es-
tatica, obteniendo ademas la condicién de equivalencia,
d+1=D.

Instantones en Teorias de Yang-Mills

La accion en el espacio euclideano se describe como

1 4 v
S = “og d*zTe(F. F*) , (45)
y la ecuacion para un campo puro de Yang-Mills se ex-
presa como

Oy Fyy +i[Fun, A =0 . (46)

Los instatones son soluciones clasicas en el espacio
euclideano con energia finita del campo de Yang-Mills.
El interés por este tipo de configuracién tiene como
objetivo hacer una aproximacion semiclésica [5], esto
implica que F),, debe disminuir mas rapidamente que
1/|z?| cuando |z| — co. Ahora partiendo de la identi-
dad o

E, F" = F,,F* | (47)

la acciéon se expresa como

1 Lo
S = i /d4xTr[F,WF“ + E, F*] . (48)
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La condicién de anti-autodualidad [6] expresa que

1 4 2 1 4 v
s:—@/d 2Tr(F + F) i@/d TvF,, F"

y S> iQLQ / d*aTvF,, F" | (49)
g

la igualdad satisface si el tensor de campo es anti-
autodual.

Para encontrar las soluciones de los instantones en
el espacio euclideano usamos la condicién de autodua-
lidad _

F* = £ ", (50)

La eleccion de la condicién de autodualidad o anti-
autodualidad esta relacionado con el nimero de enrro-
llamiento de la solucién. El naimero de enrrollamiento es
una cantidad que se conserva en el sistema y no es una
cantidad dinamica, es decir, no esta relacionada con el
teorema de Noether, sino se encuentra relacionada con
la topologia de las soluciones [7], [5].

El siguiente Ansatz para el campo de gauge dado
por

Au(z) = 20,08, Ing(z”) (51)

donde « es una constante real y 0., la representacion
matricial 2 x 2 de los generadores de Lorentz en el espa-
cio euclidiano es introducido en la definicién del tensor
de campo y utilizando las propiedades de anticonmuta-
cion de los generadores de Lorentz [8] obtenemos que

Fuv = 0uAv — 00 Au + [Au, Au] (52)
desarrollando detalladamente, tenemos
Fuv = 0000 0ulng — (v < )]+
+[2a20W&,ln¢&;ln¢ — (v o)]-
—20%0,,(8lng)? (53)

y para el tensor dual de campo

ﬁuu = %Eup.po-Fpo- = U(a(%aylmj)f
—20°8,Indd lng) — (v < ) . (54)

Aplicando la condicién de auto-dualidad
ad’Ing + 2a(dlng)* =0, (55)

se establece que @ = %, de modo que

?’Ing + (8lng)> = 0
¢
— = 0. 56
3 (56)
Cuando ¢ es no-singular, la Ec.(56) se reduce a
0%¢ = 0, de modo que ¢=constante, conduciendo a

que A, = 0. Pero cuando ¢(z) es singular obtenemos

soluciones no-singulares para el campo de gauge dado
como

¢:1+Z(-’Ei}7ai)27 (57)

y obtenemos

p*(z —a)y
R (e R

observando que A, es singular en el punto x = a y para
puntos en la vecindad x &~ a tenemos que

Ay =—0ou

Ay(z) = —UW% , (59)

que es un campo de gauge puro que se describe también
como

_ T —a)y
U 18#U = 70’#yﬁ 5 (60)
reescribimos
0
Ap(z) = Au(fﬂ)m
P 1
= (z—a)?+ p2U U, (61)
que al usar la transformada de gauge inversa
A =U8, U + U O,U, (62)
obtenemos
/ (z —a)y
A=—-0p——F—"—s.
T =)+ (63)

Esta es la solucion tipo instantén. Esta soluciéon no
presenta singularidades para algin valor de = o para
algin p = 0. Nétase que solo hemos obtenido solu-
ciones para la condiciéon de autodualidad. De manera
analoga obtenemos las soluciones para la condicién de
anti-autodualidad dada por

Fuy+Fu =0, (64)

que reemplazamos en el ansatz, Ec.(51), asi como la
condicién o, por ., obteniendo la solucién

o _(@—a)
A=-TCpn—F5— .
@ —ap+ (%)
Comparando con la definicién tenemos que

oTa _ (x—a)y
A=A, — = —-cp—m7FH~>——, 66
o Tu (z — a)? + p? (66)

a a (ZE . a)V
A = 2 67
f@) = e (o)

donde = —i747 ., son los simbolos de 't Hooft [7].



Conclusiones

A diferencia del monopolo de Dirac, las soluciones
monopolares en teorias de Yang-Mills son obtenidas sin
la introduccién de fuentes de carga magnética. Estas
soluciones son estables y deberian ser observadas en la
naturaleza como objetos materiales. Sin embargo, los
monopolos en el SU(2) posiblemente poseen masas de
varios GeV que hace imposible su medicién experimen-
tal. No obstante, sus propiedades matematicas pueden
ser estudiadas independientemente.

Uno de los resultados méas importantes de las teo-
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rias de Yang-Mills es la obtencién de soluciones instan-
tonicas para la ecuacién de movimiento. Es importante
notar que no hemos demostrado que todas las solucio-
nes con accion finita para la Ec.(45) son de tipo anti-
autodual.

La existencia de soluciones no autoduales con ac-
ci6on finita ha sido obtenida para diferentes niimeros
de enrrollamiento [9, 10]. Esto implica que el vacio de
Yang-Mills consiste de diferentes sectores con carga to-
pologica relacionados entre si, por tunelaje instantoni-
co [7,11].
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