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UNA DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE GEARHART

Yolanda Santiago Ayala *

Resumen: Usando la nocién del Tipo del Semigrupo, Solucién periddica de
una ecuaciéon no homogénea, los Principios fundamentales del anélisis funcional,
y fuertemente las nociones de Teoria espectral, damos una prueba del famoso
e importante resultado de Gearhart, acerca de la estabilidad exponencial de un
Semigrupo, introducido en Liu-Zheng [1].
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mente estable. Soluciéon peridédica de una ecuaciéon no homogénea. Teorema de
Gearhart

A PROOF OF THE GEARHART’S THEOREM

Abstract: Using the notion of semigroup type, periodic solution of a non-
homogeneous equation, the fundamental principles of functional analysis, and
strongly the notions of spectral theory, we give a proof of the famous and important
result of Gearhart, about exponential stability of a semigroup, introduced in Liu-
Zheng [1].

Keywords: Spectral radius. The type of semigroup. Exponentially stable semigroup.
Periodic solution of non-homogeneous equation. The Gearthart’s theorem.

1. Introduccion

Para determinar si una soluciéon decae exponencialmente frecuentemente se usaba el método
de Priis [3| y desigualdades integrales con propiedades de semigrupo. Ahora, queremos enfatizar
que tenemos la otra opcion que es el Teorema de Gearhart, introducido por Liu-Zheng [1].

Este famoso Teorema de Gearhart nos da la caracterizacion de la estabilidad exponencial de un
semigrupo, i.e., condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad exponencial en términos
del resolvente del generador infinitesimal del Semigrupo asociado al sistema.

Nuestro principal interés es enunciar y probar el Teorema de Gearhart, para eso introducimos y
probamos dos caracterizaciones de 1 € p(S(1)), dando una completa prueba.

Nuestro articulo estd organizado como sigue. En la seccién 2, enunciamos y probamos
dos resultados importantes, que usaremos para probar el Teorema de Gearhart, i.e., dos
caracterizaciones de 1 € p(S(1)) . La primera caracterizacion en conexion con la existencia y
unicidad de solucién periédica de una ecuaciéon no homogénea y la segunda en términos de la
acotacion del Operador Resolvente: R(2kmi, A), Vk € Z.

En la seccion 3, enunciamos y probamos el Teorema de Gearhart.

En la seccién 4, damos algunos comentarios de ejemplos de aplicacion.
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34 Una demostracion del Teorema de Gearhart

2. Principales Resultados

Definicion 2.1 Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo Co (S(t))¢>0. Diremos que
wy(A) es el tipo del semigrupo generado por A si eziste el nimero

wo(A) = lim w ~ juf w .

Observacion 2.2 Sea s > 0 y A el generador infinitesimal de un semigrupo C, (S(t))¢>o0-

Entonces w,(sA) = swy(A).

Lema 2.3 Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo de clase C, (S(T))t>0. Entonces el
radio espectral de S(t) es igual a €Y para t > 0. i.e.,

ro(S(t)) = et vt > 0.

Teorema 2.4 Sea X un espacio de Banach, f € C([0,1]; X) y A el generador infinitesimal de
un semigrupo C, (S(t))i>0. La ecuacion

u'(t) = Au(t) + f(t), t€[0,1] (1)
posee una unica solucion periddica, de periodo 1, si y solamente si 1 € p(S(1)).

Demostracion. Si 1 € p(S(1)) probaremos que la ecuacién (1) posee una tnica solucion
periodica.

Existencia de solucién

Supongamos que u(t) sea una solucion de (1), entonces

d
S (=tu()] = S(=1)f(t).

Integrando de 0 a t tenemos
t d t
/ L) §(—s)uls))ds = / S(—s)f(s)ds.
o ds 0

Luego, S(—t)u(t) —i(/Olu(O) = fg S(—s)f(s)ds, aplicando S(t) tenemos
=1

u(t) = S(u0) = S() /0 S(—s)f(s)ds
_ /0 S(H)S(—s)f(s)ds
= [ s,
0
i.e., u(t) tendria la forma:

u(t) = S(t)u(0) +/ S(t—s)f(s)ds (2)
z(t):= ‘

donde z es solucion de la ecuacion homogénea asociada a (1), esto es, 2/(t) = Az(t), 2(0) = u(0),
y como queremos que u(0) = u(1), u debe satisfacer

1
u(0) = u(1) = S(1)u(0) +/0 S(1—s)f(s)ds,
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es decir
[I—S(1 /Sl—s s)ds

Como 1 € p(S(1)) entonces existe [I — S(1)]7! y asf u(0) seria

1
w0) = 1= SO [0 =9)p(s)as. (3)

Luego
u(t) = —|— fo (t—2s) )ds con
u(0 ) fo (1 —3s)f(s)ds

es una soluciéon periddica de la ecuacion (1 ) A seguir veremos que es tnica.
Unicidad de solucién
Sean u;(t) para ¢ = 1,2 soluciones periodicas de la ecuacion (1), luego satisfacen

wi(t) = Au;(t) + f(t),ui(0) = u;(1) parai=1,2.

y u;(t) tienen la forma
u;(t) = S(t)u;(0) +/O S(t—s)f(s)ds

con u1(0) = ug(0), desde que

1
u;(0) = [I — S(l)]_l/o S(1—s)f(s)ds parai=1,2.

Luego,
ur(t) — ua(t) = S(t)[u1(0) — uz(0)] =0

Reciprocamente, supongamos que la ecuacion (1) tiene una tnica solucion periddica, probaremos
que 1 € p(S(1)), es decir que existe [I — S(1)]7! € L(X).

I — 5(1) es inyectiva

Procedemos por el absurdo. Supongamos que

Ker(I —S(1)) # {0},
e., Jxg € Ker(I —S(1)) tal que zo #0 , es decir g #0 y

o — S(l)xo =0. (4)

Definimos

Luego, por (4) tenemos

u(t+1)=S{t+1)xg = S(t) S(1)xo = S(t)zo = u(t),

i.e., u(l) = u(0), u es periddica, de periodo 1y u # 0 (u(1) = z9 # 0).
También, se tiene que u satisface

u'(t) — Au = AS(t)xg — AS(t)xg = 0. (5)

Luego existe u # 0 y v = 0 soluciones periddicas de (5) con f = 0, lo cual es absurdo, por
hipotesis. Asi, I — S(1) es inyectiva.
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I—S(1): X — X es sobreyectiva
Sea z € X, probaremos que existe y € X tal que (I — S(1))y = «.
Definimos,

K:C(0,1,X) — C([0,1],X)
f = Kf:=u

donde u = u(t) es la tnica solucion periodica de la ecuacion (1) respecto a f, la cual existe por
hipétesis.

Se observa facilmente que K es un operador lineal y cerrado.

K es continuo:

Como K es un operador lineal cerrado, usando el Teorema del grafico cerrado tenemos que
K es un operador lineal continuo.
Definimos el operador

T:X —» X
r — Tz:=(Kf)(0)=u(0)
donde como f(t) estamos considerando S(t)x, i.e., f(t) := S(t)x, f(0) =z, y u es la tnica
solucion periddica de (1) respecto a esta f.

Observamos que T es continua, desde que K, M, y N lo son, donde M(z) = f, M : X —
C([0,1],X) vy N(g) =g(0), N : C([0,1],X) = R, i.e., T=No K o M.

De la expresion de u (2), en particular para ¢t = 1, tenemos

w(0) =u(l) = S(1)u(0)+ /0 S(1—s)f(s)ds

1
= S(1)u(0) —l—/o S(1—s)S(s)xds

1
= S(l)u(O)—l—/O S(1)xds
+5(1

= Su0)+S(r+a (6)

esto es,
[I—S)|(Tx+z)=x

yi=

[I—-SWT+Iz== (7)

le, Jy=Tr+ze€ X talque [ - S(1)|y ==.

Luego I — S(1) es sobreyectiva.

Asi, I — S(1) es biyectiva y como es continua, podemos aplicar el Teorema de la aplicaciéon
abierta y concluir que I — S(1) es un homeomorfismo, es decir que [I — S(1)]7! es continuo.
Por lo tanto, 1 € p(S(1)) y ademas de (7) tenemos [[ — S(1)] ' =T +1. ]

Teorema 2.5 Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo C, (S(t))i>0. Entonces 1 €
p(S(1)) si y solamente si,
2kmi € p(A), VkeZ

sup ||(2kmil — A)7Y| < 0o
keZ
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Demostracion. Tenemos
4 Ly 4
S(1)e 2y — S(0)z = / 4 1S (s)e 205} di
0 dS
1
= / [A — 2k7il]S(s)e 2k x ds .
0

Como S(1) e 2" — §(1), obtenemos
=T

1
S(l)z —z = / [A — 2kmil]S(s)e 2™ p ds .
0
Luego,
1 .
[S(1)—Ilx = [A— 2k7m'[]/ S(s)e 2kmilsy s .
0

Asi, desde que 1 € p(S(1)), obtenemos conmutando

z = [S(1)—1I]""A — 2kmil] / S(s)e~2kmiT5y g
= [A - 2]4571'2[ / S 72km[s T ds
= [A—2kmil|Bzx. -

También, conmutando tenemos

1
Tr = [S(l) — I]—l/ [A o 2]{71'2[]3( )e—ZkﬂistdS
- / S(s)e 2kl (A — 2kmil]z ds
—_—
= B([A - 2knil]z o)

De las igualdades (8) y (9), concluimos que existe [A — 2kmil]™' = B y que
I[A = 2kmil] 'zl = || Ba|
1
= Jisa) -1t / S(s)e o ds |

IN

MH/ 6—2k7rilsxd5”
IIS(S <My
Mo|z| .

IN

Finalmente, hemos probado que 2kmi € p(A) y supy, [|[A — 2kmil] Y| < Ms.

Reciprocamente, para probar que 1 € p(S(1)), usaremos el Teorema anterior. Asi, basta mostrar
que la ecuacion (1) posee una tnica solucioén periddica.

Sea u una solucion de la ecuacion (1), es decir satisface u/(t) = Au(t) + f(¢) con u(0) = u(1).
Definimos Vk € Z,

1
up = /u(s)ezkmsds
0

fk; — /01 f(S)eika’st
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Afirmamos:
= [2kmil — A7 £y (10)

Unicidad de Solucién
Sea v otra solucion de (1), entonces por (10) tenemos que

vp = [2kmil — A7 fe,
es decir, vy = ug Vk. Luego, por Series de Fourier, v = u, es decir, la solucion de (1) es tnica.

underlineExistencia de Solucién
Definimos

N
_ Z uk€2k7rit
k=—N
N
— Z fk;CQkﬂit-
k=—N

Observacion 2.6

[e.e]
f= £ = lim Fy en L*0,1),
o

+oo
11201 = D I £ill*

Afirmamos: Uy satisface (1) con Fy. Es decir, se verifica

Un(0) = Unx(1).
En efecto, Un(0) = Sy tx = Un(1). También, usando (10) tenemos
d N
_ 2kmit 2kmit
EUN() AUn(t) = Z (2kmi)uge Z Auge
k=—N
N .
= Z [2kmil — AJuy, e2F7it
k=—N
N .
_ Z fkermt _ FN(t) ]
k=—N
La ecuacion (11) implica
t
Un(t) = S(t)Un(0) + / S(t—s)Fn(s)ds. (12)
0

Considerando ¢ = 1 en (12) tenemos

1
Un(1) = S()UN(0) + /0 S(1 — 5)Fx(s)ds.

es decir,

(I-5(1 /51—5FN s)ds . (13)
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Afirmamos:

(I —S(1))Un(0) es convergente en X . (14)

En efecto, basta mostrar que es de Cauchy,

IN

Hl;Sﬂ—sHEW$—J%@H%H A!WO—sﬂﬂwﬁ—Fﬂﬁﬂws

/0 1S(L = s)l[I[Fn(s) = Fr(s)l|ds

IN

1
MAHM®—H@M8

IN

1

M{[ 1w (s) - Fulo) sl
0

= M|[Fy = Fillz20,1)

—0

cuando N, L — +oo.

Asi, la sucesion (I — S(1))Un(0) es de Cauchy en X, y como X es un espacio de Banach, la
sucesion (I — S(1))Un(0) es convergente en X.

Por otro lado, aplicando S(1 —t) a la igualdad (12) tenemos

S(1 = HUN() = SA)UN(0) + S — 1) /OtS(t — $)F(s)ds,

es decir,

t
S()UN(0) = S(1 — )Un(E) — S(1 — t)/ S(t — 5)Fx(s)ds,
0
e integrando esta expresion de 0 a 1 conseguimos

S(1)UN(0) :/OIS(I—t)UN(t)dt—/Ol S —1) /Ot S(t— 5)Fy (s)ds dt. (15)

Afirmamos:

S(1)Un(0) es convergente en X . (16)
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En efecto, sea L < N,

1 1
H / S(1 = $){Un(s) - Un(s)}ds| < / 1S(1 — ){Un(s) — Us(s)}lds
0 0
1
- /O 151 — )T (s) — Us(s)]ds
1
< M /0 U (s) — U (s)l|ds
1 N ' —L—1 ‘
< M/ HZUJ}gQkas-ﬁ- Z uke2k7rstd$
0 L _N
1(N —L—1
< M u U ds
< /O {;H ol + ZN H ku}
N
< M{Zmzkmf—A]luufku
o
- ||[2ka—A]1u||fku}
-N
N —L—1
< MM, {ZkaHJr > ||fk\|}
L —N
N —L—1 2
< MM, {ZkaH2+ > ka;||2}
L —N
<

N L 2
2 2
MM, {Z [ fill” = Z | £ }
—N —L
— 0
cuando N, L — 400. Luego la sucesion es de Cauchy en X por lo tanto es convergente en X.

Ahora nos falta ver que el segundo término de la sucesion s(1)Un(0) es convergente, para eso
hacemos lo siguiente

H /O S(1—1) /0 S(t — 5){F(s) — Fu(s)}dsdt]] < /O 1S 1) /O 15t — $)llI1F(s) — Fr(s)[ds dt

1
< 0 [ Fv(s) - Fuo)lds
0 1
1 2
< [ [ 1) - FL(S)szs]
0
< M?||Fyn — Frllr2(0,1)

— 0

cuando, N, L — +oo.
Como

Un(0) = (I = S())Un(0) +5(1)Un(0),

de (14) y (16) tenemos que Un(0) es convergente en X, i.e., Jug € X tal que Un(0) — up
y como Un(0) = Un(1) se tiene que Un(1) — ug.
Afirmamos:

S(t)Un(0) converge en L?(0,1).
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y mejor aun
S(t)Un(0) converge a S(t)ug en L*(0,1).

En efecto, basta mostrar que S(t)Ux(0) es de Cauchy en L?(0,1). Hacemos,

1 1
/IIS(t){UN(O)—UL(O)}Ilgcdt < /HS(t)IIQHUN(O)—UL(O)Ilgcdt
0 0 V<M2

IN

1
WAHW@—%@@ﬁ

M?||UN(0) = UL(0)]1%
— 0

cuando N, L — +o0.
Siguiendo los célculos como arriba tenemos que

1
/0 IS(O{UN(0) — uo} % dt < M?||Un(0) - uol|% — 0

cuando N — +oo.
Afirmamos:

t
/ S(t — s)Fn(s)ds converge en L*(0,1)
0

y mejor aun

/ S(t — s)Fn(s)ds converge a / S(t —s)f(s)ds en L*(0,1).
0 0

En efecto,

2

[ st = e a

sATAW%—ﬂWW@—&@MﬁZt

2

§M2/01{/OtHFN(s)—FL(s)Hds} dt

< M2 {/01 P (s) — FL(5)||ds}2

gMﬂAWm@—H@W@}

= M?||Fx — Fr| 20,1y
—0

cuando N, L — +o0.

Siguiendo los céalculos como arriba conseguimos,

i

cuando N — +oo.

t 2
Asuﬂ%M@—ﬂwwstMwM—mamﬁo
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Luego, Uy converge a w en L?(0,1) donde

w(t) = S(t)ug —|—/0 S(t—s)f(s)ds.

Ya vimos que w(1) = w(0) = wug, y se prueba que w es solucion de (1) para f. En efecto,
para eso introducimos un elemental e importante resultado de Calculo,

d t td
Observacion 2.7 — / g(t,s)ds :g(t,t)—i—/ —g(t,s)ds.
dt Jo o dt
Ahora, procedemos a hacer los calculos

Observacion 2.8
[ se-srash = soso+ [ Ese-aie
_ f(t)+/0 /iS(t—s)f(s)ds
_ f(t)+A/O S(t — ) f(s)ds

t

Observacion 2.9 Sea u(t) := S(t)ug —|—/ S(t — s)f(s)ds, entonces u satisface u/(t) =
0

Au(t) + f(t).

Luego, por unicidad w = u. Esto es, existe la solucion de (1), que se expresa por
t
u(t) = S(t)ug —|—/ S(t—s)f(s)ds.
0
|

Corolario 2.10 Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo C,. Entonces e € p(S(t))
sty solamente si

2kmi 2kmi
cold) u IO+ 2

A+ I — A7 <oo,VEke Z.

Observacion 2.11 Este corolario nos dice que: 1 € p(S(t)) si y solamente si

1 _
7Lu Cp(4) vy sup (M = A)7H| < oo,
AT L,

3. El Teorema de Gearhart

A seguir enunciamos y probamos el importante resultado de caracterizacion de un Semigrupo C,
exponencialmente estable.

Teorema 3.1 (Gearhart) Sea (S(t))i>0 un semigrupo C, de contracciones en un espacio de
Hilbert. Entonces, (S(t))t>0 es exponencialmente estable (esto es, IM > 1, p > 0 tal que
S|l < Me H, ¥Vt >0 ) siy solamente si

a) p(A) DiR:={ip,B € R}

b) limsupg .« [| (i1 — A) 7| < oo.
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Demostracion. Desde que [|S(t)|| < |\| y por el Teorema del Inverso tenemos que existe

(A= S(t)~" (AT =A7ts)) ™

= AT =Sy
3
S(t)  S(t)?

= AT+ =gt

Esto es, si [|S(¢)|| < |\, entonces A € p(S(t)) .
Luego, si A € 0(S(t)) entonces ||S(t)|| > |A|.
Como (S(t))e>0 es un semigrupo C, de contracciones, tenemos que [|S(¢)|| < 1, luego

o(S(t)) C {2 €C, |2| < 1}.

Ademas, utilizando la hipotesis a) y b) del Teorema de Gearhart se tiene

2mna 2mna
{(ZneNpCp(a) y sup (T — )Y < M
neN
para A = 0, entonces por el Corolario previo, obtenemos que 1 € p(S(t)). Anéalogamente

procedemos para A = i), obteniendo e € p(S(t)) para todo € € R. Por lo tanto, la frontera
de la bola unitaria esta en el resolvente de S(t).
Asi, el espectro de S(t) esté contenido en el disco abierto de radio 1, i.e.,

o(S() C{z € C, |2 < 1}.
Ahora sabemos que ¢(S(t)) es un conjunto compacto en C, luego

re(S(t)) = )\emax Al = || < 1 para algin A, € o(S(2)).

Tenemos que se verifica: e®o(4) = r (S(t)), luego €4 < 1 y esto nos permite deducir que
twy(A) < 0.
Asi, como ¢t > 0 entonces w,(A) <0,y de la definicién de w,(A) tenemos

In||S
0> wy(4) = lim M
4 oo
es decir, existe L > 0 tal que
i SN
2—$00 z

Entonces, dado € > 0 , existe M > 0 tal que si z > M implica ln”S(

”+L‘<e
Lz para z>M.

Ahora considerando € := £, tenemos In|S(z)

Finalmente tomando la exponencial a esta desigualdad, tenemos ||S(z)|| < ez para z > M,
es decir (S(t))t>0 es exponencialmente estable. |

4. Comentarios

En esta seccion queremos citar algunas aplicaciones del Teorema de Gearhart, por ejemplo
los articulos [4], [5], y enfatizar la riqueza en modelos que posee el libro [1].

Asi, el Teorema de Gearhart también se usa para probar la no estabilidad exponencial de
algunos sistemas disipativos.
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