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DECAIMIENTO EXPONENCIAL DE LA ECUACION DE ONDA
SEMILINEAL CON DISIPACION LOCALIZADA

Carlos Pefia Miranda', Alfonso Pérez Salvatierra®, Andrés Guardia Cayo’.

Resumen: El objetivo del presente trabajo de investigacion fue obtener el decaimiento
exponencial uniforme de la energfa para la ecuacién de onda semilineal con disipacién

localizada, dada por,

uy — Au+ a(z)u + f(u) + a(z)uyy =0 en R" x (0,4+00).
Para lograr el objetivo del presente trabajo empleamos el principio de continuacién tnica,
estudiado por Ruiz [7] y las ideas expuestas por E. Zuazua [8].

Palabras Claves: Solucion regular, decaimiento exponencial, continuacion tnica.

Abstract: The objective of this research was to obtain the uniform exponential decay of
the energy associated for wave equation semilinear with dissipation localized, given by,

uy — Au+ a(z)u+ f(u) + a(z)ur =0 in R™ x (0, +00).
To achieve the objective of this paper we use the unique continuation principle studied by
Ruiz [7] and the ideas expressed by E. Zuazua [8].

Key Words: Smooth solution, exponential decay, unique continuation.

1. Introduccién

En el afio 1990, E. Zuazua [8], estudia la ecuacion de la onda semilineal con disipacion localizada sobre
R", dada por,
up — Au+au+ f(u) +a(@)us =0 en R" x (0,+0) (1)
w(0) = ug € H'(R™); w(0) = ug € LA(R™),
donde se consideran las siguientes hip6tesis
(H1) a € L¥(R™);a(x) > ag c.s. en Qp = {z € R"/|z| > R} para R > 0.
(H2) f(s)s = 0, para todo s € R.

(H3) f € CY(R), satisface la siguiente condicion de crecimiento: existe C > 0,p > 1,con (n—=2)p<n
tal que
|f() = f(y)| < C+ [2[P~! + |y~ Y|z — yl, para todo z,y € R.
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20 Decaimiento exponencial de la ecuacién de onda semilineal

Considerando a una constante real, demuestra que existe una constante C' > 1 y v > 0 tal que para

toda solucién regular u = u(z,t) de (1) se verifica
E(t) < CE(0)e™ ™, Vt>0. 2)

Basado en el trabajo E. Zuazua [8] y considerando « una funcién real de variable vectorial z, esto
es a(x), el objetivo del presente trabajo de investigacion es demostrar la desigualdad (2) para toda

solucién regular u = u(z,t) de (1) con datos iniciales en H?(R") x H'(R").

Deduccion formal de la energia

Multiplicando la ecuacioén (1) por uy, se obtiene

%% (/Rﬂ [qu|2 + Juf? + a(x)uz] i 4 /“ F(u)d:r) = —/“ a(x)ufda:, (3)

de donde definimos la energia asociada al sistema (1) como

1

E(t) =5 fR [|Vu(x,t)|2 + |ug(x, t)|? + az)|u(z, t)[2]d:n + /R F(u(z,t))dz;

de (H1) y (3) se obtiene
%E(t) . /R (@) (. O dz <0 (@)

lo que demuestra que la energfa asociada al sistema (1) es no creciente, para todo t € [0, +00).

Integrando (4) desde 0 hasta T obtenemos

e
E(T):E(U)—fo Ana(a:)mt(x,t)]?dmdt. (5)

2. Preliminares

En esta seccién presentamos algunos lemas y proposiciones necesarios para el desarrollo del presente

trabajo. Ademaés consideramos las siguientes hipotesis
(H4) a € WH(R");a(z) > ap c.s. en R™.

(H5) Existe § > 0 tal que f(s)s > (2 + 6)F(s), para todo s € R.

Lema 2.1 Eziste una constante C > 0 tal que la siguiente desigualdad es verdadera para todo T' > 0

y toda solucion regular de (1).

%/fﬂm [qul2 + afz)|ul® + quP] + /QmF(U) <C {jja(m)lu;ﬁ + lulZ2(gymx o) + E(T)}.

Demostracion. Sea ¢ € W2(R"), multiplicando la ecuacién (1) por ¢(z)u e integrando sobre
(0,T) x R™ obtenemos

f/g&[WuiQ + (f(u)+ a(:s)u)u} = ]/ (%lng + xp|u;,|2) — L, (6)
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T

donde L = (] (ut + a(:c)%):pu)

Observe que

0

\ [ (et o)y

Usando la identidad (5) se obtiene

‘(/(uﬁa(x)%)wu) j <Ci (//a(z)|ut12+2E(T)). (7)

Si aplicamos en (6) un ¢ € W2><(R") con las siguientes condiciones

< (14 |alss) l@loo (E(T) + E(0)).

0<p<1enR" p=0en Br; ¢=1en Qap.

Obtenemos

]fﬂ . (qu|2 + (f(u) + alz)u)u + |ut|2)

1
< a5 (Jploo + 1) /fp a(@) wl® + 51A0|solulfa(p,px 0.1y + ILI- (8)
ir

Observe que para cada = € Qap, t € [0, 7] se tiene
(f(u) + a(@)u)u > (2 + 6)F(u) + a(z)u’. (9)
De (7), (8) y (9) y ordenando se obtiene
3 ([ [ +a@pi+ ] + [ Fw<o { [[a@hat + 1 araiom + BD
"

Lema 2.2 Sea q = (q1,42;--.,qn) € (WHX(R™))™. Para todo T,r > 0 y toda solucidn regular de (1)

la siguiente igualdad es verdadera en By x (0,T)

// div( q) fut|2 IVul?2 — a(z |?J // div(q)F(u //};r giijg_;;_;i
f/ thVu—ﬂ/[r (g-Va) = (/ uf(q-Vu)) :.
ff a:%) |“t|2 IVul2—am)|ul —‘// q-z) u)+f/ (q- V).

Demostracién. Es suficiente multiplicar la ecuacion (1) por g- Vu e integrar por partes en B, x (0,T).

Lema 2.3 Para todo T,r > 0 y ¢ € WH(R"). La siguiente identidad es verdadera para toda solucién
regular de (1)

//BrLP“Vul? + (f(u) + a(z)u)u] = //Br [olw? - uVe - Va]
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iy
e (f o))

Demostracion. Es suficiente multiplicar la ecuacién (1) por ¢(x)u e integrar por partes en B, x (0,T).

Lema 2.4 Para todo r > R, existe C, > 0 tal que la siguiente desigualdad es verdadera para todo

T > 0 y para toda solucién reqular de (1)

%/Lr[|Vu|2+a(w)lul2 + IutIQ} 4 f/BFF(u) <Cr {f/a(m”ut]? + w2, 01 + E(T)}.

Demostracién. Aplicando el lema 2.2 con ¢ = = obtenemos

g//Br [|u,l2 — |Vul? - a(m)[u[2] _n[/&F(U) - -/B,.1Vu|2
:%/[,uz (I'V(I)—[/rﬂ.(;f)u! (z-Vu)+ A+ B, (10)

donde -
A=—(/ ut(:r-Vu)) (11)
B 0
2
B=r //s, [%hsd? - %|V’u|2 + our_ %a(.}:)m]? - F(u)] : (12)
Aplicando el lema 2.3 con ¢ = 1 se obtiene
T
// |\?’u|2 )+ alx)u)u — |Uf| / —u— (/ (H:Jra(ﬂ:)%)u) ; (13)
Multlphcando (13) por 3 € R y sumando (10) obtenemos
(Z-# f/ et + (1483 / Va2
+(3-3) [[ c@n [[ rau—nrw)
JJB, B
= %/f u? (z-Va) —// a(z)uy (x - Vu)
du
+;3-/‘/S"%H+B+D, (14)
i T
donde D=A— [ s+ a(z)—
onde , (/Br(u,—ka(:r)g)u)o

Afirmacién 1. Existe una constante ¢ = ¢(z) > 0 tal que
(,{3 - %)cx(m)s2 + Bf(s)s — F(s) > nF(s) — es?, Vs e R;

donde n = B(2+46) —n > 0.

Ademaés se tiene las desigualdades

Il S b [ ur+ Pelimzy J el (15)
‘lfjrzg (z-Va)| <

Reemplazando (15), (16) y la afirmacién 1 en (14) se obtiene

Vol

1'u|}{2(13,,x(0,T))- (16)
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%/fa [IVul? + a(a)ul + ] +//B F(u).
< Cur ([ oM +luEsoniomy + | [, Sou

Sea p € W1*°(R") tal que

+ | B| +]D|).

0<p<lenB,; p=0enBucon R<r' <ryp=1enS,.

Al aplicar el lema 2.2 con ¢ = gz donde ¢ cumple la condicion (18) se obtiene

gf/s, [|ut|2 — |Vul? - a(a:)lu]2] - r//rF(u) +r
=_%//:9ru ez Va)+ Z // ©|Vul> + f/ (x)us (p - Vu)

k.j=1

_f/f;'_di”(¢$)F(u) +3 / Brdiﬂ(fﬁfﬂ) [EuzF — [Vul? - a(:n)|uf2].

(/ up (- Vu))
B \B,

Al aplicar el lema 2.3 donde ¢ cumple la condicion (18) se obtiene

/ = // |V"u|2 + a(z)|uf> + £( 'u)u // olug)?
Sr 3U r\B f

Por lo tanto

|1B| £ Cyr {/[B i [|Vu|2 + alz)|uf® + |ul? + f(u)u} -

[, 575w ([, (rard)e)

Por lo tanto

I 5

- {f/ 5, 7ul+a@lul +ul® + )]
([, (wrart)s)

T
+

0

} |

Sumando (19) y (20) obtenemos

I 5

Finalmente aplicando el lema 2.3 en By, x (0,T) con ¢ € W°(By,) tal que

0<Lp<1len B,; p=0en Bpg;
p=1len B/\Bycon R<r’'<r; g=0en Sy, y
[Vel3

€ L°°(Bsy,).
@

+ |B| £ Cs: (//B . [|Vu|2 + a(a)ul® + Ju® + f(u)u] + 16'1) .

(17)

(18)

—

19)

(21)
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Se obtiene
J[ olvul + )+ = [ [ohul? ~uTe-vu] + 1,
B‘Zr B‘2r

T
donde H = _(/Bz,— (ut+a(a:)%)(pu) I

Por lo tanto

‘/:/Br\B,..r [|V’M|2 +(f(u) + a(x)u)u] < Cy (/f a(x)|ug]?® + |u|:252{Bzr><{0._T)) g |H|) (23)

Reemplazando (23) en (21) se obtiene

/.5
. F

Reemplazando (24) en (17) se obtiene
1
3 [ [vu+a@hi + ] + [f Fe

< Cn ( J[ at@)ul® + ulkaqyniom + 1HI + 161+ |D|) . @)

+1B] < Cér ( J[ a@l? + s, 02y + 11+ |G|). (24)

Ademas
1+ 161+101 < Cor ([ et + B(D)).

Por lo tanto

%[/B [|Vu|2 + a(z)lul® + |utl2] 4 //&F(u) < Gy {//(Ll'ut|2 + 1m0 +E(T)}

Proposicién 2.1 Erxiste Ty > 0 tal que para todo T > Ty existe la constante C(T) > 0 tal que:

E@T)<C { [[ a@ut+ |u[2L2(B4Rx(0.T})} -

Demostracion. Por el Lema 2.1 se tiene

1

3 [ [vue+ o + ] + [ Fw
2 Q2r Qop

<C {//a(m)|ut|z % |u|%2(}343x(0._2")) =+ E(T)} : (26)

Por el Lema 2.4 para r = 2R se obtiene

3 [ [+ a@iap + ] + [, P

< Car {j/ a(@)uel® + [uli2(,px 0 + E(T)} - (27)

Sumando (26) y (27) obtenemos

/ " Byt < Cro { / / a(@)|uel? + [u255, (07 + E(T)} . (28)
! _
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Como la energia es no creciente se tiene

/ " B(ydt > TET).
0

Por lo tanto

5(1) < 0r { [ a@lud? + uqpyuncory |

Proposicién 2.2 Si Ty = maz{T1,2R} entonces, para T > Ty existe una constante C(T') > 0 tal que

I [ f (@)l (20)

Demostracién. Sea T > Ty y supongamos que (29) no es verdadera entonces existe una sucesion de
soluciones u,, de (1) con condiciones iniciales {ugm,u1,m} € H*(R™) x H'(R") tal que sastiface la

expresion
|Hm|1,f3 (Byrx(0,1))

J[ a@ltwn)

Vo = ‘;_m (31)
m

— +00. (30)

Para cada m € N, definamos

donde

2
Am = |1‘Lm]L2(Bgn_X(U,T))'

Como 1, es solucién de (1) se tiene que la funcién vy, cumple
(Vm)#t — AU + a(T)vm + fm(vm) +a(x)(vm): =0 en R™ x (0,7), (32)
1

donde f(s) = Tf(AmS)’ para todo s € R.
T

Trabajando similarmente como en la secciéon anterior deducimos:

Ent) =5 [ [IVom(@ 0P + (o (@OF + a@in(e 0F]do + [ oz, 0)de,

la energia asociada al sistema (32) donde F,,(s) = / fm(&)dE, para todo s € R.
Ademés ’

GEn(®) == [ a@)(un(a 0,

integrando desde 0 hasta T se obtiene
Em([]' m(T) +/ / Um(ﬂ:, t))g|2dﬁfdf (33)

donde Fp( / fm(&)dE, para todo s € R.

Por otro lado de (31) obtenemos

|UmlL2{B4R><(U.T]) =1, para todo m € N. (34)
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De (30) se obtiene
2
|U?RIL2(B4RX(D.T))

J[ a@iwa®

// a(z)|(vm)e|> = 0. (36)

Trabajando similarmente como en la proposicién 2.1, obtenemos

En(T)<C {/f a(@)|(vm)e|* + |U1R|L2(B4RX(0.~T)}} .

Por (33) y (34) se obtiene
En(0) <y {1 + ff a(x)|(vm)t12} ,

En(0) < Ch.

— +00. (35)

De (34) y (35) obtenemos

y por (36) se obtiene

Sea t > 0, como la energia es no creciente se obtiene

En(t) < Em(0).

Luego

1

3 /Rﬂ [|va(sf:, t? + |(Um)t(1',f)|2 + a(z)[vm(a:‘t)ﬁ] dx + fRn Fr(vm(z,t))dz < Ch.

Integrando desde 0 hasta 1" se obtiene

T
%fo /ﬂ [lv'l"?ﬂ-(:‘:'-t)l2 = I(vm)t(TJ)F #F Q(I)It‘m(a:, t)iQ]d:Edt

+/0T/n Fon (U (2, t))dzdt < CiT. (37)
De la desigualdad (37) obtenemos
(vm) esta acotada en L%(Byg x (0,T)), (38)
((vm):) esté acotada en L2(Byg x (0,T)), (39)
(vm) esta acotada en HY(R™ x (0,7)). (40)
De (38), (39) y como H*(Byg) tiene inmersién compacta en L?(Byg), usando el Lema de Lions — Aubin
se tiene:
v, — v fuertemente en LQ(B4R x (0,7)), (41)
vm — v casl siempre en Byg x (0,T). (42)

También de (40) existe una subsucesién (denotada de la misma forma) tal que

U — v débilmente en H*(R™ x (0,T)). (43)

Afirmacion 2.

[vlL2(Birx(0.y) = 1-
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En efecto, por (41) se tiene
iUmle(B4n_x(0.T}) = |UIL2(B.,R><{0‘T})
y por (34) se obtiene
v|L2(Bymx(0T)) = 1-

Afirmacion 3.

vy = 0 casi siempre en {a > 0} x (0,7T).

En efecto, por (30) se tiene
a?(z)(vm)s — 0 fuerte en L(R™ x (0,T)). (44)
Por otro lado de (37), se obtiene
(vm)t — vy débil en L*(R" x (0,T))

entonces
a? () (vm)e — a2 (z)v; débil en LE(R™ x (0,T)). (45)

De (44) y (45) se obtiene por unicidad de limite débil, que
a%(x)'vt =0en L*R" x (0,7)).
Por lo tanto

vy = 0 casi siempre en {a > 0} x (0, 7).

Distinguiremos tres casos, para la sucesion {A, }.

Primer caso: existe una subsucesion de {\,,} (denotada de la misma manera) tal que
Am — Aen Ry, A€ (0, +00). (46)

Afirmacién 4.
f(Amvm) es acotada en L%(Byg (0ST)).

En efecto,

[ Omvm)z2(Bunx 01y = //B |f Amvm)[?
4r

// [C (]. + |)\mb‘m |p—1) |/\mvm|]2
Byr

2 2 2 2 2
202 (IAmlPloml32(sypx (01 + ol e

IA

IA

Como HY(Byg x (0,T))) — L*(Byg x (0,T))), entonces

2 2
1FOmtm)Eaa,exoy S 262 (Pl omlEaqs,pxomy + Pl ®lomlh gimxioy): (47
Como la sucesion {\,} es acotada, existe una constante C > 0 tal que

|Am| < C3, para todo m € N, (48)
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Reemplazando (48) en (47) se obtiene

2 2( 2, |2 2 2
|f(Amvm) |28, x (0 < 2C (Cz|""m|n2{3wx(0,7‘)) * Czp|”m|.=?l(smx(0.r)))'

De (38) y (40) se obtiene

| Omvm) 22y (0.17) < 205

es decir,
{f(Amvm)} es acotada en L*(Byg x (0,T)).

Usando la hipétesis (H3), (42) y (46) se obtiene
F(Amvm) — f(Av) casi siempre en Byg x (0,7). (49)
De (49), de la afirmacién 4 y por el lema de Lions (Lions [2]), se obtiene
f(vm) = f(v) débil en L*(Byg x (0,T)). (50)

De (50) y (46) obtenemos

(Amum) s f(/\’i})

= S débil en L*(Byg x (0,7)). (51)

Flom) =1

Pasando al limite (32) y teniendo en cuenta (36) y (51), se obtiene

vy — Av + az)v + @ =0 en Byp x (0,7,
derivando la ecuacién precedente se obtiene
wy — Aw + a(z)w + f/(M)w =0 en Byg x (0,7T), (52)

donde w = ;.

Segundo caso: existe una subsucesién de {\,} (denotada de la misma manera) tal que

X —+0 (53)
Para todo m € N, definamos
fm(s) ;
—— si 8§#0,
gm(s) o 8 #
0 si s=0.

Afirmacion 5.
{gm(vm)vm} es acotada en L*(Byg x (0,T)).

En efecto, como

1
ot acauneiomy = 3 [ 1Omim)l

entonces por la afirmacion 4 y (53) se obtiene

2
lgm (Ufra)vm | L2(Bap(0,T)) <0
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es decir,
{gm(vm)vm} es acotada en L?(Bsg X (0,7)).

De (42) y de la afirmacion 5, existe una subsucesion (denotada de la misma forma) tal que

G (Vi )Vm = p(z,t) débil en L?(Byg x (0,T)), (54)

para algtin p(z,t) € L% (Bar x (0,T)).

Ademas

_ fAmvm) = J(Amvm) — f(O)

entonces

gm(vm) — f'(0) casi siempre en Bag % (0,7).
Usando (42) obtenemos
Gm(Vm)vm — f(0)v casi siempre en Byg x (0, 7).
De la afirmacién 5 y el lema de Lions se obtiene
fn(Wm) = gm(vm)vm — f'(0)v débil en L*(Byg x (0,T)). (55)
De (54), (55) y por unicidad de limite, se obtiene
p(a,t)v = f'(0)v en L*(Byg x (0,T)).

Por lo tanto
p(z,t)v = f'(0)v casi siempre en Byg x (0.T). (56)

Pasando al limite (32) y teniendo en cuenta (36) y (55), se obtiene
v — Av+a(z)v+ f/(0)v=0 en Bsgr x (0,T)
derivando la ecuacion precedente se obtiene
wy — Aw + a(z)w + f'(0)w =0 en Byg x (0,T) (57)

donde w = v4.

Afirmaciéon 6.

{Fn(vm)} es uniformente acotada en L'(Byg x (0,T)),

donde F,(s) = [: fm(§)d§ = A%Fm(/\ms).

En efecto, de (37) se tiene
// Fon(vy) < C1T, para todo m > 1.
Byr

Luego
| Em(vi)| L1 (Bgrx(0.1)) < C1T, para todo m > 1.

Por lo tanto {Fy,(vy,)} es uniformente acotada en L'(Byg x (0,7)).
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Afirmacién 7.
F(s) > Cs|s/**?, para todo |s| > 1,

donde Cg = min{F(1), F(—1)}.

En efecto, cuando s > 1 tenemos
a) Si F(1) =0 entonces Cs = 0,
b) Si F(1) > 0 entonces 0 < F(1) < F(s), Vs > 1.

Usando la hipotesis (H5) se tiene
sF'(s) > (2+9)F(s)

luego

5|

‘(s 2+§
F(s) s

Integrando desde s hasta 1 se obtiene
F(s) > F(1)|s[**°.

Cuando s < —1 es igual a la demostracion anterior.

Tercer caso: existe una subsucesién de {\,,} (denotada de la misma manera) tal que
Am — +00. (58)
Veamos que el tercer caso no se cumple.

En efecto, supongamos que se cumple \,,, — 400, entonces por la afirmacion 6 se tiene

c > /f Fon(vm)
Big

//{[Umlz,\;ﬁ }n{Birx01} Frnhl % .//{ |w,m|<,\rnl }n{Birx(0.1)}

IV

Fm(vm)

= “‘12— f/ F(Amvm) + = B // mv-m.)
A JH pmvm|21} N {Binx(0.1)} A {tz\mamiﬂ}ﬂ{&ﬂxmﬂ}
y por la afirmacién 7 se obtiene
1
cz—f/ Ce|Amum|*Te + [f F(Amv
A J S Dmemi21} 0 { Barx 0.1} R Mo I pmomi<1} 1 {Barx (0D} Vi)

CG|/\m.l(s // l?"m[2+6 + == // F()\m"'—’m)-
{IAmoml21} N {Barx (01} Ao S pmvml<1} N {Barx01) }
Considerando C7 = min{Cg, 1} se tiene

A |? / / lom |2 + f / Atm) < Cs,
{!_/\m,t'mlzl } ﬂ {B-in {U-T)} {1’\"11’"' |{1} n {B4Rx 0 T)}

donde Cyg = C‘sC—Fl.
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Como la segunda integral es positiva se obtiene

[om [ < G,

ny
{Amoml>1} N {Banx(01) }

dividiendo entre |\,,|® se obtiene:

Cy

244
v < g
| ml — |Am[6

//{umumlzl} N{Birx(0.1)}

Usando la inmersién L2t (Byg) — L?(Byg) se obtiene

.// ]'”m|2 < ﬁ”
{Amvm|21} N {Birx(0.1)} = [Aml®

Finalmente teniendo en cuenta (41) y tomando limite cuando m — oo, se obtiene

i [uf? 0,
Bigrx(0,T)

|v|2(Byrx(0.1)) = 0

es decir,

contradicion con la afirmaciéon 2.

Resumiendo (52) y (57) se tiene que w € L*(Byg % (0,7)) cumple

{ wy — Aw + a(z)w+b(z,t)w=0 en Bar x (0,T) (59)

w=0c.s. en {a >0} x(0,7T)

para algin potencial b(x,t) > 0 donde b(x,t) € LT(0,T; L"(B4g)) cuando (n —2)p < n.

Luego si se considera T > diam(Byr) > 2R por el principio de continuacion tinica (Ruiz [7]) se tiene
w=0en Byg x (0,7),

es decir,
ve =0en Byp x (0,7T).

Por lo tanto
v =v(z) € H'(R"), (60)

es decir, v es independiente de la variable t.

Finalmente tomando limite en (32) y teniendo en cuenta (60) obtenemos
—Av+a(z)v+p(z,t)v =0 en Byg x (0,7).

Multiplicando la ecuacién precedente por v e integrando sobre By x (0,T) se obtiene

/:/J;w [Vo[? + ]f&m a(z)[v]? + //Bm p(a, t)|v)? =0,

1/2_,12
o/ '”JLﬁthx(a,T)) =0.

entonces
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Por lo tanto

a'?y = 0 casi siempre en Byg x (0,7T).
Luego
v = 0 casi siempre en Byg x (0,7,
lo que contradice la afirmacién 2. Lo cual concluye la demostracién de la proposicion 2.2. [

Observacion 1. De la proposicién 2.1 y 2.2 se tiene que existe una constante C > 0 tal que

B(T) <€ /O ' / ) a(z)|ug(x, t)|*dzdt.

Ahora enunciamos el resultado principal de este trabajo

3. Teorema Central

Teorema 3.1 Considerando las hipotesis (H1) — (H5), existe una constante C > 1 y v > 0 tal que

para toda solucion regular uw = w(z,t) de (1) con datos iniciales en H2(R™) x HY(R") se verifica
E(t) < CE(0)e™™, Vt>0.
Demostracion. De la observacién 1 y de (5) obtenemos
B(T) < CLHE(O). (61)

Por la teorfa de semigrupos la solucién de la ecuacion (1) se puede escribir de la forma

u(t) = S(t)uo,
luego si n € ZT se tiene

E(nT) = E(S(nT)ug) = E(S(T)S((n — 1)T)uy).

Aplicando la desigualdad (61) cuando el dato inicial es S((n — 1)T)ug obtenemos

E(nT) = E(S(nT)up) = E(S(T)S((n—1)T)ug) < E(S((n—1)T)up).

C+1

Repitiendo el mismo proceso (n — 1) veces, obtenemos

E(nT) < (C—i—l)nE(S(O)ug) = (6%)”'5(0).

Para t cualquiera y T fijo, existen n € Z*, r € Z tal que t = nT +r. Considerando s = nT se obtiene
C \T
E < e E(0
© < (g57) 2O

: (Gil>%(cgl)Ew)
- (ﬁ) E(0)e~Tin(*E%)s.

C

Por lo tanto
E(s) < CoE(0)e™"", para todo s > 0,

donde'}*=%ln(lz,c)>0yC’g=1—EC>1. [ ]
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4. Conclusion

Usando el principio de continuacién tnica y la técnica de los multiplicadores, se demuestra la existencia
de una constante C > 1y v > 0 tal que para toda solucién regular u = u(z,t) de (1) con datos iniciales
en H%(R") x H*(R") se verifica

E(t) < CE(0)e™™, Vt=>0.

Lo cual demuestra el decaimiento exponencial de la energia asociada a la ecuacién (1).



[1]

2]

(3]

4]

[6]

[7]

8]

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Cabanillas, E. (2004). Estabilizacidn de la energia para una ecuacidn de Kirchhoff con disipacion

localizada. Proy. de investigacion. UNMSM, Pera.

Lions, J. L. Magenes, E. (1968). Problémes aux Limites non homogénes, aplications. Vol 1, Dunod,

Paris.

Muiioz J, Bisongin V, Bisongin E. (2002). Ezponential decay to partially thermoelastic materials.
Bollettino della Unione Matemética Italiana. 8(5-B): 605 - 629.

Peia, C. (2012). Comportamiento asintdtico para la ecuacion de onda semilineal con

amortiguamiento local en dominios no acotados. Tesis Maestria. UNMSM, Peru.

Pérez, A. (1997). Decaimento de solugoes de equagoes parcialmente viscoélasticos. Tesis doctorado.
UFRJ, Brasil.

Pérez, A. (2001). Decaimiento exponencial para materiales parcialmente termoeldstico.

PESQUIMAT. Vol IV, N° 2: 1 - 6.

Ruiz, A. (1992). Unique continuation for weak solutions of the wave equation plus a potencial.
Math Pures et Appl. 71: 455 - 467.

Zuazua, E. (1991). Ezponential decay for the semilinear wave equations, with localized Damping
in Unbounded Domains. J. Math Pures et Appl. 70: 513 - 529.

34



