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SOBRE UN PROBLEMA DE OSCILACIONES DE UNA VIGA CURVA:
EXISTENCIA, UNICIDAD Y REGULARIDAD DE LA SOLUCION

Maria Zegarra Garay', Walter Acuiia Montainiez’, Julio Flores Dionicio °, Rubén Arbatiil Rivadeneira®,
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Resumen: El presente trabajo trata sobre el estudio de la existencia, unicidad y
regularidad de la solucién de un sistema hiperbélico, el cual modela un tipo de viga curva

o de arco circular sobre el intervalo [0, L]. Se utiliza la técnica de semigrupos para llegar al

objetivo. Las ecuaciones que modelan el fenémeno son:

P11t — k(e + ¥ + lw)y — kol(we — lp) = Fy in (0,00) x (0,L) (1)
P2t — bze + k(2 + ¢ +lw) = F in (0,00) x (0, L) (2)
prwe — ko(wz — lp)z + kl(pz + 9% + lw) = F3 in (0,00) x (0,L) (3)

donde F; denota las fuerzas externas, las constantes pi, p2, k, ko, b, [ son positivas y las

funciones w, ¢ y 1 son los angulos de desplazamiento longitudinal, vertical y cortante. Las

condiciones iniciales a considerar son

(;9(0: ) = 0, ‘Pt(U: ) = @1, !:D(O ) = g, ﬂ}t(os ) = ’{91;

w(0,-) =wp, w(0,:) =u

v las condiciones de frontera son Dirichlet-Neumann-Neumann respectivamente

@(t,0) = @(t, L) = ¢2(t,0) = (¢, L) = wy(¢,0) = wy(t, L) = 0 in (0, c0).

Palabras Clave: Energia, semigrupo, generador infinitesimal, disipacién friccional .

Abstract: The present work treat about existence, uniqueness and regularity of an

hiperbolic system solution, defined on the

interval [0, L]. We use tecniques of semigroups.

The following system, that is, (1), (2) v (3), define our problem to resolve

PPt — k(‘foa': + ¥+ ZUJ)I = kO’!(wa‘ == Eiﬂ) = F} in (Os 00) X (01 L) (4)
p2wtt = E3"‘«"):1:3" + k(‘f;x T TP + Iw) = F2 in (Os OC) X (01 L) (5)
prwy — ko(we — o)z + kl(pe + ¢ + lw) = F3 in (0,00) x (0,L) (6)
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48 Sobre un problema de oscilaciones de una viga curva

where F; are denoting external forces, the constants p1, p2, k, ko, b, [ are positive and the
functions w, ¢, ¥ are the longitudinal, vertical and shear angle displacements. We consider

the following initial conditions
0(0,) =0, ©t(0,) =1, ¥(0,-) =0, ¥:(0,-) =,
w(0,-) =wp, wi(0,:) =un
and Dirichlet-Neumann-Neumann boundary conditions
@(t,0) = @(t, L) = ¥ (t,0) = ¥z(t, L) = wx(t,0) = we(t, L) = 0 in (0,00).

Key words: Energy, semigroup, infinitesimal generator, frictional damping.

1. Introduccién

En el presente trabajo se particulariza las ecuaciones de la teorfa del arco circular, considerando
el sistema de Bresse con disipacién friccional y las fuerzas externas dadas por Fj} = —71¢y,
Fy = —yotly, F3 = 0y 71, 72 > 0. El modelo de las oscilaciones libres de una curva o arco circular
se pueden encontrar en Lagnese et al [6]. Establecer el resultado de existencia y unicidad de las
ecuaciones (4)—(6) , que es el objetivo a alcanzar, contribuye a mostrar el Principio de Estabilidad
Lineal del sistema, ya que con el semigrupo obtenido es suficiente probar la limitacién del resolvente
asociado al generador del semigrupo, sobre toda la recta R; actualmente es un problema en abierto.
Resultados anteriores sobre las implicancias de la limitacién del resolvente se pueden encontrar también
en Slemrod [15]. El principio de estabilidad lineal es importante porque establece un criterio practico
para evaluar la estabilidad de un problema de evolucién. Uno de los primeros estudios de estabilidad
del sistema de Bresse se ecuentran en Liu-Rao [7]. En este trabajo los autores consideran el sistema de
Bresse con dos mecanismos de disipacion encontrando resultados de estabilidad exponencial y para la
estabilidad polinomial encuentran tasas que dependen de las condiciones de frontera. Posteriormente
en Rivera-Fatori [9] el resultado es mejorado en el sentido de considerar tan sélo un mecanismo de
disipacion actuante en la temperatura y mas atin encuentran la tasa 6ptima de decaimiento bajo algunas
condiciones sobre los coeficientes. Un trabajo reciente también puede ser consultado en Soriano-Rivera-
Fatori [14], en el se considera un amortecimiento indefinido, dado por una funcién a(z) que cambia de
signo, presente en el término de angulo de rotacién. Los autores muestran estabilidad exponencial bajo

ciertas condiciones.

2. Preliminares

Definicién 2.1 Sea X un espacio de Hilbert yT : D(T) C X — X un operador lineal; no acotado

en X, el conjunto resolvente p (T') se define como
p(T) = {)\ €C / (M ~=T) es invertible y (\I —T)™"' es un operador acotado en X}

El operador lineal acotado R(A:T) := (A — T)™! con X € p(T), se llama Resolvente de T.

Teorema 2.1 (Hille- Yosida) Sea X un espacio de Hilbert y A un operador lineal no limitado es

generador infinitesimal de un semigrupo Cy de contracciones, si, y solo si
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(i) A es denso en X y A cerrado.

(ii) El conjunto resolvente p(A) de A contiene a R™ y para todo X > 0, se cumple

o -7 < 5

Demostracién. Ver [10] Teorema 2.7.2, pagina 63. &

Teorema 2.2 Sea X un espacio de Banach y A un operador lineal (no acotado), disipativo y con
dominio denso en X. Si 0 € p(A), entonces A es el generador infinitesimal de un semigrupo Co de

contracciones: S(t) = e sobre X .

Demostracién. Ver [13] Teorema 2.12.3, pagina 88. ]

Definicion 2.2 Sea X un espacio de Banach, A un operador lineal no acotado, D(A) C X yUye X

un dato inicial. El Problema de Valor Inicial

{ W _ a0 t50
dt
U(0) = Us

(7)
se denomina Problema Abstracto de Cauchy.

Definicién 2.3 Diremos que U es solucion fuerte (cldsica) del Problema (7), si U verifica
U € C ([0,+00) ; D (4)) N C* ([0, +00) ; X)
y satisface (7).

Teorema 2.3 Sea A generador infinitesimal de un semigrupo S(t) de clase Cy. Siug € D(A) entonces

el Problema de Cauchy dado en (7) posee una tunica solucion fuerte satisfaciendo
u€ C(0,00; D(A))N € CH(0,00;X) ¢y [[ul®)llpay + lue®)llx < IS@#)Auollx < Clluollpea)-

Demostracién. Ver [10] pagina 104. &
El Problema de Cauchy

La teorfa de semigrupos se desarrolla a partir de ecuaciones de primer orden en el tiempo. Para esto es
necesario convertir el modelo anterior a un sistema de primer orden. Para tal consideremos la siguiente
notaciéon vectorial.

Denotemos U = (¢, @, ¢, ¥, w, W)

Derivando se encuentra que el sistema (4)—(6) donde Fi; = —y191, Fo = —y5y y F3 = 0 puede ser
escrito como
( ) Pt
k kol k k + ko)l
Pt — Pz — _0_99 B ﬂ{pf—"‘bx + (_‘L)w:r:
b, ! P1 m r 41 £1
d ¥ -
dt Wy —— P+ —Ypo — —Y — Ewt - —w
a P2 P2 22 P2 f2
t wy
Wi (ko+ k)l KL ko ki
\ T e o |
P1 P1 ”m 2
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v A se puede definir formalmente como el operador diferencial

[ 0 ¥ 0 0 0 0\
2
Eag__"c_(lt_[ ALy iaﬂ“ 0 Maﬁ 0
P1 P1 P1 P1 Pl
0 0 I 0 0
As by 6 2@ By LBy ®)
p2 P2 P2 P2 P2
0 0 0 0 0 I
Gty o By g M,
. o1 1 21 )

Lema 2.1 La energia del sistema (4)-(6), E(t) : RT — R™T dada en el tiempo t estd definida como

1 L
E(t) =3 / P19} + P20} + 1} + b + k(e + 9+ 1w)? + ko(we — lp)*da
0

Demostracién. Multiplicando formalmente la ecuacion (4) por ¢; e integrando por partes se obtiene

d L , L L
R widz + k / (pz + ¢ + lw)pdr — kgl/ (wz — lp)prde = f Fyppda (9)
En (5) multiplicando ¢y e integrando por partes se obtiene

p2d

L L L
2 2 /y b —
28 [(ar 58 [k [t vt = [ Fis (10)

en la ecuacién (6) multiplicando por wy e integrando por partes se obtiene

d L L L

a0 widz + ko / (we — lp)wipdr + Kl | (@ +0+ Iw)wtdx-/ Fywydz (11)
2 dt Jo 0 0 0

sumando (9), (10) y (11) se tiene

1d
§a[£ (P16} + P2} + pruw + b3 )dz] + 2dt[/ 0r + ¥+ lw)2dz] + / i, =l <k

= f (Friﬁg + Fouhy + F3w¢)d.l‘
0

de donde se sigue el resultado. Por otra parte, de la definicién de las fuerzas externas F; se obtiene

d
aE(t} = / (Fllpi + Fouy + Fawy)dz

= j (ke + 222 + slwr )
Siendo la expresion de la derecha negativa, se concluye que el sistema es disipativo. =
Observacion 2.1 Los cdlculos anteriores han sido formales, puesto que ain no se demostré la

existencia ni la reqularidad de la solucion. La expresion obtenida para la energia motiva la construccidn

de la norma en el espacio de Hilbert H correspondiente.

Observacién 2.2 Del resultado de la proposicion anterior, para que la energia esté bien definida, se

establece que la solucion U = (¢, ®,v¢, ¥, w, W) debe satisfacer
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U € H)(0,L) x L*(0,L) x HX(0,L) x L(0,L) x H}(0,L) x L(0, L).

donde E
L%(0,L) = {u e E40,L) ; [ u(z) dz = 0}
0

H(0,L) = L3(0,L) N H'(0, L).

Desta forma se define el Espacio de Fase como
H = H}(0,L) x L*(0,L) x H}(0,L) x L2(0,L) x H}(0,L) x L(0,L).

Observe que en este espacio fueron incluidas las condiciones de frontera.

Este espacio H equipado con el siguiente producto interno

L Lo L L
(U,U*)H=p1[ @@dw-l—pz/ VA d:r:—i-p]/ WW* d:.t:+b/ Y0k dx
0 0 0 0

L L
+k/ (P2 + ¢+ lw)(pz + ¥* + lw*) do + kof (wz — lp)(w; — lp*) dx
0 0

donde U = (p,®,v, ¥, w, W), U* = (¢*, &, ", ¥*, w*, W*), es un espacio de Hilbert, con la norma
dada por

U4 = m ”‘I’“%z + PZ”‘I'H%:: + mIIWiIiz + bl|¢z “iz + ks + 9+ lw”%z + kollwz — anliiz

Habiéndose definido el espacio de fase, se puede definir el dominio del operador A de la siguiente forma.

Recordando que en términos generales
D(A)={U e H; AU € H}
Usando la definiciéon de A se tiene
D(A) = H%(0,L) N H}(0,L) x H§(0,L) x (HZ(0,L) N H(0,L) x H}(0,L))?
donde -
H2(0,L) = {u € H?(0,L) : uz(0) = -um(L),/O u(z)dz = o} : (12)

Finalmente con los resultados anteriores, el sistema (4)-(6) es equivalente a mostrar el siguiente

problema de Cauchy sobre H

dt (13)

{ig:AU. £>0
U(0) = Up

donde U = (¢, ¢4, ¥, ¥, w,wy)', Ug = (o, 1, Y0, Y1, w0, w1)', donde la prima (') denota la transpuesta
y A es el operador (formal) diferencial.
A seguir se probaré, usando el Teorema 2.1, que A es el generador infinitesimal de un semigrupo

Cy de contracciones,
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Teorema 2.4 El operador A definido anteriormente es un generador infinitesimal de un semigrupo

Co de contracciones en H.

Demostracién. Por el Teorema 2.2, bastara verificar lo siguiente:
i)D(A)=H i1) Aes disipativo i1i) 0 € p(A). (14)

i) El Dominio de A es denso en H:

Usando las densidades: H? denso en H', H} denso en 12, HzﬂH{} denso en H(} se muestra que el D(A)
es denso en el espacio de fase H

ii) A es disipativo:

Sea U € D(A) entonces Re(AU;U) < 0, verificando

_ k kol? k + ko)l k b
(AU;U) = (Q) _\PLL_D_‘:O" '}1@4' ( i D) We; Vs ——¢z + — Yz
i . ki ” k+ ko)l 7 kl k ’ k2 ’
—— -12 ~ W, —Q% — =t =Wy — —w)';
P2 P2 P1 P1 P1
(¢, @, 9, ‘I' w, W))
L k kofz Y1 k (k G ko)f =
= — Py — = — P+ —p + ———w)(P)dx+
2y (plso e Pia - )(®)
L
k b k 9 kl . —
—— P+ — Wy — —Y — =V — —w)(V)dx+
,azfo ( P2 P2 lefﬁ P2 P2 I )
T 2
—(k + ."{0).{ kl kg kl
'01/ ( P1 ve P1 P1 p )

L L
b/ 0, dz + kf (@ + T+ IW)(pz + ¢ + lw)dz+
0 0
L —_——
kg/ (Wy + 1) (wy — lp)dz
0

Luego

L
(AU;T) = k c,am'i’d:c—kgfz-/ g.,fi)dz,-*y]/ OBdz +(k+k0)£] wBdz+
0 0 0

L
k/ wz@dm—kj cpmﬂ?d:r-i-b/ wmllfda:—k/ YVWdr—
0

L
72] UTdr — ki [ wlde — (kg+k)lf e Wdr — kif/ YW da+
0 0 0

L L L
kg/ Wee Wdz — kﬂ/ wWdz + b/ U, dr + k (I)x\pxdx—}— (15)
0 0

L
ki/ ) ?Udi*f-k/ \I’apxdr+klf Vwdz + kl chxd$+
Y3
k / O, hdr + k / Wibde + ki / Widz + ki? / Wwdz+
0 0

L
kof W,w, d’.ﬂ——kgf/ W.gdx — kof/ q)w;gdﬂf-i-k()f?/ q’g&d&f
0
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Por otra parte

L _ L L
kf me@dw+kf Pz PdT = 2ki/1m(@m)dx
? L _ ? L ¢ A
—kol? / o®da + kol? f dpdx = 2kol?i / Im(®F)dx
0
k/ %@da:Jrkf &, Udzx = 2ki Im Y@, )dr

L
kl/w;@d:pﬁ-kgl/wx‘bdx+ kl/@rwdx - kgl/‘wada: = 2kli /Im(wa,@)d:c
0

L
+2koli ffm(thi))d:r
0

i L L
—kf/ e, Vde +k | Vg, dx = 2kz/fm(np‘£‘)d
0
5

] wm‘_l'_d:r—kb/ Ui, dx = 2bi /Im U, )da
0

—kol/medm - kl/godo’r+ kI]WgoIdx - kgy W,pdx =2kl /Im(Wgor)
+2kh/fm Wo,)dz
E i
kg/ W Wdx + kg W, wdz = 2kqi ffm(Wrwx)da:
0 0 0

Luego sustituyendo (16) en (15),

L L
Re(AU;U) = —'}11/ |®|dz — 72/ |W|2dz <0
0 0

1) 0 € p(A) :
Dado F = (f,g,h,p,q,7) € H (espacio de fase) se mostrard que existe un tnico
=(p,®,¢, ¥, w, W) € D(A) tal que —AU = F'; en términos de sus componentes

se tiene

P =
k k k k+ ko)l
——:p,_r$+_9_{2 +£¢’__'Tpx"‘ ( 0) 2 = Y
P £1 1 ,1
= = %
k b k l
< — ¥z — _"pa:.c'i'_%i'"*”y_?@"f"—"w = .p
p P2 p2 P2 2
W = g
(ko + k)1 kl ko kl?
U= = ¥
L 1 P1 m 41

reduciendo variables en (17) se obtiene el siguiente sistema equivalente

{ —kQuy + kol?p — ko — (k + ko)lw, F

Il

—byp + kpy + kY + klw =
~kowzs + kiPw + (k+ ko)l + Kl = 7

donde
p1g—7f=F € L*0,L)
pap —12h =G € L2(0, L)
re LE(G,L)

(16)

(17)

(18)
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Pasando a su formulacién débil, esto es, multiplicando por ¢ € HE(0, L), E e H(0,L), w €

H(0,L) en (18), respectivamente se tiene

L L
f (—k@zs + kol%p — ktbz — (k + ko)lwg)pdx = / Fodx (19)
0
7 - T o
/ (—btpr + ks + kU + klw)pdr = f Gdx (20)
0 0
L = L
] (—kowre + klPw + (k + ko)lpe + klY)ibdz = / rwdz (21)
0 0

Sumando las ecuaciones (19), (20) y (21) se puede definir la forma trilineal a, como sigue
)t [H3(0,L) x H}(0,L) x H(0,L))* = C
a((:i?sw$w)1 (;9:1 7._5: E) = k/ ‘Pm% dz + kofzf (ao(pd:c = k/ I|[’.‘.i:'(r-’d')‘ﬁ'j = (k’ + k(] 3./ wz‘rodzf
L L
—I—b/ d)ﬂf) d$+k/ %wdar+kf tuuda,+kl wwd:L
4 & g 2
+k0/ Watly dz +k£2/ wi dz + (k +kg)£/ 00 dz
0 0 0
L
+kl / Y dz.
0
Se verifica que a es coerciva.
En efecto,

L L L
a((, ¥, w), (P, ¥, @)) 2 b / vide + k f (¢z + 1+ lw)dz + ko f (we — lp)?da
0 0 0

tomando parte real se sigue la coercividad.
Se verifica que a es continua.

En efecto, aplicando la desigualdad de Holder y de Poincaré, se obtiene

. L _ L _ .
la((, ¥y w), (8, ¥,0))| < ’L"[/; (lpzf? + |9el? + |“"z|2)dx]1'm[/0 ([2o% + 9.1+ |wa'|2)d$]1/2-

De la equivalencia entre la norma definida en el espacio de fase y la norma usual, se sigue la continuidad.
Entonces por el Teorema de Lax-Milgram:

Para (F.G,r) € (HL(0,L) x H:(0,L) x H}(0,L))~"! existe un tinico (¢, %, w) € H}(0,L) x H}(0,L) x
HL(0, L) verificando

a((p, . w), (3,9, 8)) = (F.G,7), (8,9, ) Y (B,9,0) € HY0,L) x HL(0,L) x HL(0,L)  (22)

con lo que queda resuelto el sistema (19), (20) y (21).
Por otra parte, haciendo en (22): (¢, ¥, w) = (v D , W) se sigue ||A7!|| < C, C constante positiva.
Por lo tanto 0 € p(A). ©
De la definicién dada en (12) resulta que ¥, w € H2(0, L). Con esto se concluye la regularidad para
la solucién buscada, esto es,
(. @0, ¥, w,W) € {f?(o,L) NHL(0,L) x HY(0,L) x HX0,L) N H! x H! x HX(0,L) N H, x H,(0,L)

-

.=D(A)
De esta forma se han verificado las hipétesis exigidas por del Teorema 2.3, concluyendo que:
Existe un tinico U € C(0, 00, H) N C(0, 00, D(A)) que resuelve el sistema (4)-(6).

Con lo que finaliza la demostracion del teorema.
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