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SINGULARIDAD DE CURVAS ALGEBROIDES PLANAS LA
(A)-EQUIVALENCIA

Frank Collantes', Marlo Carranza®.

Resumen: En este trabajo vamos a exponer resultados importantes sobre la teoria de
las curvas planas irreducibles, vitales para desarrollar investigacién sobre la teoria de
singularidades de curvas algebroides planas ya sea esta representada en forma de Weierstrass
o en serie de potencias formales.
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Abstract: In this paper we present important results on the theory of irreducible plane
curves, vital to develop research on the theory of singularities of plane curves algebroids is
represented either in the form of Weierstrass or formal power series.

Key Words:Algebroids planar curves, quadratic transformation, (a)-equivalence, maximal
contact, a genus curve.

1. Introduccion

En este trabajo estudiamos las curvas algebroides planas singulares e introducimos las
transformadas cuadraticas que desingularizan una curva singular.Damos tres definiciones de
equivalencia de curva algebroides planas singulares, para luego dar el teorema principal, la equivalencia
de estas tres definiciones debido a Oscar Zariski.

2. Equivalencia de curvas planas

Estudiaremos la definicién de equivalencia de singularidades de curvas planas reducibles, en
K[[X,Y]] donde K es de caracteristica cero y probaremos que ellas son equivalentes.

2.1. Curvas Algebroides Planas

Los conceptos basicos de esta seccién, particularmente las curvas algebroides planas se encuentran
en [1]

Definicién 2.1 Dada una curva reducible cualquiera

f=Ffifa: fn

llamamos a los f; como las componentes irreducibles o ramos de (f) . Al escribir (f) en series de
potencias
f=FX,Y)+ (X, Y) +---

el polinomio homogéneo F;, es llamado la forma inicial de (f)
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74 Singularidad de curvas algebroides

Si F;, representa la forma inicial del ramo (f;), se sigue por el lema de la unitangente que se
encuentra en [3] capitulo 3 que

Fi‘?’lg = (at-X - bt'Y)m (l)

Definicion 2.2 Cada recta
Ly (a,iX + biY)

es llamada la recta tangente a la curva algebroide plana irreducible (f;). Note que dir(f;) = n;. Sigue

que la forma inicial de (f) es
Fa(X,Y) = [] Fin(X,Y) = [J(aiX + biY )™
i=1 i=1

El conjunto de rectas tangentes [; : (a;z+b;Y’) donde i = 1,..., h es llamado cono tangente de la curva

()

De (1), consideremos las rectas tangentes de (f)
P Y—opX =0, »=121:::1

Donde el conjunto
I, ={i, 1ga‘gh/-f;-f=a,,}
1

esta formado por los indices asociados a la recta tangente p,

Definicién 2.3 Los ramos de (f) teniendo a p, como recta tangente sera llamada la componente

tangencial de (f) y denotamos

(F,,) = U (f?)

iel,

Cuya ecuacion asociada es

F (X,Y) =[] fi(X,Y) =Fo e (X,Y) + Fpe 1 (X,Y) + - (2)
i€l

donde s, = dir(F,) y F, 5, es la forma inicial de la componente tangencial.
Luego la curva (f) puede ser representada

t
(f) = U (Fv)
U:‘l
v su ecuacion asociada es

]
(X, Y) = [[ Fu(X,Y)

v=1

La ecuacién de los ramos irreducibles de F), es
fi(X}Y) = -F;"-,n;'(X'J Y) + Fi-nrl-l(X:Y) I X = 7 (3)

con n; = dir(f;). De (1) podemos expresar Fjp,(X,Y) = (Y —a,X)™ para i€ I,.
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2.2. La transformada cuadréatica

Definicién 2.4 Una transformada cuadrética de K[[X, Y]] en K[[X1,Y1]] es un homomorfismo de K-
algebras definido
o: K[XY]] - K[X,N]
X - X
Y - Xih

Aplicando la transformada cuadréatica a (f;) de (3) se tiene que
o(fi(X,Y)) = Fpu(X%, X))+ Fn (X, X))+
= (X1Y1 — @ X1)™ + Fing1 (X1, XaYa) +- -
=  XPn — o)™ + XiFip1 (1, Y1) + -]
Definimos
ob(f) = F(X1, Y1) = (Vi — @)™ + X1 Fypra (L YD) + - (4)
como la transformada estricta o explosion de ( f;) cuyo nuevo origen de coordenadas es P;EL] (0, )

Aplicamos la transformada cuadrética a la ecuacion (2) obtenemos

G*(Fv) = F:()l)(Xlu Yl) = H fi(l)(Xlslfl) o (Yl == av)sv =+ XIFV,S,,-J-l(}-}f].) . Nt
iel,

cuyas ramas irreducibles son ( fl-m) con i €1,
Consecuentemente la ecuacion de (f(1)) esta dada por

t
o*(f) = fO(x1.11) = [[FP (X1, 17) (5)

=1
Definicién 2.5 En las condiciones de la ecuacion (5) los (Fgl)}, (F(gl}),"' ,(FE”) son llamados
componentes conectadas de F() con origenes de coordenadas los puntos le ,Pgm,-—- ,Pﬁm

respectivamente.

Observacion 2.1 Si hacemos un cambio de coordenadas a la componente irreducible fi(l)(:ch Y1) de
la ecuacién (4) en el origen de coordenadas P,(0,a,) asi, Xa = X1y Ya=Y1 —a obtenemos una
curva con origen de coordenadas P, 2(0,0). Luego si EW : X5 = 0 es el divisor excepcional, vea [1]

Capitulo 5, el indice de interseccién de esta nueva curva con el divisor excepcional esta dado por
({7, BV) = I(fV), Xa) = 1(¥3", Xp) =1 = dip f; (6)

Definicién 2.6 Sean f = fifo...fa ¥ ¢ = 9192...gn con origen Py @ respectivamente. Un mapeo
uno a uno I1 : (f) — (g) es llamado un pareado tangencialmente estable, si para los ramos (fi) v (f;)
de (f), los correspondientes ramos II(f;) y II(f;) de (g) tienen la misma tangente, si solo si, (fi) v (f3)

tiene la misma tangente.

Si el pareado IT es tangencialmente estable , entonces (f) y (g) tiene el mismo ntimero ¢ de distintas
rectas tangentes y IT induce un mapeo uno a uno del conjunto {pi,ps,...,p:} de rectas tangentes de
(f), sobre el conjunto {qi, g2, ....q:} de rectas tangentes de (g).

Indexamos a las rectas tangentes p, v ¢, las correspondientes componentes tangenciales (F,) y (Gy)
de las curvas (f) y (g) respectivamente, entonces II induce un mapeo uno a uno

I, : (F,) — (Gy)parar = 1,2,...,t
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Las explosiones o}, y of) actdan sobre (f), (¢9) y sus componentes tangenciales,

Luego II, induce un mapeo uno a uno

od : (FM) - (GY)

Observaciéon 2.2 Si el centro de coordenadas P es un punto singular, esto es dirp(f) > 1, entonces
se puede resolver la singularidad de (f) en P, por medio de una sucesién finita de explosiones vea [1]

Teorema 5.5 esto es, dada la resolucién candnica

{(F) ()i (D)o}

tal que para cada i, (f(0*1)) = opm (f ()), existe un entero N tal que las explosiones, (f(¥)) son regulares

sii > N, denotamos por w(f) el menor entero N con esta propiedad. Si w(f) = 0 la curva f es regular.

2.3. La (a)-equivalencia

Ahora procederemos a dar nuestra primera definicion de equivalencia de curvas algebraicas planas.

Definicion 2.7 Sea el pareado I : (f) — (g) entre los ramos de (f) y los ramos de (g), donde ellos
tienen el mismo nimero h de ramos. Si P el origen de coordenadas es un punto simple de (f), esto es
dirp(f) = 1, sigue que (f) es regular, entonces (f) tiene un solo ramo, y ademés (g) también tiene un
solo ramo. Luego II es una (a)-equivalencia , si su origen de coordenadas de (g) es un punto simple y

(g) es regular.

Definicién 2.8 Una (a)-equivalencia Il : (f) — (g) es un pareado entre los ramos de (f) y los ramos

de (g) teniendo los siguientes propiedades:
1. II es tangencialmente estable.
2. Si g; =1I(f;), para i=1,2...,h entonces dirp(f;) = dirg(g;).

3. El pareado Hf,l) : (F,(,l)) B (G,(,l)) para v =1,2,...,t es una (a)-equivalencia.

Ejemplo 1.
Sean (f) v (g) dos curvas reducibles, a decir

(f): f(X,Y) = (2~ XY E — X
(9):9(X.Y)= (¥ —X?)*-X°)(Y* - X)
verificaremos que son (a)-equivalentes.
En efecto sea IT : (f) — (g) un pareado entre los ramos de (f) y los ramos de (g) Llamemos
(F1) : (X, Y) = (Y2 -X%), fo(X,Y)=(Y?-X5)
(G1) i qu(X,Y) = (Y —X22— X5, go(X,Y) = (¥?— X)

Se tiene que (F1) y (G1) tienen la misma recta tangente horizontal (Y'), luego ellas son tangencialmente
estables.

Ademas II(f1) = (g1) v I1(f2) = (g2) luego

dir(f) = dir(g;) = 2
dir(fz) = dir(g2) =3
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la condicién ii) esta cumplida.
Sea ahora )il s
7 (Fy7) = (Gy)

donde

F)): (X Y) = (2 =X%),  JKY) = (v - X?)
G : (X, Y)= (¥ -X)2-X3, V(X,Y)=(Y3-X?)
Luego (Fgl)) y (Ggl)) tienen tangentes las rectas (X ) v (Y), por tanto ellos son tangencialmente

estables.
Ademés si denotamos (Fﬁ)) (fm Fglz) ( i Ggll)) (g(l]) v (Fglg)) = (gél)), luego

o 7 i o
dlr(fl(l)) = chr(gi1 )) =2
dir(f{7) =dir(gs) = 2.
Tenemos @) @ @
LY : (Fiy) — (GiY)
que es obviamente tangencialmente estable, ademés dir( 1{2)) = dir(g{2J ) = 1. Sigue que ngl) y Gﬁ)
son regulares y consecuentemente son (a)-equivalentes. También

2 2 2
H%z) : (ng}} e (ngj).-

(2))

que es obviamente tangencialmente estable, ademas dir( féz)) =dir(g, ') = 1. se tiene de aquf que Fg?

y G%} son regulares y luego son (a)-equivalentes. Consecuentemente Hgl) y II son una (a)-equivalencia.
Sea B : X; = 0 el divisor excepcional de la explosion op. Denotamos por

(FD) = op(®,) =FP UEW.

de igual manera denotamos a (f(V))* = o} (f) U BV

Se sabe que después de un niumero ﬁnlto de sucesivas transformaciones cuadraticas, uno puede tener
un estado donde la transformada total de (f) tenga un solo punto doble ordinario, es decir existe un
entero N > 0 con la propiedad. Si

O g 0l R
es una sucesion de curvas algebroide planas tal que para algun i, tenemos

(f{?'.—i—l))* — (f(i+l}) UE(i-i—l)

donde (f1) es la componente conectada de la propia transformada cuadréatica de (f®)*. ( (¢())*
siendo una transformada cuadratica con centro el origen P de (f(0)* ) y E(i+1) es la curva excepcional
de (¢™M)*, luego para i > N el origen P de (f?)* es un punto doble ordinario de (f®)*. Denotamos
por w*(f) el menor entero N con esta propiedad.

Es claro que w*(f) = 0 si solo si, el origen P de (f) es un punto doble ordinario de (f). Si (f) es regular
entonces una estricta interpretacion de nuestra definiciéon de w*(f) podria requerir tomar w*(f) = 1.
Sin embargo concordamos en colocar w*(f) = 0 también, si (f) es una curva regular.

Si (f) y (g) tienen el mismo niimero de ramos y si I : (f) — (g) un pareado de los ramos de (f) sobre
los ramos de (g).

Si w*(f) = 0 i.e. si P es un simple punto ordinario o un doble punto ordinario de (f), entonces nosotros
podremos decir que II es una (b)-equivalencia entre (f) y (g) si solo si también w*(g) = 0, i.e. si solo

si, el origen @ de (g) es un punto simple o un punto doble ordinario de (f).
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Definicién 2.9 Una (b)-equivalencia II : (f) — (g) es un pareado II entre los ramos de (f) y los

ramos de (g) teniendo las siguientes propiedades:
1. II es tangencialmente estable
2. Los 1'[5,1) : (F(,,l)) — (G,{,l)) para v =1,...,t son (b)-equivalentes.

3. Si (FS})* = (Ff,”) UE*, (G = (GE})) U E*, donde E* y E* son las curvas excepcionales de

las explosiones op y 0@, luego la extension
" : (FP)* — (G
con IIE,W(E*) = £*, es una (b)-equivalencia.

Procedemos a definir la equivalencia formal, para esto procedemos por induccion sobre w*( f), nosotros

decimos que si w*(f) = 0 la equivalencia formal coincide con la (b)-equivalencia.

Definicién 2.10 (f) y (g) son formalmente equivalentes, si existe un pareado tangencialmente estable

II: (f) — (g) entre los ramos de (f) y los ramos de (g) tal que
1; (Ff})) v ( E,l)) son formalmente equivalentes (v = 1,...,t)

2. (FE,U)* v (F(,,l))* son formalmente equivalentes (v =1,...,t)
Observe que en esta definicién nosotros no decimos nada de la naturaleza del pareado

1 s (B —(G)

" () — ()

v

inducidos por II.
La condicién 1, simplemente requiere que exista para cada v = 1,...,t algin pareado tangencialmente
estable Q5 : (FE,])) — ( ,(,1)) cumpliendo las condiciones de la definicion inductiva.

De manera similar la condicién 2, requiere que exista un pareado tangencialmente estable

1 = 1 = -
afY < (@) -(G0")
cumpliendo similares condiciones. Esto no exactamente requiere que Qi(,l)‘ sea una extension Q. Por
esta razon la definicién de formalmente equivalente es mas sutil, y también la més débil, de nuestras

otras definiciones.

Lema 2.1 Sea Il una (a)-equivalencia entre (f) y (9) y sea (w) una curva regular pasando por Py

(u) una curva regular pasando por Q. Asumimos que (w) no es un ramo de (f) y que (u) no es un
ramo de (g), y que TI(fi) = (g:)- Si

I{fi,w) = I(gi n), i =1,2,... A (7)

Entonces el pareado I (f)U(w) — (g) U (u) es una (a)-equivalencia.
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Demostracién. Por induccién sobre w*((f) U (w)). Si w*((f) U (w)) = 0, entonces (f) es una curva
regular, y (f) v (W) tienen distintas tangentes. Luego de [1] Teorema 4.11 item 5, nosotros tenemos
I(f,W) = 1. Como (f) y (g) son (a)- equlvalentes se sigue que (g) es una curva regular y por ( 7)
I(g,u) = I(f,w) = 1, luego w*((g) U (u)) =
Consecuentemente II es una (a)-equivalencia. Si w*((f) U (w)) > 0, y supongamos el lema vélido
para curvas (f) v (g) y las curvas regulares @ y @ con

w*((F) U @) < w™((£) U (w)). (8)

Verificaremos que II cumple la definicion de (a)-equivalencia.

Sea (f;) v (f;) ramos de (f), se tiene I(f) = O(fi) = (9:) ¥ H(fj.) = II(f;) = (g5), luego si (g:) vy
(g;) tienen tangente comun, sigue que (f;) y (f;) tienen tangente comtn, pues I es (a)-equivalente.

Ademaés, si (f;) y (w) son ramos de (f)U(w) donde II(w) = (u). Entonces si, (u) y (g;) tienen tangente
comun, se sigue del teorema 4.14 de [1] y de (7) que,

I(f,w) = I(g;i,u) > dirg(g:) = dirp(f;)

luego (w) y (f;) tienen tangente comin, y por tanto I es un pareado tangencialmente estable.
Tenemos que
dil’p(fi) = dil‘Q(gi‘) g 1,2, sra e ,h
dir(w) = dir(u)

la condici6n ii) estd cumplida. Sea o, y of, explosiones. Verificaremos la condicién iii) en dos casos.
Caso 1. (w) no tiene tangente comiin con los ramos de (f), se sigue que

K, f;) =divp(fi) = disg(q) = Llu,5), 2=3,2 00550

luego (u) no tiene tangente comun con los ramos de (g). En este caso las + 1 componentes conectadas
de op((f) U (w))
1) sl 1
{FFD, L FD, )

y las componentes conectadas de o5((g) U (u))
{6)",@), 6" i}
Luego il = o para v = 2,3,...,t es una (a)-equivalencia, ademas
Y. : (D) - (@)
es (a)-equivalente pues (w)) y (M) son regulares.

Caso 2. La tangente de (w) coincide con una de las t tangentes py,po,...,p: de (f), digamos que p; es
la tangente de (w). Luego

I(u,g;) = I(w, f;) > dirp(f;) = dirg(gi),i € L1,

sigue que la tangente de (u) es q.
Tenemos las ¢t componentes tangenciales de (f) U (w)

{(F1) U (w), (F2),...,(Fr)}

y las correspondientes ¢ componentes tangenciales de (g) U (u)

{(G1) U (u), (G2)...(Ge)}

luego las componentes conectadas de o ((f) U (w))

{(FM)u @W), ®L),...#")
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y las componentes conectadas de a7)((g) U (u))

(G u D), (GP),...(GM)}

Si consideremos el pareado
I (FD) = (G, v =2,8,...t
luleg);o ﬁE}’ = IILI)V = 2,...,t es una (a)-equivalencia, para terminar probaremos que la extension de
i A0 : (FD) U (w®) = (@) U (@)
1 ;
con TV (w®) = (uV), es una (a)-equivalencia.
Para esto, sea {fi{l)), i € I los ramos de Fgl) y correspondientes (ggl)) = H(fim), i € I, donde (g, % ))

es un ramo de (Ggl)). Luego de [1], teorema 5.7 tenemos que

I(fi,w) = dirp(£;) + I(F, w®)
I(gi,u) = dirg(g;) + I(gt", uV)

sigue que [ (_f@-(l)$ Dy = I{a; 1) ,ull)), i € I;. Ademas tenemos que Hgl} es (a)-equivalente, y también
(w®) y (uV) son curvas regulares, con Hgl)(fi(l)) = (g%m), iel.

Luego w*((F{") U (w®)) < w((f) U (w)).

Sigue, por hipétesis inductiva que Hgl) es una (a)-equivalencia, y el lema esta probado. [

Lema 2.2 Si Il es una (a)-equivalencia entre (f) y (g). tal que II(f;) = gi, i = 1,...,h, entonces
I(fi, ;) = 1(gi, 95) para i # j

Demostracién. Por induccién sobre w(f). Si w(f) = 0, sigue que (f) es regular, y tiene un solo ramo
por tanto el lema es vélido.
Si w(f) > 0. Supongamos el lema valido para curvas (h) tal que w(h) < w(f). Luego para

w(f1) < w(f) tenemos
(P = I,

Por teorema 5.7 de [2], tenemos que

I(fi, f5) _dirP(fi)dirP(fé)‘FI‘f“ ])
I(gi,95) = dirg(g)dirg(g;) + I (g{" j”)

Consecuentemente I(f;, f;) = 1(gi, 9;) o

Teorema 2.3 (de Zariski) Sean (f) y (g) curvas algebroides planas, si Il es una (a)-equivalencia, st

solamente si, I1 es también una (b)-equivalencia.

Demostracién. La demostracion sera por induccion sobre w*(f). Si w*(f) = 0, se sigue (f) es regular,
y la (a)-equivalencia coincide con la (b)-equivalencia. Suponemos la proposicion valida para toda curva
(h) tal que w*(h) < w*(f).

Primero probaremos que si I es una (a)-equivalencia entonces I es también una (b)-equivalencia, por lo

tanto se tiene que M : (F(l)) (Gil)), v =1,...,t. es una (a)-equivalencia. Como w* (FE})) <w*(f),
se sigue que HL ) es una (b)-equivalencia.
Sea EM y EW) Jos divisores excepcionales de op y o), se tiene de la observacion i)

1(f, EM) = dirp(f;)
I(gV, EW) = dirg(g:)

Consecuentemente por el Lema 2.1

o) : (F) U ED — (G)) UED
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es una (a)-equivalencia. Ademés w* (Ff,l) ) < w*(f), sigue que Y es una (b)-equivalencia.

Ahora vamos a demostrar que si II es una (b)-equivalencia entonces IT es también una (a)-
equivalencia.
Sea la (b)-equivalencia IT : (f) — (g). Luego o . (FLU)UE(” - (GE}))UE{” es una (b)-equivalencia.

Como w*(FE})) < w*(f), sigue que " es una (a)-equivalencia y por el Lema 2.2 y la observacion i)
dir(f;) = (£, B®) = I(gf" W) = dir(gy).
Por otro lado
od . POy = (6M), v=1,...,t
(1)

es una (b)-equivalencia, luego como w*(FE}J ) < w*(f), sigue que II;’ es una (a)-equivalencia. Por tanto
IT es una (a)-equivalencia. =

Lema 2.4 Sean (5;)U(d) y (71)U(e) componentes tangenciales de las curvas (f) y (g) respectivamente,
con (d) y (€) curvas regulares. Si (81) = (m1) y (01) U (d) = (1) U (e). Entonces existe

IT: (6) U (d) — (m) U (e)

tal que T1(d) = (e)

Demostracién. Por induccion sobre w*(f). Si w*(f) = 0, sigue que (1) es regular y también (7)
es regular.Luego existe un pareado equivalente Il : (6;1) — (7). que al ser extendido tenemos
II: (6;) U (d) — (71) U (e) tal que II(d) = (e).

Si w*(f) > 0, supongamos el lema valido para curvas (h) tal que w*(h) < w*(f). Sean las explosiones

o5((61) U (d)) = (6M) U () UED
(1) U () = (1) U (W) UED)

Por definicién de (a)-equivalencia tenemos (6%”) - (*}'il)) y (551)) u (@) = (7{1]) U (eM). y por la
definicién de (b)-equivalente tenemos

YU @)U ED = (V) u (W) UED.

donde EM) y (dV) son curvas regulares con tangentes distintas y E® y (eV)) son regulares con
distintas tangentes.
Como w’“((égl)) U (d1))) < w*(f), sigue que existe un pareado equivalente

I : (60%) U (@) U BN = (v{) U (M) UED,
tal que IT*(dV)) = (M) y *(EM) = (E®)) Luego IT* induce un pareado equivalente
IT: (61) U (d) = (m) U (e)

tal que II(d) = (e). [ ]

Proposicién 2.5 Sean (f) y (g) curvas algebroides con el mismo mimero de ramos, sea (d) y (e)
ramos requlares de (f) y (g) respectivamente. Escriba (f) = (8) U (d) y (g) =(v)U(e). Si () =(7) ¥
(8) U (d) = (v) U (e). Entonces existe un pareado equivalente 11 : (f) — (g) tal que II(d) = (e)

Demostracién. Tenemos dos casos.

ler caso. La recta tangente de (d) no es tangente a (8). Como (&) = (7). sigue que (d) y (7), tienen
el mismo numero t de rectas tangentes distintas. Como (6) U (d) = (v) U (e) sigue que (4) U (d) y
(7) U (e) tienen t + 1 rectas tangentes distintas. Luego la recta tangente de (e) no es tangente a
(7). Luego por definicién de (a)-equivalencia el pareado (a)-equivalente ITp : (6) — (v) se extiende
I1: (6) U (d) — (v) U (e) con II(d) = (e).
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2do caso. La recta tangente de (d) coincide con alguna de las rectas tangentes de (4). Luego
por el mismo razonamiento del ler caso la recta tangente de (e) coincide con algunas de las rectas
tangentes de (7). Sean {(d1),(d2),...,(d)} ¥ {(7):(72);---,(7¢)} conjuntos de las componentes
tangenciales de (d) y (7). Digamos que la recta tangente de (d) coincide con la recta tangente de

(61),y que la recta tangente a (e) coincide con la recta tangente a (v;). Llamemos

{(01) U (@), (62),...,(8)} ¥ {(m)U(e)(v),-.., ()}

a los conjuntos de las componentes tangenciales de las curvas (§) U (d) y (7) U (e) respectivamente.

Sea a = #{(d1) U (d), (d2),...,(8) / (81) = (1) U (d) = (62) = ... = (6¢)}, luego
a+1=4#{(61),(82),...,(8) / (61) = (d1) = (62) = ... = (d0)}-
Como
0)=()
se sigue que (8;) = (v;) para algun j y (v;) = (6;) para algin j. Luego
a+1l=#{(m), (), () /(1) =(n)=(r)=...= (W)}
Ademas
(G)u(d) = (v)U(e)
sigue que
a=#{(n)U(e),(2),--.,(n) / 1) =(m)U(e)=(nr)=...= (n)}
Consecuentemente
(61) = (m)
Sea b= #{(d1), (02),.... () / (01) U(d) = (1) U (d) = (62) = ... = (&)},

Se sigue que

b+1=4{(6) U(d), (82),-...(d) / (1) U(d) = (B1) U(d) = (%) = ... = (d)}-
Ademaés (6) U (d) = () U (e), entonces
b4+ 1=H{(m)U(e), (1), (%) / () U() = (m)U(e) = (1) =-.. = (3)}
Como (4) = (), se tiene que
b=#{(m)(v2)s---s(m) / )V ) =(m) = () =...= (W)}
Consecuentemente
(01) U (d) = (m) U (e)
De (9) y (10) sigue por el Lema 2.4 que existe un pareado equivalente
I : (1) U(d) = (m) U (e), Ii(d) = (e)
Para concluir la prueba extenderemos, II) a un pareado equivalente
I: (f) — (9)
Sean
M = {(61) U (d), (82),---5 () / (1) U(d) = (1) U (d) = (62) = ... = (&)}
y
N={(m)u(e),(12)s---s(n) /[ (m)U(e)=(m)U(e)=(r2) =...= (W)}

se sigue por (10) y por la transitividad de la relaciéon de equivalencia §(M) = #(N).
Ademés tenemos que (f) = (g) luego existe un pareado equivalente

A:(f)—(9)
este pareado induce una equivalencia A, : (F,) — (G,), v =1,2,...,t, donde

(F1) = () U(d), (F,)=(0),v=23....t
(GI) :(F}I)U(’D)* (Gv):("}'y),yzgjg_”,t

Luego de (11) tenemos que A; = II;, tal que II;(d) = (e). Construiremos los II, para v =2,3...

dos casos :

,ten
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1. Si (F,) ¢ M, sigue (G,) ¢ N, diremos I, = A, : (F,) — (G))

2. Si (F,) € M\ {(61) U (d)}. luego se tiene una correspondencia uno a uno entre el conjunto
M\ {(61)u(d) y N\ {(71)U (e)}. Indexamos tal correspondencia por p, entonces (F,) = (G,)
para todo p donde (Fj,) € M\ {(61)U(d)} y (G,) € N\ {(71) U (e)}. Luego nosotros fijamos tal
equivalencia Il u : (F,) — (G,)

De ambos casos y de (11) tenemos el pareado equivalente II,,. ]
Teorema 2.6 Sea (f) y (g) curvas algebroides con el mismo nimero de ramos, sea (d1), (dz), ..., (dm)
ramos requlares de (f) con distintas tangentes. En forma similar sea (e1),(€2),...,(en) ramos de (g)

con distintas tangentes. Sea
()= (@) U(d)U---U(dm), (9)=(U(e)U...U(em)

Asuma que (8) = () y que para cada e = 1,2, ..., m también (§)U(d1)U- - -U(da) = (7)U(e1)U. . .U(eq)-

Entonces existe un pareado equivalente I1: (f) — (g) tal que I(dy) = (€a) para a =1,2...,m.

Demostracion. Tenemos dos casos: m = 1 o m > 1. Cuando m = 1, el teorema es probado por la
Proposicion 2.5. Se probara para el caso m > 1.

Sea (F;) la componente tangencia de (f) determinada por la tangente de la curva (d;). De
manera similar sea (G;) la componente tangencial de (g) determinada por la tangente de (e;).
Entonces (F1),(F2),...,(F.,) son las distintas componentes tangenciales de (f) y de manera para
(Gl)a (G’?)s ey (Gm) & (9) Como

(B)U (d)U---U(dj-1) = () U(e1)U---U(ej-1))

¥
(B)U (d1) U+ U(dj—1) U (d;) = () U (e1) U---U (ej-1)) U (dj),

sigue por la proposicion 2.5 que existe una equivalencia

Aj:(0)U(di)U---U(dj)U(d;) — (v)U(er) U---U(ej-1)) U (d;),

tal que A;(d;) = (e;). Entonces A; induce una equivalencia II; : (F;) — (Gj), con IL;(d;) = (¢;)-

En el desarrollo de la prueba de la Proposicién 2.5 después de la ecuacion (11), se mostré que si
(f) = (9) y dada la equivalencia IT; : (F1) — (G1), entonces II; puede ser extendida a una equivalencia
IL: (f) = (9).

De manera similar las m equivalencias II; : (F;) — (G;) puede ser extendida a una sola equivalencia

I: (f) — (g), como II(d;) = (e;), la prueba del teorema esta terminada. [

Corolario 2.7 Si (f) y (g) son formalmente equivalentes si solo si ellos (b) son equivalentes.

Demostracion. Por induccién sobre w*(f). Si w*(f) = 0 la formal equivalencia coincide con la
(b)-equivalencia. Si w*(f) > 0, podemos suponer que el corolario es valido para curvas (h) tal que
w*(h) < w*(f).

Primero probaremos que si (f) y (g) son formalmente equivalentes entonces (f) y (g) (b) son
equivalentes.
Sean (f) v (g), formalmente equivalentes, se tiene que (FE,”) v (GE,U) son formalmente equivalentes y
(F,(,l)) uE® y (G,(,I}) UE® también son formalmente equivalentes para v = 1,2,...,t.
Como

W (M) < w(f) y " (BP)UEY) <w*(f)

se sigue
(FM) = (GP)
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y (F;(zl)} uEQ = (Gg”] UEWD, Luego por la Proposicién 2.5 sigue que existe un pareado equivalente
I entre (FY) UED y (GIY) UED tal que

IIE,”(E(”) —g®

Ahora probaremos que si (f) v (g) son (b) equivalentes entonces (f) y (g) son formalmente equivalentes.
Sea la (b)-equivalencia IT: (f) — (g), luego tenemos que

I, : (FY) = (G0) y I : (FP) U BV — (G) UEW

son (b)-equivalentes. Como w*(Fj(,l)) < w*(f), sigue que FE,U v Gf(}) son formalmente equivalentes

y que tambiéen F) UE® y G UE® son formalmente equivalentes. Consecuentemente (f) ¥
(g) son formalmente equivalentes. @

Observacion 2.3 En el caso que la curvas sean irreducible podemos decir que (f) v (g) son (a)-
equivalentes, si solo si, dirp(f) = dirg(g) y (f*) v (¢'1)) son (a)-equivalentes, si solo si, dirpg;) () =
dirQ(j)(gU)) para j = 1,2,... N tal que si j > N, entonces (f)) es regular.

3. Conclusiones

Mostramos las tres definiciones de equivalencia de curvas algebroides planas y demostramos que
estas definiciones son equivalentes, este resultado es sumamente ttil para la clasificacion de las curvas
algebraicas planas en el cuerpo de caracteristica cero.
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