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Resumen: En el presente articulo detallaremos una demostraciéon de la proposicion:
no existencia de funciones continuas entre continuos hereditariamente descomponibles
e indescomponibles.
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NO EXISTENCE OF CONTINUOUS FUNCTIONS BETWEEN
CONTINUOUS HEREDITARILY DECOMPOSABLE AND
INDECOMPOSABLE

Abstract: In this paper will detail a demonstration of the proposition : absence of
functions between continuous decomposable and indecomposable hereditarily.

Keywords: Continuous , on going and continuous indecomposable hereditarily
decomposable.

1. Introduccién

El presente trabajo pertenece a la rama de la topologia conocida como Teoria de los Continuos.
Dicha tematica trata del estudio de las propiedades topoldgicas de los espacios que son métricos,
no vacios, compactos y conexos. A un espacio topoldgico con las propiedades antes mencionadas
se le llama continuo. Mediante la teoria de continuos detallaremos la demostraciéon del
siguiente teorema: jexitiran funciones continuas entre continuos hereditariamente descomponibles
e indescomponibles? La respuesta es no ([4]).

Este tltimo resultado abre una linea de trabajo en el campo de la topologia y maés
concretamente en la de los encajes ordenados en hiperespacios de continuos ([1]).

2. Prelimirares

Definicion 2.1 Un continuo es un espacio métrico, conexo, compacto y no vacio.

Definicion 2.2 Sean X un continuo y A un subconjunto de X. Se dice que A es un subcontinuo
de X, si A es un continuo.

Definicion 2.3 Un continuo es no degenerado si contiene mds de un punto. En caso contrario,
diremos que el continuo es degenerado.
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Ejemplos de continuos son: El intervalo unitario, el circulo, el triodo, la figura ocho, cualquier
grafica finita, el toro, la cerradura de la grafica de la funcién sen %, el circulo de Varsovia, el cono
del conjunto de Cantor y muchisimos mas, que usted podra encontrar en articulos escritos sobre
hiperespacios de continuos ([1]).

Definicion 2.4 Un continuo X es descomponible si X = AUB, donde A y B son subcontinuos
propios de X. Diremos que un continuo X es indescomponible si no es descomponible.

Es un hecho conocido que el continuo de Igram, el arco iris de Knaster y el selenoide diadico
son continuos indescomponibles.

Definicion 2.5 Sea X un continuo. Decimos que X es hereditariamente descomponible si
cada continuo Y C X con mds de un punto es descomponible.

Definicion 2.6 Una coleccion de subconjuntos F de un espacio X es una cadena en X si para
cualesquiera elementos A y B en F se tiene que A C B o B C A.

Definicion 2.7 Una coleccion C de subconjunto de X se dice que tiene la propiedad de la
interseccion finita si cada subcolecion finita {C1,...,Cy,} de C se tiene la interseccion no
vacia, es decir, C1 N ...NCy es no vacia.

Definicion 2.8 Dado un conjunto A, una relacion < sobre A se denomina orden parcial
estricto sobre A si tiene las siguientes propiedades:

a) (No-reflexiva) la relacion a < a, nunca se cumple.

b) (Transitividad) sia < b y b < ¢, entonces a < c.

Definicion 2.9 Sea o elemento de un conjunto parcialmente ordenado I', por una relacion < .
Decimos que o es un elemento minimal en I' si, para todo v € T" tal que v < «, se tiene que

v =a.

Notacion.- Sea C una coleccién de subconjuntos de X. La interseccion de los elementos de

C, la denotaremos por [ C. Es decir, ﬂ C.
ceC

Teorema 2.10 Si F es una cadena de conjuntos cerrados en un espacio compacto X. Sea U un
congunto abierto de X tal que ﬂ]: C U, entonces existe un elemento A en F tal que A C U.

Demostracion
Sea X y F como se indican. Supongamos que, para todo A € F, A no contenido propiamente
en U. Denotemos A = {A —U | A € F}. Se tiene que A es una coleccion de subconjuntos
cerrados y no vacios de X. Veamos que la coleccién A tiene la propiedad de la interseccion finita:
como F es una cadena, para cada subcoleccion finita, Aq,...,A,, de elementos de F, existe
n

ie{l,...,n} tal que A; C A; para todo j € {1,...,n}, luego, mAj —U=A;—-U#0.
j=1
Ahora, como X es compacto, se sigue que ﬂA # 0, ([3],5.9;17). Luego, puesto que
ﬂA = (ﬂ .7:) — U, se obtiene que ﬂ]—" no esta contenido propiamente en U. Asi, el teorema
estd demostrado.g

Teorema 2.11 Si F es una cadena de subconjuntos cerrados, conexos y no vacios, de un espacio

de Hausdorff, compacto y conexo X, entonces ﬂ}" es un conjunto compacto, CONETo Yy no Vacio
en X.
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Demostracion

Como la intersecciéon de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado, se tiene que m]: es un
conjunto cerrado y, es un conjunto compacto en X. Por otra parte, notemos que F tiene la
propiedad de la interseccion finita (ya que es una cadena de conjuntos no vacios), luego, por la

compacidad de X, se obtiene que ﬂf £ 0, ([3],5.9;17). Asi, resta mostrar que m]: €s conexo.

Supongamos que ﬂ}" = AUB, donde A y B son conjuntos cerrados y disjuntos. Probaremos
que A=0 o0 B=10{. Como X es de Hausdorff y compacto, se tiene que X es un espacio normal,
asi podemos considerar abiertos U y V, en X tales que A C U, BC V yUNV = (. Se tiene
que ﬂ}" CUUV yUUYV es un conjunto abierto en X. Luego, por el Teorema 2.10, existe
un elemento F' € F tal que F C U U V. Como F es conexo y U y V son abiertos disjuntos, se
tiene que F' C U o F C V. Sin perder generalidad, suponemos que F' C U. Ahora, puesto que
m]: C F, se tiene que AU B C F vy, en consecuencia, B C U. Asi BC UNV = (), por lo cual

B = (). Esto prueba que ﬂ]: es conexo.m

3. Resultado principal

Teorema 3.1 (Teorema de reduccion de Brouwer)
Sean X un espacio métrico con una base numerable y C una coleccion de subconjuntos cerrados
de X, ordenada parcialmente por la inclusion de conjuntos. Si para toda sucesion decreciente en
C, {Cp}nen, se tiene que ﬂ C,, € C, entonces existe un elemento minimal en C.

neN

Demostracion
Fijemos una base numerable para X, digamos {B,, | n € N} y un elemento Cj € C. Denotemos

COZ{CEC‘CCCOO(X—Bl)}.

Si la coleccion Cy es no vacia, fijamos un elemento Cy € Cy vy, si la coleccion Cy es vacia, definimos
C1 = Cy. Ahora supongamos que se han determinado n elementos de C, digamos C1,Cs,...,C,
tales que C; C C;_1 C Cy y, si C; esta contenido propiamente en C;_1, entonces C; N B; = (),
para cada ¢ € {1,...,n}. Denotemos

C,={CeC|CCC,N(X—Bn)}

Si la colecciéon C,, es no vacia, fijamos un elemento Cp 41 € C, v, si la coleccion C,, es vacia,
definimos C), 41 = C,.

De este modo, inductivamente, hemos determinado una sucesion decreciente, {C, }nen, de
elementos de C con la propiedad adicional de que, para cada n € N, si C), 1 estd contenido
propiamente en C,,, entonces Cy, 11 N By = 0.

Denotemos E = ﬂ C.,. Por hipotesis se tiene que E € C.

neN
Vamos a probar que E es un elemento minimal en C.

Para esto supongamos lo contrario y fijemos D C F con D # FE tal que D € C. Fijemos un
punto x € E — D. Como D es cerrado, existe k € N tal que « € By, C (X — D). Notemos que

ByNE+#0, BpNnD=0 y DCFECCy_;.

Se sigue que D C Ck_1 N (X — By), asi, Cx_1 # 0. Luego, Cj esta determinado de modo que
Cr€Cy Cr CCr_1N(X — Bg). Dado que E C Cy C (X — Byg), se obtiene E N By, = () lo cual
es una contradicciéon. Esta contradiccion demuestra que E es un elemento minimal en C.g

Para probar la “no existencia de funciones continuas entre continuos hereditari-
amente descomponibles e indescomponibles” utilizaremos el Teorema de reducciéon de
Brouwer.
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Teorema 3.2 Si X es un continuo hereditariamente descomponible e Y es un continuo
indescomponible, entonces no existen funciones continuas de X sobreY.

Demostracion
Supongamos que exista una funcién continua y suprayectiva f : X — Y. Consideremos el
conjunto
Z={ACX|Aesuncontinuoy f(A) =Y},

el cual es no vacio por hipétesis. Si C C Z es una cadena, sea Cy = ﬂC que es un continuo (por el
Teorema (2.11)). Vamos a probar que f(Cy) =Y, para esto, sea y € Y. Para cada C € C, sabemos
que f~1(y) N C es compacto no vacio. La familia {f~1(y) N C | C € C} tiene la propiedad de la
interseccion finita asf que su intersecciéon es no vacia, f~1(y) N Cy # 0. Por lo tanto, f(Cp) =Y.

Por el Teorema de reducciéon de Brouwer, existe M € Z minimal. Notemos que M es
indescomponible. De lo contrario, al escribir M = AU B con A, B C M subcontinuos propios,
Y = f(M)= f(A)U f(B); por la minimalidad de M, f(A) y f(B) son subcontinuos propios, lo
cual implica que Y es descomponible. Esta contradiccién completa la prueba.g

4. Conclusion

Hay muchos articulos escritos sobre hiperespacios de continuos. Serfa imposible incluir todos
los posibles resultados. Hemos presentado algunos de los mas representativos. Esperamos que el
lector llegue a la conclusiéon de que el conjunto potencia de un continuo es dificil, que sus
subconjuntos que llamamos hiperespacios de subcontinuos tienen una bonita estructura y
que, ademas, son més aceptables que los continuos en general.
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