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Resumen: En los tltimos anos ha sido de gran interés el estudio de la complejidad de
los algoritmos que resuelven los problemas de programacién lineal como por ejemplo
los algoritmos que siguen la trayectoria central y los algoritmos que han surgido como
variantes del conocido algoritmo de Karmarkar. En este articulo presentamos una
caracterizacion del punto solucién de un problema de programacioén lineal a través de
la longitud del tamafio de entrada del PPL.
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CHARACTERIZATION OF THE SOLUTION OF A LINEAR
PROGRAMMING PROBLEM

Abstract: In the last years it has been of great interest to study the complexity of
algorithms that solve linear programming problems such as algorithms that follow
the central path and algorithms that have emerged as variants known algorithm
Karmarkar. In this article we present a characterization of point solution linear
programming problem through the length of the input size of the PPL.

Key Words: Linear programming , vertices of a feasible set , Determinants Bases.

1. Introduccion

Cuando se mide la complejidad de un algoritmo A que resuelve un problema algoritmico P,

el resultado siempre esta expresado en términos de la longitud del tamano de la entrada del
problema. El tamano de la entrada del problema se refiere en términos generales a los valores de
los parametros que representan a una instancia del problema codificado por la méquina para su
propio reconocimiento. Estos pardametros al ser codificados tienen una cierta longitud cada una,
y al ser concatenadas todas a la vez conforman una cadena de cierta longitud. Esta longitud es
el tamano de la entrada del problema.
En los dltimos anos ha sido de gran interés el estudio de la complejidad de los algoritmos que
resuelven los problemas de programaciéon lineal como por ejemplo los algoritmos de Trayectoria
Central y los algoritmos que surgen como variantes del algoritmo de Karmankar. En este articulo
presentamos una caracterizacién del punto solucién de un problema de programacién lineal a
través de la longitud del tamano de entrada del Problema de Programacion Lineal (PPL).
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2. Preliminares
2.1. Tamano de un Problema de Programaciéon Lineal
Consideramos el siguiente Problema de Programacién Lineal
min Clz
(PPL): ¢ s.a. Az =0b
xz > 0.

donde
Ae R»™m pe R™ y Ce R™

El conjunto Factible del PPL es
F={zeR"/ Az =0b; x>0}

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que los coeficientes de la matriz A, del vector b y
del vector C son enteros, pues cada PPL puede ser transformado en un problema equivalente
con coeficientes enteros.

Definicion 1: Para cada entero n se define
tamano(n) = 1+ [loga(|n| + 1)]

donde el primer 1 es colocado debido a que se necesita un bit para almacenar el signo de n.
El tamano(n); representa el nimero de bits que se necesita para codificar el nimero n en el
sistema binario.

Definicién 2: Dado un vector u de orden n x 1 y B una matriz de orden n x k se define

n
tamano(u) = Z tamano(u;)
i=1

n k
tamano(B) = Z Z tamano(b;;)

i=1 j=1
Definicion 3: (Tamano de un PPL.) Se define como
tamano(PPL) = tamanio(A) + tamano(b) + tamano(C)

Definicién 4: Definimos la longitud L como

L = tamarnio (méx{]det(A')]}) + tamano (méx {\bz\}> + tamano < max {]C]\}> +m +n.
A 1<i<n 1<j<n
donde A’ es cualquier submatriz cuadrada de A.
Teorema 1: Se cumplen las siguientes condiciones:
i) Sin € Z, entonces |n| < 2tamano(n)=1 _ 1,

ii) Siu € Z", entonces ||ju| < ||ulj; < 2temenolu)—n _ 1,

iii) Si A € Z"<* entonces |det(A)| < gtamario(A)=n® _ 1
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Demostraciéon:
Probemos (i): Por definicion

tamano(n) = 1+ [loga(|n| + 1)]
tamano(n) — 1 = [loga(|n| + 1)]

por otro lado si
y = [loga(|n| + 1)

entonces
y > loga(|n| + 1)

luego pueden darse sblo dos casos:
1. Siy =logy(|n| + 1), entonces 2¥ = |n| +1=2Y — 1 = |n|
2. Siy > loga(|n| + 1), entonces 2¥ = |n| +1=2Y —1 > |n|
De ambas se concluye |n| < 2Y — 1, por lo tanto:

‘n‘ < 2tamaﬁo(n)71 1

Probemos (ii): Tenemos que

n

n
L flul < 14 lully =1+ el < TT+ )
i=1 i=1

usando (i)
n
1+ ||uH < H 22?:1 tamano(u;)—1 _ 2tamaﬁo(u)—n
i=1

Por lo tanto
1+ HuH < 2tamaﬁo(u)fn.

Probemos (iii): Si a,as,...,ay, son las columnas de A y como |det(A)| representa el volumen
del poliedro generado por aq,as, ..., a, entonces se tiene

det(A)] = ] llail
i=1
de donde usando (ii)

1+ [det(A)] < T+ [ [ il < T+ ail)
1=1 1=1

2

n
1+ |d€t(A)| < HQtamaﬁo(ai)fn < 22?:1 tamano(a;)—> 7 i n _ 2taman~o(A)fn
=1

Por lo tanto )

|d€t(A)| < 2taman~o(A)fn 1



79

Teorema 2: Para cualquier A € R™*" peR™ vy C € R"deun PPL se cumple

L < tamano(PPL)

Demostracion: Si B es submatriz cuadrada de A entonces
tamano(B) < tamano(A).

Por el Lema anterior
1+ |d€t(B)| < 2tamaﬁo(B)fn2

€omo
—n?< -1 VYn>1

entonces -
1+ |d€t(B)| < 2tamcmo(B)71

luego usando logaritmo tenemos
log(1 + |det(B)]) < tamano(B) — 1 < tamano(B) < tamarno(A)

por lo tanto
[log(1 + |det(B)|)| < tamano(A).

Sea v € ZP, entonces

p p p p
tamario(v) = »  tamanio(v;) = Y _(log(|vs| + 1) +1) =Y _(log(lvs| + 1)) + Y 1
i=1 i=1 i=1 =1
p
tamano(v) = Z(log(|vi| + 1)) +p>[log(|lvi| +1)] +p. Vi=1,2,...,p.
=1

En particular para j/ |v;| = lrgééc {|vi|} se obtiene
<i<p

tamario(v) > log(méx {|v;} + 1)] +p
1<i<p

luego, usando este hecho tenemos:
tamano(PPL) = tamano(A) + tamano(b) + tamano(C') >
> [log(1 + |det(B)|)] + [og(méx{[bi|} +1)] +m +log(méx{|ci|} + 1)] +n = L
Por lo tanto Z Z
tamano(PPL) > L.

Observacion:
Del teorema anterior se puede deducir:

i) L >log(1 + |det(B)|) + log(méx{|b;|} + 1) + log(méx{|c;|} + 1) + m +n
> log(|det(B)|) + log(mdx{|b;|}) + log(mdx{|c;|}) + logy(2™"")
= log(|det(B)|.b;|.|c][.(2™*™))
Aplicando la exponencial concluimos que:
2L > log (2™t |det(B*)|.|b}].|c}|)
ii) Para todo entero n se cumple:

2tamaﬁo(n) > 2tamaﬁo(n)—1 > 2tamaﬁo(n—1) 1> |TL|

por lo tanto
2tamaﬁo(n) > |n|
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2.2. Caracterizacion de la Solucién de un PPL

El siguiente teorema nos asegura que los vértices de la region factible de un problema de
programacion lineal en forma estandard tienen una representacién compacta.

Teorema 3: Sea x un vértice del politopo definido por Az = b,z > 0, es de la forma
t — (PL.P2. .Pn
at = (222 )

epeN y 0<p <2b 1<g<2l Vi=1,2,..,n

donde:

Demostracion: Por ser x un vértice, entonces tiene que ser una solucion basica factible(teorema
de PPL). Por lo tanto existe una matriz base B asociada a dicho vértice talque

r=(xp @ 0)=(B7' i 0)
De aqui deducimos que
pj =0, Vjely.

Solo nos falta ver como son los p; para los indices bésicos j € Ip.
Por el algebra lineal sabemos que

Cof(B).b

=B =
vB det(B)

donde Cof(B) es la matriz de cofactores de B y cada entrada de la matriz cofactor consiste de
un determinante de alguna submatriz de A.

Sea q = |det(B)|, entonces ¢ es un entero, puesto que las entradas de B son enteros asi ¢ > 1.
Por otro lado como B es invertible y debido a (iz) de la observacion se cumple

’q‘ _ \det(B)] < ]det(B*)\ < 2taman”o(|det(B*)|) < oL
Luego, el vector Pg = (p1,p2,...,p;), j € Ip es
Pgp=qxp=Cof(B)-b

De aqui

|pil <, |Cof(B)ij| b

NE

<.
Il
a

(maxtiCor(B)1} ) (mix(iosl)

NE

<.
Il
-

I
NE

(Idet(B™)]) (1bx])

m

= (|det(B*)| [b5]) > 1

J=1

= (ldet(B)| |bk[) m
< |det(B*)| |bg| 2temenotm) < ok

<.
Il
-

Por lo tanto:
lps| < 2L VieIp.
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Teorema 4: Sean x1 y x9 los vértices de la region factible, es decir Ax = b,z1, 22 > 0. Si

Clxq # Clag, entonces:
|Ct$1 - Ct$2| > 92

Demostraciéon: =z y xo por ser vértices entonces son soluciones bésicas,

/ / /
o = (@Q...,%o,o,o,...,o)
q1 q1 q1

/! /! /!

2y = (&,&,...,&,0,0,0,...,())
q2 q2 q2

conqr >1, q>1yaq <2F, g < 2P (debido al Teorema 3).

Luego q1.g2 > 1 asi ﬁ > ﬁ entonces

Ct Ct Cx1—Czx
|Ctzy — Clas| = |@ SLi q2 T2 | ( - 2)
q1 q2 q1 g2
>‘C$1—C$2‘> 1 > 1 :2—2L
- q1q2 T qige 2B 20

|Ct£C1 - Ct$2| > 272k,

3. Resultado Principal

A continuacién damos el teorema principal:

Teorema 5: Sea
Z =min {C'z/Az = b;z > 0}

y supongamos que x es un vector factible, es decir
Ax =by x>0 tal que Clz < Z +272F

entonces se cumple:

Si 2* es un vector factible tal que C'z* < C'x, entonces z* es una solucién 6ptima del PPL.

Demostracién: Probemos por contradiccion:
Supongamos que z* no es el vértice 6ptimo, y supongamos que Z es el vértice 6ptimo,
entonces
C'T = 2.
Como
* no es el 6ptimo, entonces
Clz* #+C'Z

y por el teorema 4 se cumple

Cle* — C'z > 272F.
Luego

Clz* > C'z + 272
por hipotesis

Clz* > 24272 >z
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entonces
Clz* > C'x
lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto z* es el vértice 6ptimo.
Del Teorema anterior podemos deducir lo siguiente: Si x* es el vértice 6ptimo y = es un vértice
tal que
Ctx S Ctx* + 2—2L
entonces:
x es el 6ptimo.

Lo que implica
|Ct$ . Ct$*| < 2—2L

o equivalentemente
Cte — 2| <272,

Entonces, la ultima desigualdad nos dice que si hallamos un vector factible que produce un valor
en la funcién objetivo que posee un valor absoluto menor o igual a 272 con respecto al valor
6ptimo, entonces dicho vector es el 6ptimo.

4. Conclusiones

Concluimos que existe una caracterizacion del punto 6ptimo de un problema de programacion
lineal en funcién del tamano de entrada del problema.
Este articulo serd de gran interés y motivaciéon para seguir nuevos linderos en esta area de
investigacion.
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