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UN PROBLEMA BIEN PUESTO EN EL SENTIDO DE
HADAMARD PARA UNA ECUACION DE VIGA NO LINEAL

José Luyo Sanchez!

RESUMEN.- Consideramos un sistema dindmico que modela las vibracio-
nes no lineales de una viga prismdtica y uniforme de longitud finita y que
considera los términos de aceleracion longitudinal. Demostraremos que el
sistema es bien puesto en el sentido de Hadamard para soluciones fuertes.

PALABRAS CLAVE.- Ecuacidn de viga no lineal. Sistema unidimensional
de von Kdarman.

A PROBLEM WELLPOSED IN THE SENSE OF HADAMARD
FOR AN NONLINEAR BEAM EQUATION

ABSTRACT.- We consider a dynamical system which is a model for nonlinear
vibrations of an uniform prismatic beam of length L, taking into account the
inline accelerations terms. We show that the problem is wellposed in the sense
of Hadamard for strong solutions.

KEY WORDS.- Nonlinear beam equations. One-dimensional von Kdrman
system.

1. Introduccion

En este trabajo estudiamos un modelo dindmico que describe los efectos de estiramientos
horizontales y oscilaciones verticales de una viga uniforme y prismatica de longitud L, cuyos extremos
se encuentran presos. Este esta descrito por el sistema

pAu, — EA[u, + %(Wx)z]x =0, en (0, L) x (0, o),

pAwl! o prxx!r 2 Efwxxxx - EAl:wx(ux h _;:(wx)z)jlx = 0: en (0, L) X (0, ®), (ll)
u(@0,0)=u(L,)=0, w0,)=w(L,t)=w (0,)=w, (L, £)=0, Vt 20.

En estas ecuaciones, las variables u = u(x, 1),w = w(x, ) representan respectivamente los
desplazamientos horizontales y verticales de la viga. El parametro constante A, representa el area de
la seccidn transversal de la viga, E es el modulo de Young del material, / el momento de inercia y el
producto E/ es el médulo de rigidez de flexibilidad. Se hace la suposicion de que las secciones
transversales planas permanecen siempre planas y perpendiculares al eje longitudinal de la viga después
de la deformacion.
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J. Lagnese y G. Leugering en [9] nos presentan la formulacién de este modelo de viga (1.1),
conocido también en la literatura como el andlogo unidimensional del sistema dindmico de Von Karman.
En este articulo, resultados de existencia, unicidad y estabilizaciéon son mostrados, haciendo uso de la
teoria de semigrupos, para ciertas condiciones de frontera; sin embargo esto demandé el uso de
operadores diferenciales inversos, herramienta que en este trabajo evitamos.

J. Puel y M. Tucsnak [16] considerando el sistema dindmico completo de Von Kdrman, nos
presentan resultados de existencia global de soluciones fuertes para un modelo no lineal de una placa.
El método usado se basd principalmente en métodos de punto fijo en conjuncion con limitaciones a
priori.

Es asi que a partir de estos trabajos, tomamos como objeto de estudio el modelo dindmico no lineal de
viga (1) presentado en [9] y adaptamos el método usado en [16] para demostrar que el modelo es bien
puesto en el sentido de Hadamard para soluciones fuertes, es decir, que el sistema tiene solucion, esta
es unica y depende continuamente de sus datos iniciales.

Para obtener estos resultados linealizamos el sistema, obteniendo una ecuacion de onda y una ecuacion
de viga, las cuales resolvemos usando resultados cléasicos de la teoria de semigrupos, posteriormente
con el método de punto fijo recuperamos el sistema y a su vez encontramos una solucién local del
problema; resultados clasicos de continuidad nos garantizaran la existencia global de la solucién.
Finalmente usando el método de la energia demostramos que la solucion es unica y esta depende
continuamente de los datos iniciales. La teoria usada en este trabajo son resultados usuales del analisis
funcional, la teoria de semigrupos, que encontramos en el texto de A. Pazy [12], interpolacion de
operadores y espacios de Sobolev, que hallamos en el texto de J. Lions y E. Magenes [11]. La
notacion es la usual, como la que aparece en estos textos.

2. Preliminares y Notaciones

Sean u = u(x, ) y w = w(x, ), con (x, f) € [0, L] X [0, oo), variables reales que representan los

desplazamientos horizontales y verticales de la viga respectivamente.
Para simplificar notaciones normalizamos los pardmetros propios del material en la ecuacion

(1.1), iguales a 1.
Consideremos el sistema

g~ +200)?] =0, en (0,1) (0, ),

By] P W W [ Wi + 30907 ] =0, en (0, 1)x (0, ),
w0, =u(L,0)=0,w0,t)=w(L, ) =w,(0,1)=w,(L,1)=0, Vi =0
(u(x, 0) = up(x), u,(x, 0) = u(x), w(x, 0) = wy(x), w,(x, 0) =w (x), en (0, L).

La energia total asociada al sistema (P) est4 dada por
1 1
E@®) =% Jo (ol + Dl + P+ Do} e+ 2 [+ 5007

Definicion. Decimos que el sistema (P) tiene una solucién global fuerte {u ,w} ,8i

ue C(0,00; H(0, L) N Hy(0, L)) N C'(0, w; Hy(0, L)) N C* (0, 05 I(0, L)),
we C(0,00; H(0, L) A HZ(0, L)) N C1(0, o; HZ(0, L)) N C*(0, o3 Hy(0, L)),
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y satisface la ecuacion (P) en el siguiente sentido:

(> @) + (uy 9,) + 2(w,)2, 0,) =0, Voo € Hy(0, L),

(er ’ !IV) + (Wxtt 2 Wx) + (Wxx’ Wxx) * (wx(ux + %(wx)z)s Wx) = 0: V'/f € Hg (0: L):
u(x! O) = uo(I), ut(x: O) = ul(x)s W(x, O) = Wo(JC), Wt(x, 0) = W](x), en (09 L)

En estas dos primeras ecuaciones ( , ) representa el producto interno en /2 (0, L).

La energia total de la viga estd dada por
1 1 1
E@) =7 j{j{ [+ e+ |+ |wxx|2} e+ [, + ~0w))’ dx.

Lema 2.1. Sea {u,w} una solucion fuerte de (P) entonces se tiene que

E(t) = E(0), V¢ > 0.

A continuacion enunciamos un resultado de la teoria de semigrupos, cuya demostracién pode-
mos hallar en [5] o [12] ésta concentra resultados de existencia de soluciones de ecuaciones asi como
estimativas de sus soluciones, las cuales haremos uso en el transcurso del trabajo.

Teorema 2.1 Sea X un espacio de Banach y A un operador maximal disipativo definido en X

que es generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones {T(t)}en X. si

f e ([0,T], X), uy € D(A), entonces el problema de valor inicial
d
;’;u =Au + f(t), u(0)=u,, (2.1)
admite una unica solucion u tal que,
ueC([0,T], X) nC([0, T], D(4)).
La solucion puede ser expresada en la forma,
u(f) = T(t) up + _[;T(t —5) f(s) ds,
-j—tu(t) = T(£) Auy + T (1) £(0) + j;T(t — ) f,(s)ds,

ademds u 'y u, satisfacen,

el <ol + Tl as, @2)

[l Ol < ll4uo]l + 17Ol + [ 1, . 2.3)



54

3. El problema linealizado

Linealizamos el sistema (P) con el objetivo de desacoplarlo y luego encontrar solucién de los proble-

mas linealizados. Para esto sustituimos en el sistema la expresion %(wx )* por una funcién f=f(x,0

y we(u, + %(wx)z) por una funcidén g = g(x, t), luego tenemos

{ Uy — Uy, ﬁf;ﬁ
Wy

Wit + Wegr = 8x-

Formulamos el siguiente problema

Uy =ty = [, en (0, L) x (0, ),
(P su(0,)=u(L,)=0,t20, f=f(x,0):(0,L)x(0,T) >R,
u(x,0)=uy,u,(x,0)=u, en (0, L).

Este problema (P1) es una ecuacion de onda no homogénea con condiciones de Dirichlet, resolvemos
este problema usando teoria de semigrupos.

Teorema 3.1. Dados uy e H> N Hy, w € Hy, ¥ [ e C'([0,T), Hy(0, L)), entonces el pro-

blema (P1) admite una unica solucion u tal que
ue C2([0,T], H* (0, L) N Hy (0, L) n C'([0, T], Hy (0, L) n C([0, T], I (0, L))

satisface las condiciones iniciales del problema y existe una constante C >0, independiente
deu y f tal que

e @iy + e Oy + lose Oll 2 <lellgy + ol iy + 17 @y +

+ [l% (&2 ds, Ve [0, T] (3.4)

Demostracion. De (P1) tenemos el problema equivalente

(G2
() -A0))

Donde 4 es un operador definido en el espacio H} x [* condominio D(4) = Hf N H).

Sea v =u,, entonces
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As D(4) —» Hyx I,

y esta definido por

u ¥ 2 1 1
A{ J—[ ],VueH NHy,ve H,.

En el espacio H(l} x I* definimos el producto interno

u i
[[ )( D = (uy, ) + (v, ¥), Y (u,v), (@, V) € Hy x [*.
HYxI?

v

<1

Afirmamos que el operador 4, definido arriba, es generador infinitesimal de un semigrupo de

contracciones en Hé x I2.

En efecto; sera suficiente demostrar que el operador 4 es maximal disipativo, ver [12]. Dado

( . J e D(A), entonces de la integracidn por partes se sigue que
v

[A(u)’[un = Vg, ) + (uy,v)=0.
v * HB:-':I_.2
u
] e H} x I*, debemos encontrar (v] € D(4) tal que

o1

F

Por otro lado, dado (
g

es decir

luego bastara resolver el problema eliptico

(E 2u-u,=f+gel*0,L)
u(0,)=u(L,t) =0.

En efecto, sea la forma bilineal a: H) x H) — I, definida por

a(u,v)=(u,,v,)+2(u,v), Vu,ve Hy

El problema variacional asociado al problema (E) consiste en encontrar solucién para
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a(u,y)=(f +g,¥), Vv € Hy. (3.6)

La forma bilineal a es continua y coerciva. En efecto:

Continua: Dados y,v e H,, de la desigualdad de Cauchy - Schwarz

laGe vl <usllz vall 2 + 20l 2 12 -

entonces por la desigualdad de Poincaré tenemos
|atu. )| < Clludlz vl = Clldlyg 1y V2, v < Fo

Coerciva: Deja y e Hj, entonces

a(u, u)= |l + 2Mlly =Ml

Por lo tanto, por el Teorema de Lax-Milgram [7], existe una Ginica solucién « del problema variacional

(3.6) asociado al problema (E) tal que 4 e Hé y por laregularidad eliptica se sigue que » ¢ H?, luego
ue H? A H(‘)_ Como v=u — f entonces y e H(l)_ Por lo tanto, de la teoria de semigrupos, se tiene

que el operador 4 es generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones { 7'(1)} .

Por otro lado, del hecho que f e C‘l([O, iy H(')) entonces

(ﬁ }ec‘([o, T], Hy x I*). (3.7

Luego de los resultados establecidos, el problema (3.5) tiene una tinica solucién
[“ ] e C'([0,T), Hy x *)x C ([0, T], H* n Hy x Hy), (3.8)
v

es decir
ueC([0,T], H* nHY) n C'([0,T], H}) n C*([0,T], I).
Por otro lado aplicamos la desigualdad (2.3) y tenemos
lote Ol gy + e Ol 2 < Wllgy + Ntz oy + 07 @My + N7y s (3.9)

Del problema (P1),



—U,, =~—u, + f, & P

XX

de donde obtenemos que

”u"HZmHé S"“tr",r} + ”f”HJ,'

Observamos que f (£) = f(0) + L;f;(S)dS en H}, luego deducimos que

17Ol =1l @5y + L;”fr )y s

usando en (3.10) este tltimo resultado y (3.9) tenemos

"u“H”nHé < ||”1||Hg, e ||”0”H2nH5 + "f(O)"Hg x I(; “fz(s)"Ha ds.

Por lo tanto, asumando (3.9) y (3.11) se sigue (3.4).

Consideremos ahora el segundo problema

Wy — W + Wy = €45 €0 (0, L)% (0,7T)
w(0,0)=w(L,)=w,(0,0)=w,(L,1)=0, V£ 20,
w(x, 0) = wy (x), w,(x, 0) = w; (x), en (0, L),
g=g(x,0:(0,L)x(0,7) » R.

Cuya forma variacional definimos como

(WIISW)-'_(WJ;II’W;{) +(wxxi Wu)+(gsWx) :On VII/ EH(%s

(P2) w(@,8)=w(L,1)=w,(0,0)=w,(0,L)=0, V20,
w(x, 0) = wy (x), w,(x, 0) =w;(x), en (0,L).

Establecemos ahora, condiciones para resolver (P2).

Definicién. Definimos el conjunto

D()={we Hy [Ty e Hy talque (4, W)= (o W) + (05 W), Vi € HE )

Lema 3.1 En estas condiciones se tiene que D(A)= H> N Hg,

(3.10)

G.11)

Demostracion. Sea we H®> n HZ, luego w_, e I*. Consideremos el problema variacional

(Waes Vi) = s W) + (0, @), Yy € Hy.

(3.12)
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Entonces por el Teorema de Lax-Milgram existe una tinica y e Hé tal que satisface (3.12).
En particular tenemos que

(_wxx!'//x) :(yx’w,r) +(_}’, l//), vy/ € Hg

integrando por partes se sigue que

Wxx s W) = (x> W) + (v, ¥), Yy € Hg

luego w e D(4). Lo que demuestra también que D(4) no es vacio.

Sea ahora w € D(A), entonces por definicién existe ye Hé tal que

Wax> Vax) = (P55 W) + (v, w), Vv € Hf.

Sealaaplicacién F: H) —» R definida por

(F.w) =0 v+ (v, Vy e Hy
entonces F es lineal y continua en Hé , luego F ¢ H~'. Por tanto de (3.13) tenemos que

2
(Wxx:Wxx):(F:W): Vy e HO-

A continuacion usaremos la teoria de interpolacion para resolver este problema variacional.

Consideremos las siguientes alternativas:

1) Si F e [?, entonces tenemos

(W s Wiy = (Fyw), Y € Hy,

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

luego por el Teorema de Lax-Milgram se tiene que w e Hg, por regularidad eliptica [4], tenemos

we H', porlotanto we H* A H} ¥ W, = F, de donde se obtiene que

Il nme <IFll
Asociamos al problema (3.16) el siguiente operador lineal

T3l 28 nB;

F ->w

(3.17)

tal que acada F e [ asocia w e H* n HZ solucién del problema (3.16). Luego de (3.17) tenemos

que



7 Mg gz < IEN2
y ademas se tiene que
ITllgz2, H?) <1

) Si FeH -2 , entonces tenemos
Wees W) ={F, v ), Vy e Hf, (3.18)
por el Teorema de Lax-Milgram se sigue que w e Hg. Luego de (3.18) tenemos

Illzz < CIFlg-, (3.19)

donde C > 0 es una constante independiente de wy F. Del mismo modo asociamos al problema
(3.18) el siguiente operador lineal

T:H?* > H}

F —->w

tal que acada F e H 2 asocia w ¢ H & solucion del problema (3.18). Luego de (3.19) tenemos
que
17 Myt iz = CNFN2,

y ademas se tiene que

Tl et Amz 2y < C.

De (I) y (II) tenemos que el operador T es tal que
Te 8L, H4m B B ™, B
De la teoria de interpolacion de espacios de Sobolev [11], se tiene que
|, H—Z]lz ~H' y [H*~ HE, Hg]% =H*~HZ,
luego el operador 7'es tal que

Te&(H', H® n H)),

y por [7] este satisface

1 1
||T||1:(H",H’nH§) = "T"E(L! H?) ”T"E(H“,ng,h’é)'

Por tanto, como en el problema inicial (3.15) tenemos que F ¢ [/~ , entonces w =T(F)e H 3 A Hg

es solucién del problema (3.15) y es tal que “W”H]ﬁh’g <C||Fllg-. Como F est4 definido por la
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ecuacion (3.14), entonces existe una constante C > 0 independiente de F' y f tal que

s = o L] ol + Dl

<Cllln -
S e bl

Luego concluimos que Wllz2 ~r2 < C|ly "H}, :

Sea el operador A definido en el espacio Hé’ A Hé , con dominio

D(A):{[’:Jepu)xﬂg},

tal que

A(sz( i ) Y (w, v) € D(A).
% - Aw

En el espacio H§ X Hfl) definimos el siguiente producto interno

()

Lema 3.2 El operador A:D(A) — Hg X Hé, definido anteriormente, es el generador

<1 =

D = (Wyy s Wye) + (Vg5 ) + (v, ), Y (w, v), (W, %) € HE x HY.
HExH}

infinitesimal de un semigrupo de contracciones en HZ x H}.

Demostracion. Sera suficiente demostrar que A es maximal disipativo [7], para lo cual calcularemos

el producto interno
w w v w
SO0 A (B 09 e
{ V)NV )yl ~AW )Y ) gy

= (Vg » W) + (=AW, ;) + ((=4w), v) = 0

Por lo tanto

U ()
v v s H) v

Luego A es disipativo en HZ x H}. Dado (f, g) € HZ x H}, debemos encontrar (w, v) € D(A)

tal que



[A[WJ,(fD es decir ([ - J,[f]],
v g —-Aw g
vzfc—:Hg entonces V€H02 y —Aw=g.

Sea y=-ge H(l}, tenemos que demostrar que existe w e D(A4) tal que

(wxx7WXx)=(y3W)+(yxswx), vweHg

Sea y* e H™!, definido como {y*, y/) =, ¥)+y(Vy,Vy),Vy € H).
Entonces tenemos el siguiente problema variacional

(wxx’u/xx)z(y*:'a”): y*EH—], vw € Hg,
usando la teoria de interpolacién mostramos que el problema admite una tnica solucion w e D(A).

W
De esta forma, existe [ " J € D(A) tal que

(o
[v 2 EHO HO

Por lo tanto A es un operador maximal disipativo.

Teorema 3.2 Dados w, € H N Hg, W € Hg, g€ c! ([0, T], Lz), entonces el problema (P2)

admite una unica solucion w tal que
weC([0,T], H* nH})nC'([0,T], H}) ~ C ([0, T], H)),

satisfaciendo las condiciones iniciales del problema, ademds existe una constante C >0 inde-
pendiente de w y g tal que

Il iz + Inllg + olly < Il + wolly + e @llz + [ el 2 .

Demostracion. Usaremos resultados de la teoria de Semigrupos para demostrar este resultado.
Definamos la funcién g = g (x, ) como la solucion del siguiente problema variacional

(B, w)+ (B wy) = (g, vy), Vv € Hy. (3.20)

Entonces, usando el Teorema de Lax-Milgram mostramos que & e C' ([0, 7] ; H}). Ademas deduci-

mos de (3.20) las siguientes desigualdades

el T Clelz v & (t)”Hf, <Clle,@)||z» vVt [0, T], C =cte. (3.21)
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Wo

, 0
Sea v = w,, definimos ¥ = ( wJ Y = [ ) y G= ( i J , con estas notaciones establecemos el
v g

W

siguiente problema de valor inicial

Y, =AY +G
r(0)=1

donde Y, € D(A), G e C! (9 Fls H? x H}). Luego, como A es el generador infinitesimal de un
semigrupo de contracciones, entonces existe una tinica solucién

Y eC([0,T]; DAY x C ([0, T]; HZ x H}).
es decir, como v = w,, entonces
we C([0,T]; H> n HY) n Cl([0,T); HE) ~ C*([0, T]; H)).
Por otro lado, usando el Teorema 2.1, tenemos
wellz + Iwallg < mlz + ldvolly + 18Ny + [ 12, as.
Usando (3.21) se tiene
oell gz + i llgy < Imallgz + lwoll s + Clle@lz + € [ gtz ds. (3.22)

De la ecuacion inicial (P2) tenemos

(Wx,; > l//xx) = (—W” W)+ (_th! ’ Wx) +(g(1), V/x)'

De la definicién de ¢ en (3.20) tenemos que
(wxxs Wxx) = ("wtt * f:’: W) + (—wxlt s gx’ Wx):

como —w, (1) + g(f) € Hé, entonces usando la teoria de interpolacion para espacios de Sobolev,

tenemos

Il sz < [wall gy + 121 (3.23)
Como g(r)=g(0) + L; g(s) en [* , entonces

lell2 <lle©lz + [ gtz ds., ve e [0, 7].
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Usando la desigualdad (3.21) en la expresion anterior, tenemos que

gD < Clle@)| 2 +C L; g2 ds, V2 €[0,T], donde C es constante.

Ahora usando este Gltimo resultado y (3.22) en (3.23) tenemos que existe una constante C > 0 tal que

"W"H3HH3 < "wl”Hg 3 "AWO ”11'3 - C”g(O)lle * CL; "gf(s)”f} ds. (3.24)

Finalmente, sumando en las desigualdades (3.22) y (3.24) concluimos con la demostracion del
Teorema.

4, Andlisis de los términos no lineales

El andlisis de los términos no lineales serd basicamente resultado del hecho que en un dominio

unidimensional / < R tenemos que H™(I)~ L*(I), paratodo m >1. Enunciamos los siguientes

resultados:

Teorema 4.1 Si m =1, enfonces para todo y,ve H™(I), el producto uv, definido puntualmen-

te sobre [ pertenece a H™(I) y existe una constante C >0 dependiendo apenas de m, tal que

se satisface
levllzm < Clldlzzm [l

en particular H™(I) es un Algebra de Banach conmutativa.

Demostracion. Ver [1].

Lema 4.1 Dados y e H'(1), v e L*(I) entonces yy e I* existe una constante C >0 tal que
llvll 2 < Cllull W2 .

Lema 4.2 Dados y e Hl([), Ve Hl(f) entonces yy e H' (I) existe una constante C >0 tal

que

Nevllzr < Cllall 2 [Iollz

Para abreviar términos, definamos los siguientes espacios

Y, = C*([0, T], H*(0, L) N Hy (0, L)) n C* ([0, T], Hy(0, L)) N C ([0, T], L*(0, L)),
Y, =C(0,T); H* nH})nC' ([0,T); Hy) n C* ([0, T); Hy).

Observemos que ¥, y ¥, son los espacios solucién de los problemas (P1) y (P2) respectivamente.
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Teorema 4.2 Sean ue?,, wel,, definimos las funciones 'y g como

1
=g, g = w4 % W )?). (4.25)

Entonces
&6 (0. T]5:Hy (L)€ ([0, T 50O, I ry €20, Th L0, L)ye= Vs
geC([0,T]; H))nC' ([0,T]); 2 (0, L)):=7¥,

y estas funciones satisfacen

2
lell, < (M, Iolly, + Il ),
donde C >0 es una constante que depende solo de las constantes de inmersion.

Demostraciéon. Consideramos los espacios ¥, ¥ I, con sus normas usuales. Usando el Teorema

4.1y del hecho que w e HZ deducimos que

1
¥ = Wy € H* ~ Hy, entonces f e C([0,T], H* N Hy).

Tenemos también que

Il <l y Al < CIE

Como fe H[') , entonces existe una constante C >0 tal que ||f " H) =C ||f ” '+ Por lo tanto tene-

mos que existe una constante C > 0 tal que

2
"f"H%Hg < Cllwly,
Ahora derivamos f'en relacién a t, por el Lema 4.2 y como w e HZ tenemos

f, =w,w, € Hy, entonces f e C' ([0, T], Hy).

Luego
1lle = Wwllz e 2

Como £, € H), we H} ¥ w, € H; entonces deducimos que existe una constante C > 0 tal que

17l < Clowly, Ihwly,



Ahora usando el Teorema 4.1 y el Lema 4.2, se sigue que
fiy =Wy W +WoW, € H + I?, entonces [ e C? (o, ], i
Luego usando el Lema 4.1 tenemos

"f!t "Lz <C "wtxwfx "H‘ + C””’X"H‘ "wﬂx "1}

Luego como w e Hg Yw, e Hé, entonces se tiene que

17,2 = Clwlly, + C lwllf,

Por lo tanto deducimos que f € ¥, y existe una constante C > 0 dependiendo sélo de constantes de
inmersion tal que

171, < b,

Con relacion a g, usando el Teorema 4.1 y del hecho que w ¢ Hg tenemos

1
g =U,W, +-2-(wx)3 € Hé + Hé, entonces g € C([0,T], H(l)).

Asimismo tenemos que

gl < Cllullyz Wl + € "W"i,z
luego como u € H* N H (1), we H N Hg yge Hfl) entonces existe una constante C > 0 tal que

3
llelly < Cllully, liwlly, + Cllwlly, .
Derivando g en relacion a ¢, tenemos

8 2
g =u,w, +uw, + E(Wx) W, .

Usando el Teorema 4.1 y el Lema 4.1 tenemos que » w, € I*, uw, € H', (w,)*w,, € H', porlo

E] X XE
tanto

g, € (o, ], ).
y ademas

lecllz < CllllysIlsz + il oo + Il e
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Usando las caracteristicas de u y w tenemos que existe una constante C > 0 dependiendo de cons-
tantes de inmersion tal que

”g; "L:! < C“M”yﬂ "W”}fw + C'"w”;w i

Con lo que finalmente concluimos la demostracién.

5. Existencia de Solucion local

En esta seccion demostraremos que el sistema (P) posee una tinica soluci6n en un intervalo de tiempo
pequefio. Para obtener el resultado haremos uso del Teorema de Punto Fijo en conjuncién con las
propiedades de las soluciones de los problemas linealizados (P1) y (P2) y propiedades de las expresio-
nes no lineales.

Dados (u,,u)e H* N Hy x Hy Y (wy, w,) € H N Hj x H; consideremos ¥ =Y, x Y,

definimos el conjunto X por
W/ ly

e Eer G () e
w 4,(0)) \w) \w(0)) \w

donde R <1. De la estructura de K vemos que este conjunto es una bola cerrada del espacio de
Banach ¥, x ¥, .

1

Definamos sobre K una aplicaciéon P tal que

P:K—-Y,xY,, tal que
o s
W w

tal que a cada { i, ﬂf} le hace corresponder el par { s w} , donde u# y w son soluciones los problemas

linealizados (P1) y (P2) respectivamente, con f'y g definidos como en (4.25) a partir de {a, W}.

Luego por los Teoremas 3.1 y 3.2 este operador estd bien definido. Ademéds P estalque P: K = K
y es una contraccion. Lo que mostramos a continuacion.
1) P.K—> K. Sea (i, w)e ¥, xY,, luego si u 'y w son soluciones de los problemas

linealizados (P1) y (P2) respectivamente, con /'y g definidos como en (4.25) a partir de { @, W},

entonces de las estimativas obtenidas para las soluciones # y w en los Teoremas 3.1y 3.2, y haciendo
uso del Teorema 4.2 deducimos que

””([)”H%H}) + [l (’)"Hg + [ @] 2 < o “H(g 1 ||“0HHZHH5 * ”f(o)"H; T

+C [[Ially, ds, vte[o,T],



de donde se obtiene

belly, = ol + ol sy + 17 Oy + €T WM, s

Asimismo para w tenemos que

Il <[l + 1 4woll + g @z + C laly Ill, + U, ).

Sumando estos dos resultados obtenemos
Co =lleall gy + ol 2z + 17Ol + il + [4wll,1 + g Ol 2-

Podemos ahora definir R >1 tal que Cy < %. Ahora como # y W son elementos de ¥, x ¥,

entonces se sigue que

R
lluelly, +lwlly, < > CT{R: + B~ 4 R s-jzi +3CT R®

Si exigimos ahora que 7' < —L—, entonces se tiene
6C

P l)

Lo que comprueba que para un intervalo de tiempo pequefio, P(K) c K.

=

<R.
Y, xY,

=t

B xY,

IT) P es una contraccion. Para demostrar esta propiedad de P tomamos un par de elementos
de K. Sean

tal que

Definimos las funciones:
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B R T B
f_‘z(wx) » 8 (ux+2(wx) )Wx,

F =%(Wx)2, G=0U, +-;-(Wx)2)w”fx_

El objetivo es estimar las diferencias de # con Uy de w con W.
Para las ecuaciones en # y U tenemos:

Primera estimativa. Aplicando el Teorema 2.1 en particular la ecuacién (2.3) para datos
iniciales nulos, tenemos

e (®) = U1 +ll00® = U O] 2 < | )| S S) = By ()] 2 s

Estimemos || f(s) — E(s)"H] . Tenemos
1 ~ 2 1 ) I - LI [ ~
f; -~ F; :'i(wf_x) _E(Wrx) :E(WR — th) (sz + Wg)-

Entonces por el Teorema 4.1

[IAGESAG! MYl BARYA WY AR/ WiEtel LR 4 MpC (5.26)
Luego tenemos

s @) = U, @l s + |20 @ = Uy )2 < 7RC [l - 7], (5.27)

Segunda estimativa. De las ecuaciones iniciales para u y U, tenemos

Uy =~y + [y
U el #1,

usando (5.27) tenemos que
| = Ullya oy STRCG =] +]17 = Fll,p. (5.28)
Como £(0) = F(0) tenemos que
17 = Fllr < [1A@ = Bl ds.
Luego usando (5.26) tenemos que

17 ® - FOll,n < cTrlw -], (5.29)



Por lo tanto de (5.29) en (5.28)
b () = U Olly2 iy < ZRE || - 7], (5.30)

Finalmente de (5.30) y (5.27) deducimos que
e - Uy, < 7RC||W - 7], . (531)

Para las ecuaciones en w y W tenemos

I Estimativa. Aplicando el Teorema 2.1 en particular la desigualdad (2.3) para datos iniciales

nulos, y de las definiciones de g y G tenemos que

) = o) 2 + W) = )] 1 < C [ i) = G ()] 2 s (5.32)

Calculemos ahora la diferencia

& Gt = [(ﬁx + l(1""i"3c)2)]";’.7t:| i [(Crx + l(Wx)z)Wx]
2 : 2

!

luego

x ~ o~ 25 O ~ o~ 3 . L 3 - -
g~ G! = (uxt x Uxth) + (uxwxl - UxWxt) + (E(wx)z Wy — E (Wx)z Wx;) (5.33)

=

Sumando y restando términos adecuados en cada sumando de (5.33), obtenemos para el primer su-
mando

i - U ||z < cR |l - O, + Rl -], (5.34)
Similarmente para el otro sumando de (5.33) tenemos que
iz %, - 0.2 < crlla - O, + Rl -], . (5.35)
Para el tercer sumando en (5.33) tenemos
w25y, - 2 || 2 < CR |~ 7], (5.36)

Tomando la norma 72 en (5.33) y usando las estimativas (5.34), (5.35) y (5.36) tenemos

lg. ) - G, )| 2 <CR||#w-W ]Y, +CR|la - 0, (5.37)

De (5.37) en (5.32) tenemos que
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b =Wl 2 + @) =W, Oy < CTR W - ||, +CRT|la-0f|,  (5.38)

II Estimativa. De las ecuaciones originales, en la forma variacional y de la definicion de g
definido por gy & definido por G luego para todo y Hg tenemos
Wee = Woer W) = (W + Wy + & = Go0) + (wy + Wy + £ = Gy, w,)
Como —w, + W, + § - G € H}, por interpolacién, se tiene que

“w - W"H3 = C"wﬂ 1t Wf!”H}J t C“g' " C?“H}, ’

2
NHy

Como en (3.21) mostramos que
l&-clly, <cle -l

y del hecho que g(0) = G(0) entonces

[lw - W"y%y@ < Cllw, - Wrt”Hg, +C L; llg: () = G, )| 2 s

Usando (5.37) y (5.38) en la desigualdad anterior tenemos

[ =Wl 2 s CTR 9=y, +CRT i - T, . (5.39)
Finalmente de (5.38) y (5.39) tenemos
e -1, <crr*|w-w], +crr|a- al, - (5.40)
Por lo tanto de (5.31) y (5.40) tenemos
”P["EJ-P[Q] < CT R? (]—{qJ
W 7 My, ) )

Luego para un T que CT R S—é— mostramos que P es una contraccion.

Por lo tanto, como P es una contraccién en una bola cerrada K de un espacio de Banach

[)ex meerL)-(2)

el que a su vez constituye solucion local y tinica del problema (P) en un intervalo de tiempo suficiente-
mente pequefio.

Y, x ¥,,, existe un inico punto



6. Existencia de solucion global

En esta seccion mostraremos que la solucion local { u, w} del problema (P) puede extender su domi-

nio de definicidn a todo el intervalo [O, oo). Utilizaremos para tal objetivo herramientas clasicas de

continuidad de soluciones y estimativas a priori sobre la solucion obtenida.

El proceso por el cual mostramos la existencia de una tinica solucion local { u, w} definida en
un intervalo de tiempo suficientemente pequeifio, digamos [0, 1 ], nos induce a iterar esta construc-
cion. Tomando como datos iniciales las funciones u(7}), 4, (7}) y w(T;), w,(7}), podemos mostrar
que el problema (P) admite una tnica solucién definida en un intervalo de solucion [0, §]. “Unimos”
estas dos funciones, ver [3], y obtenemos una solucién de (P) definida sobre [0, T, ] conT, =T + 6.

Definimos ahora la secuencia creciente (7},),>1; sin embargo puede suceder que sup,»; 7, <<, ver
(12]. '

Intervalo maximal de existencia. Sean 7} <7, y { U, wl} y {4y, wy} dos soluciones fuer-
tes de (P) sobre [0, 7;] y [0,7;] respectivamente. Por unicidad tenemos que {u;, w;} = {u, , w, }
sobre [0, T]]- Consideramos ahora la familia (¥;, W;);c; de todas las soluciones fuertes de (P)
definida en algin intervalo [0, 7;]. Definimos

=supT;.

iel

Tma:c

Entonces 7, puede ser finito o + . Definimos las funciones {u, w} sobre [0, 7,,,,) por
{u, w} = {u,, wl-}, si te [0, T}],ie I.

Esta funcion esta bien definida por la unicidad en cada intervalo [0, 7;]. Esta solucién es llamada
solucién maximal de (P).

Ademas de todos estos argumentos tenemos lo siguiente, ver [12], si {u, w} es una solucion
maximal del problema (P) entonces sélo una de las dos opciones siguientes es satisfecha:

Al) Tmax = £
Ay) Ty <+ y €n este caso

im (@2 g+ e Ollgy + ot Oll 2+ Oll iz + [P O gz + e @Oy =

max

Es obvio que si satisface 4, entonces {u, w} es una solucién global. En el segundo caso 4,,
decimos que solucion {u, w} explota en tiempo finito.
Para el segundo caso 4, el limite necesariamente explota, pues si existe una sucesion (/;);

tal que cuando 7; — T, » entonces existe una constante N > 0 tal que
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e |2+ [[wee)] 2 [P @)

¥ "Wt

”u(tf)"HzﬁH' " i )“H' H nHE

H'_
Entonces definimos el conjunto
e{(5)er o) Lar ) (5o )L IR =2
w i,(0) w(t;) w,(0) wy(t;) iy

donde R 21, N. Tomando (u(z;), u,(¢;)) y (w(t;), w,(¢;)) como datos iniciales, encontramos una

=

unica solucion {ﬂ < vD} definida sobre un intervalo [0, 5], con § dependiendo sblo de R. Juntando
{u, w} con {ﬁ, v’&} obtenemos una solucién local de (P) definida sobre [0, Z +§]- Para un j sufi-

cientemente grande, f; + & > T, , y esto es imposible, pues [0, 7,,,, ) es el intervalo maximal de

solucioén.

De esta forma, para demostrar la existencia global de solucién del problema (P) es suficiente

mostrar que 4, no sucede, para lo cual obtendremos estimativas a priori de la solucién {u, w} .

Teorema 6.1 Sea T <7, , considerando {u,w} la solucion maximal del sistema (P) sobre el

intervalo [0, T], entonces existe una constante M (T) >0, de cardcter exponencial, tal que

vie[o,T],

e @l sy + e @l gy + ot Oll 2 + IOl g + e Oz + wa Oy < 1D

La demostracion del Teorema 6.1 sigue de los Lemas 6.1 y 6.2 que a continuacion enunciamos
y demostramos.

Lema 6.1 Con las hipotesis del Teorema 6.1, existe una constante M (T) >0, tal que
e Ol + Nl Ol 2 + P Ol gz + I O]y < M), V2o, T].
Demostracion. De la definicion de solucion fuerte, tenemos

s 9+ ([ + L0002 ] 8, ) =0, V9 e H,
Wos W)+ Wagg s W) + Wy s W) + (W (y + 2 (0,)"), w,) = 0,V € H.

Derivando las ecuaciones con respecto a ¢ y después tomando ¢ =u, y v = w,, tenemos

"”ﬂ” + (U + WyWyy, ) =0,

I
2 di “ ”" 2dt " Wl + 2 d

2 dt
(6.41)
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1
+ (w.tt (ux * E(Wx)z): wltx) + (Wx (urx + wxwx:)ﬂ wxlt) = O (642)

Observacion. Una demostracion més rigurosa de (6.41) y (6.42) puede seguir el siguiente camino,

* Considerar las ecuaciones del sistema (P) en los tiempos ¢ + & y ¢ — /& respectivamente y tomar
la diferencia.

*  Dividir por 2h, tomar el producto interno con u, y w,, respectivamente y tomar el limite cuando
h converge a cero.

Sumando ambas ecuaciones (6.41) y (6.42), y observando que

(Wi (U + Wewy, ), Wy ) = (U, + W Wy, WW,)
1, o 1
(gt + = (0", Wie) = (1t + (0 )2, Wyx Wyy)

entonces tenemos

1 d }.d
EE”“H” S {”WHHZ +wiell” + "WrxxHZ} ¥

(6.43)

| g
+ (g + WeWyy, Uy + WeWyy) + (uy + E(Wx) s Wi Wy) = 0.
Estudiemos la expresion
L> . 5
X = (Uyy + WeWyps Uy + WiWyyy ) + (W (0 + E(Wx) )> Wi )-
Sumando y sustrayendo w,,w,, , dentro del primer producto interno de X, tenemos
d 1 2
X = (-d_t(uﬂ + W Wy ), Uy + WeWy) = (g + WyWyy, Wy Wy ) + (u + E(Wx) s Wi W)

Ahora consideremos la expresion

1 2
Z = _(uxt + W Wy Wy W) + (U, + E(Wx) s wttxth)'

Sumando y sustrayendo a Z la expresion (u,, + w,w,,, -%-(wxf)z), entonces

d 1 7 1 2 3 2
VA :;‘r;'(ux T E(WX) P "2'(wx:) )'_"i(uxt T W Wy, (th) )

Colocando este resultado en X, tenemos que

d d 1 1 2 3 2
b (E(ux, +WoW,),s Uy + WoWy) + EE(M" % 5(wx)2 , -E(W,,,) )~ E(ux, + wowy, (W )?).
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Observemos ahora que

=>= 2 g + wow + (u + (w) (we)?) - (uxf+wan,<wﬂ>2)

Por lo tanto, volviendo a (6.43), con este resultado para X, tenemos

14d 1d
ggwm%——MMW+meHMA1+
1 d
+ ——"uﬂ + w er" + (u +—-(w ) (sz) ) — (uﬂ + W, Wy, (wxl)z) =il

2 dt

Integrandode 0a¢ < T,

1 4
5 el + el + Pl + ol +

1 2 1 1
! E "uxt * wxwx1||2|0 ey -2- (uI ¥ _(M"x)2 2 (wxf)2)|; -

3
:5 L;(ux, + W, W, (W r) )ds.
Definamos:
1
szmwfwwW+mewmmﬂ+
1

+E|luxr T ww xt" i (u +""( ) ’(wx!)z)‘

Entonces,

1 1
(R B O

=‘%(u, +%(w,)2,(wx 2

Sobre el Gltimo término, para £ > 0,

(uy + (W) e )?| < [lux + (W)

oI+ £ ewarf
2 xt

1
u, + E(w,)

)| szl—g ¥

Como la energia es constante y usando los resultados de productos de funciones de espacios de
Sobolev enunciados en la seccion 4, tenemos

1 1 £ 1 &
(s + 5000, 00| € 5= BO) + 2 [Wall s Wl < 5B+ ZEO |l

Por lo tanto,



1 i
0= Ll + ol Il + P} = s+ P

1 £
<= E@ +ZEO [w,;-
luego
1 &
_ _2;:_ E(0) - EE(O) "Wf"Hg

1
# = all + ol + il + el + 2 s + o < 0%

™o | =

1 1
< Ll ol Il + P} 2 B+ o

1 £
+—E(0) + =E(0 .
2 B0+ ZEOw
y paraun g suficientemente pequefio, entonces existe una constante C > 0 tal que

1
e C{ ol + Iwall” + [ + "Wm"2} e b + womal <@ (6.45)

Volviendo a (6.44) y por la definicion de 0, tenemos

o) = % [l (g + oy, (w Y dis + 0(0).

y usando (6.45), se tiene que

1
C{"”n”2 il + el + IIWmllz} g e + || <

S% L; (g + WeWy, (wx,)z)ds +0(0) + CE(0). (6.46)

Observemos,

[

1 1
(U + Wy Wy, (sz)2)| = “ Uy T wxwxr""(wxr )2“ = 3 " Uy + W Wy ”2 + El

Entonces, por los resultados de productos de funciones de espacios de Sobolev, y como la energia es
constante, tenemos

1
I(uﬂ + W Wy, (th)2)| < E ” Uy, + wxwx,"iz + CE(0) "w, “i{& . (6.47)
Por lo tanto de (6.47) en (6.46), tenemos
1
C{Iluullz #wll + Pl + Ipvee } +5"”xr [ <

1
% j;(E gy + wewyl[2 + CEO)||; ||i§) ds + 0(0) + CE(0).
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Sea C, = Q(0) + CE(0). Entonces existe una constante C > 0 tal que
ol + Il + il + e + i <
<C I; ”uﬂ + w,wy, Hiz ds +C I; “wf"i(& ds + CC,
Luego, por la desigualdad de Gronwall,
el + ol + Iowillz + ltas + wimwa P < CCo exp@). (6.48)
Por otro lado,

(4 )* <2y +wewyy ) +2(wwy, ).

Entonces,
L 2 L 2 L 2
Jo a)? dx <2 [y +wowy ) dx +2 [ (w,w,,) dx
Luego, de (6.48) y de los resultados de productos de funciones de espacios de Sobolev,
L 2 2 2 2 2
.[0 (uy ) dx <Cexp(T) + C"lelyé "th"L?- <Cexp(T) + C“w"Hg "wf"HJ, :
Entonces como la energia es constante, tenemos

[ () dx < Cexp(T) + C(EO).

luego de este Gltimo resultado y de (6.48), tenemos la existencia de una constante M (7) >0 de
caracter exponencial, tal que

2 + ||u!"12‘{3 + "Wft”ir; y ||W:“i1§ < M().

Con lo que queda demostrado el Lema.

Lema 6.2 Si se verifican las hipdtesis del Teorema 6.1, entonces existe una constante M (T) > 0,

tal que

el 2 gy + I Olgs iz < M(T), W2 [0, T].

Demostracion. De la ecuacion inicial, para las oscilaciones longitudinales, tenemos
o 1[ 2] I7
Uy = — Uy 2 (wx) x & 4

tomando la norma de L* aambos lados, entonces por el Lema 6.1 y de los resultados de productos de
funciones de espacios de Sobolev



leallz =lleell 2 + Clhwmeell o < M@ + Clwl gy Il 2 < M) + Cw,

De donde deducimos que

ledl? . M (T) + CE(0). (6.49)

=<
NH}
Por otro lado, para la variable w, de la ecuaci6n inicial, tenemos

(Wxx ] lly)cx) . (—WH E W) + (_wx!: > Wx) + (_wx (u.x + _;_'(wx)z Wx )) vw € H02 .
Sea, g = w, (u, ++(w, )*), luego como mostrado anteriormente, existe g tal que

(Wxx9 ')Vxx) = (—W“, W) + (_thts Wx.) & (_ga !//) + (_gx: Wx)s VW € Hg

Luego
(Wxx’ Wxx) = (_wtt’ '—g? W) it (_th[! mg—xv Wx) VW € Hg

Como —w, — § e H}, entonces por interpolacion
IIW”H3HH§ = "—Wu - g'"Hé .

y de la definicion de g, tenemos

”W”H]nHé 5 IIWH“H{} * ||g"L2 g

es decir

vl sz < oll gy + [P s + g(wx)z

Lz'

Usando los resultados de productos de funciones de espacios de Sobolev tenemos

1 2 1 2 1 i
w, (u, +5(wx) " SC”WIHH‘,’ U, +5(wx) ’ < CE(0)? E(0)?.
Por lo tanto se tiene que

Iwllzr2 2 < M (T) + CE (0) (6.50)

Luego de (49) y (50) se obtiene el resultado enunciado.

7. Unicidad de solucion

En esta seccién demostraremos que la solucion global del problema (P) es tinica. Para este
objetivo haremos uso de estimativas directamente sobre las soluciones, es decir usaremos el método
de la energia.



Sean {U,W} y {V, Z} dos soluciones globales y fuertes del sistema (P) para los mismos

datos iniciales, es decir, dado 7' > 0 definiendocomo u =U -V y w=W — Z, tenemos que satis-

facen para todo ¢ Hé y para todo i ¢ Hg

Uy, @) + (uy . 0,) + 27, = (2,0, 0,) =0,
Wi s W) + W > W) + W, W) + W (U, + 2070 - 2.V, + 1(Z)7) ,w,) =0,

Sea ¢ =u, e yw =w, e integrando ambas ecuacionesde 0 a #<T, tenemos

ol foee = =2 [ (07)* = 20% ) s,

el + ol + el = =2 [ W, + 207,07 + 2,7, + 2200, ) ds (75D

Analicemos las siguientes expresiones en (51).

Sea
Xy == [ = (Z), uy)ds.
Entonces de la integracidén por partes, tenemos
t.d
X == - @) uly + [ ) = (2, u)ds.
Como u(0) =0, entonces
2 2 t.d 2 2
X, ==(W) = (Z,), u,) + jO(E(Wx) ~(Z,)*, u,)ds.

De la desigualdad de Cauchy - Schwarz y para ¢ > 0,

1 2 ¢ 2 1|l d 1 2
X1S~2-;||(Wx)2—(2x)2' +E"u"“ +5j0 E(;/Vx)z_(zx)z ds + Jollsll“ds.  (7.52)

De la expresion anterior, por los resultados de productos de espacios de Sobolev, tenemos

|owy? - @< clw, -z a7 + Z|lp <
< Clwellz (W Nz +1Zlz ) = C (W llgz + 120 ) || [ wee sl 2 <

L
2

< C(I g +1zlliz) Iy Iwall z s < C 07z + 121z )72 [ ol )



Por lo tanto tenemos

1 2
oy @2l <cwilag +Wzlg ) 7 [ oz as.

Luego por el Teorema 6.1 existen constantes M, (7)) > 0 y M, (T) > 0 dependiendo de T tal que

Por lo tanto tenemos
1 2 2
— |7 - @2z scan@ + @) 7 Jj el s (7.53)
Por otro lado, de (52), la expresion
d
— () = (Z)") =200 Wy = 2,2,) =20, = Z,) W + 22, Wy, = Z,).

Entonces por los resultados de productos de funciones de espacios de Sobolev, tenemos

1 7% - |2 < Clwalls ll 2 + CNZell g el -

Luego por el Teorema 6.1 existen las constantes M;(T)>0 y M,(T)> 0, dependiendo de 7, tal

que

[}, ds < M2(1) [ Iwll2 ds + a2 @) [ [lw| 32 s (7.54)

L; "-37 (Wx )2 n (Zx)z
Por lo tanto de (53) y (54) en (52)

X, < C (M, (T) + My(D)T [, |Iwes72 ds +
1
2l + 247 @) [olbwilly o + M3 folwallz ds + 5 ol a5 59)

Luego, de (55)en (51) y paraun ¢ suficientemente pequefio, tenemos la existencia de una constante

C > 0 tal que

ll |I* + I[u"ié < C(M(T)+ My(T)?T j;||w,||§{0, ds +
1
+ CME(T) fc;"“’"ifg ds + CM3 (1) [\ |lw, Mf{g ds + = jgllun?{é ds. (7.56)
De la segunda ecuacion en (51),

Uy + ST = 2oy 45 w) S

7.57
<[P W+ 5 ) - 20 +5 @Dl .
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Sea
X, =W Uy 45 00) = 2,0 + 22 = WU, = 2V + (@) - (2.))
=, -VI)W, +(W,-Z)V, +%(Wx —ZYWW) + W, Z, +(Z,))

— U, 4w+ 2w () + W2, + ()

Entonces, aplicando los resultados de productos de funciones de espacios de Sobolev, tenemos

"XZH s "ux"L2 "Wx”._ﬁl + nwxllﬂ1 "Vx “L2 %
+ "wx"L2 (”(Wx)z”H' + “szx”H‘ + |(Zx)2

)

Luego, por el Teorema 6.1 existen M;(T)>0 y M,(T) > 0, constantes dependiendo de 7, tal que
2 ”L2 s ””-\r"[,2 M\(T) + "wx"f[‘ M, (T) + C”wx"L’- M\ (T)M(T).

Luego de este resultado en (57), existe entonces una constante C > 0 tal que

_(Wx(Ux & %(Wx)2 ~Z, U, + %(zx)z), wx,] <

<CMX(T) Ilullir(,] +C M2 (T)Ilwll‘;g + CME(TY)M? (T)Ilwn;g o C"w,“i{é. (7.58)

De (58) en (51),

P+ Il + el < 2@ [l s +

M3 (D) [yl ds + Cb3 (@) M3 ) [yl dis + € [y . (7.59)

Sumando los resultados (56) y (59), y considerando C(7) una constante genérica, tenemos

2

w2 SCD | el s +

Jee|[* + "“"i;; +|w, [|1H[1] +wl

+C(0) [l ; ds + € () [lull, ds.

Por lo tanto existe una constante C(7') > 0, tal que

2

el + el + oy + Il < M {||u,"z #lhlly + [y + I }ds.



De la desigualdad de Gronwall se sigue que u = 0, w = 0. Por lo tanto la solucién global del sistema
(P) es unica.

Observacion: Usando el mismo método por el cual mostramos la unicidad del sistema (P),
podemos demostrar que la solucién depende continuamente de los datos iniciales. Ante esta propie-
dad, podemos decir que el sistema (P) es un problema bien puesto en el sentido de Hadamard para
soluciones fuertes.

8. Observaciones finales

Una pregunta inmediata seria sobre la existencia de soluciones débiles para el modelo
estudiado, éstas se obtendran por argumentos de densidad.

Podemos también considerar una distribucion de temperatura desconocida sobre la viga, aco-
plado al sistema (1), actuando directamente sobre los desplazamientos verticales, usando las mismas
técnicas usadas aqui, es posible mostrar la existencia de soluciones para el modelo termoelastico.
Asimismo podemos mostrar que este modelo se aproxima de forma débil a un modelo de viga
termoelastico de Timoshenko. Sin embargo estd en abierto encontrar una condicion necesaria y
suficiente para que esta convergencia sea fuerte en la norma de la energia.

Considerando términos lineales de disipacion actuando en todo el dominio (viga) en el modelo
(1), obtenemos un sistema no lineal de viga disipativo, haciendo uso del mismo método abordado aqui,
mostramos que el problema tiene solucion tnica, con técnicas de perturbacién de la energia podemos
mostrar la estabilizacién exponencial de la energia y con los resultados de aproximacién débil obtene-
mos la estabilizacién de un modelo disipativo de viga de Timoshenko.
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