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Introducción
En este trabajo probaremos la existencia de soluciones ultradébiles del sistema

(*)

(Pu e 1
-, - a(I)!lu + A--(I/) = ° en º
8,- A'
0/1
--::::-=g
ay

l/(x,O) = o, ~: (x,O)

en L

en {1

donde {1 es un abierto acotado de IR n , bien regular, con frontera F; T >0,º = Qx]O, 71, L = fx]O, 11 a(t) 2: a" > 0, VI E [0,1'], Q E e '([O, T]),

gEL2('L), A>O

Lions [2], resuelve el problema de hallar las soluciones ultradébiles de (*) con

a(t) = 1, mediante un método directo, ya que no es posible en situaciones no lineales de

este tipo, aplicar el método de transposición

En diversos problemas de control óptimo el operador asociado al sistema (*)

depende del tiempo, por lo que, a nuestro criterio, es de suma importancia el estudio del

sistema (*)

Es de resaltar que el método estudiado es aplicable al sistema
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o '
u(x,O)::: 0= -(x,O), QI

Siendo ou la derivada conormal asociada ~I operador A(t)u::: -L~(afi(x.t) (11)
~A ~ ~

1.- Preliminares

Con (.,.), (.,.)r denotaremos los productos internos en Ll(O) y L'i(f)

respectivamente, l. I indicará la norma en Ll (O) Y l. I ,la norma en LP (0).
P

Teorema 1.1 (Del trazo). Sea O un abierto acotado, bien regular de IR" ,de frontera

r. Entonces existe una única aplicación

Yo: HI(O)~L2(O). lineal y continua

tal que Yo q> = % ' Vq> E D(n). Además Nu(yo) = H~(n)

Dern. : Medeiros - Rivera [3].

2.- El resultado Principal

Teorema 2.1 Dada g E L1(E) , el sistema (*) admite una única solución ultradébil u

tal que:

(2.1) u E Loo(O,T;L2(O»)IlL4(Q)

~2.2) f;u(s)ds E L"'(O,T; H1 (n»)

Demostración
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Hagamos

(2.3)

y consideremos el sistema

(24) 011' f'
(!y = g¡ = og(s)ds

11'(0) = 0= 11"(0)

en L

11''' - a(!)t.w + f'a'(s)t.l\'(s)d~ = O en 0.Ju -

en n

Resolveremos (24) usando el método de Galerkin

Sea {v¡,I'2'. \'"" ... } base de H¡(n) y consideremos

¡.~.,= [II'¡, \1'2, .... ,11'".] el subespacio generado por [\'¡, \'2, ... , v,,,}.

Buscamos 11'", de la forma:

",
11' (/)='h 11)\'"' L- JfII \ }

J=¡

donde los hJ", están determinados por el sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias

(2 S) (11'"." , v,) + a(J)(Vwm, Vv,) + (M(!), ", ) + A( (m'»), ",) = a(J)(g¡"" ",)r

g¡m ------tg¡ en [2(E)
,

(2,6) wm(O) = 0= w., (O) = O,

donde

(27) M(t) = f~a'(s)t.w,J\')dS

Por el teorema de Caratheodory existe una solución de (2.5)-(2.7) en el intervalo

[O, Tm[. Las estimativas a priori permitirán extender la solución al intervalo [0,11

independiente de m.
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Estimativa a Prlori:

Multiplicando la ecuación (2.5) por h;",(/) y sumando de j = l a j = m,

obtenemos:

: {lw:,,(/t + a(1)IVII'",(1)1
2
} + 2Ajw:"I:

= -2( M(1), W~,) + O' (t )IVlI'i + 20(1 )(g,.l\'~,)r

Integrando de O a ( y usando (2.7):

(2.8) Iw~,(t)12 + 0(t)IVwm(t)1
2 + 2A 1Iw~(s)l:ds

= -21 (M(s), 11';"(s) )ds + 1a' (s)IV\\'m(s)1
2
ds + 21o(s)(g'm(S)' W~(S»)r ds

= -2(M(t),l1Im(t»)+ 21(M'(s),H'm(s»)ds+ 10'(s)IVwm(s)1
2
ds+

~
1, 1)

Acotemos los términos 1/

Acotación de 1,:

11,1 = I(1a'(s)~wm(s)ds, Wm(f»)1 s

s (110'(S)IIVwm(S)lds)IVwm(t)1 + ( 110'(s)'lo;m (S)lr ds)¡wm(t)lr

Aplicando el teorema 1.1:
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Acotación de '2 .

Del teorema l. I Y notando que

resulta

-, Acotación de '3 :

donde
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e(J -= fI/¡./.I; .10'(,\')1
.IElu.! ]

1~I/l(~) o 1~11/m

y e" I '" 1.2. .7 dependen. según el caso únicamente de

Las acotaciones (2.9). (2.10) Y (211) en (2.8) implican

siendo ku Y k ; constantes independientes de fII.

De (2\2) resulta

(213) (11';,,) acotada en L"'(0.í.L2(0»)n L4(Q)

(214) (\7l1'lII) acotada en L"'(0.í.L2(0»)

De (213)

(2.\ S) (wm) acotada en Loo
( 0, T, L2 (O»)

En consecuencia:

(Wm) acotada en L"'(0,1',L2(0»)

(w;,,) acotada en L"'(OT;L2(0»)nL4(Q)

Esto implica la existencia de una sub sucesión aún denotada (\VIII) tal que

(2.16) \-t'm~\V en L"'(O, r,H1(0»)

.
en L=(0,T;L2(0»)W);n~W'

(217)
W;tI~lV' en L4(Q)

De (2 16), (2 17), (2.6) Y teoremas del trazo se sigue que w es solución del sistema

(2.4), en la clase:

(218) wELoo(o,T;H1(0»)

(219) W' EL"(0,T;L2(0»)nL4(Q)
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La igualdad (2.3), (2.18) Y (2.19) implican la existencia de la solución ultradébil de

(.) satisfaciendo (2.1) Y(2.2). La unicidad se realiza de manera standard.

Obs.- Se demuestra que para 'J.... = O, la solución 11 de (.) definida por u = Ow coincide
al

con la solución definida por transposición (ver Fuentes [1]), cuando g E [2 er.).
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