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Introduccion

En este trabajo probaremos la existencia de soluciones ultradébiles del sistema
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donde Q) es un abierto acotado de R ", bien regular, con frontera ['; 7> 0,
Q=0x10,T], Z=Ix)0,7T, a(t)za,>0, ¥t €[0,7], acC'([0,T],
gAY, Al

Lions [2], resuelve el problema de hallar las soluciones ultradébiles de (*) con
a(r) =1, mediante un método directo, ya que no es posible en situaciones no lineales de
este tipo, aplicar el método de transposicion.

En diversos problemas de control éptimo el operador asociado al sistema (*)
depende del tiempo, por lo que, a nuestro criterio, es de suma importancia e estudio del
sistema {*)

Es de resaltar que el métode estudiado es aplicable al sistema

" Este trabajo fué financiado por ¢l Consejo Superior de Investigacidn en el afio 1997
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Siendo K. 4 la derivada conormal asociada al operador A(r)u = -—Z-—a-(aﬂ- (x,t)?—"—]
ay A &f a-f

1.~ Preliminares

Con (.,.), (,.); denotaremos los productos intenos en L*(Q) y }I)

respectivamente, | . | indicara lanormaen I*(Q) y |. |, - 12 norma en L7(Q).

Teorema 1.1 (Del trazo). Sea ) un abierto acotado, bien regular de R ", de frontera

I' . Entonces existe una Unica aplicacién

Yo:H HQ)—— I2(), lineal y continua
tal que y,¢ = % , Vo € D(Q). Ademas Nu(y,) = H)(Q)

Dem. ; Medeiros - Rivera [3),
2.- El resultado Principal

Teorema 2.1 Dada g € I>(Z), el sistema (*) admite una Gnica solucién ultradébil u
tal que:

@.1) uel”(0.T; Q) L(Q)

(22) [{u(s)ds e (0,7 H' (@)
Demostracidn
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Hagamos

(2.3) w(r) = J;H(.\')d.\'

y consideremos el sistema

w' —a(nNdw + J‘l:a‘(.\')Aw(s)d\‘ =0enQ
MW ‘
(2.4) % = J‘ﬂg(x)ds en X

w(0) = 0= w'(0) en Q)

mmO&.Q%"LU)gm%

Resolveremos (2 .4) usando el método de Galerkin
Sea foon, . Voo } base de H'(Q) y consideremos
V.. = [wag,... . w,.] el subespacio generado por [v,,v,,.. ..V, }.

Buscamos w, de la forma:

m

“'IH(’) = Zh[lﬂk‘r)\u

=1

dondelos A, estan determinados por el sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias

@5) O, )+ a()(Vw, Vv + (M@0, + 2 (') v,) = a (g, v e
Sim—8 enLl(T)

26  w,(0)=0=w, (0)=0,

donde

(2.7) M(1) = j;a'(smwm (5)ds

Por el teorema de Caratheodory existe una solucion de (2.5)-(2.7) en el intervalo

[0,T [. Las estimativas a priori permitiran extender la solucion al intervalo [0,7]

independiente de m.
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Estimativa a Priori:

Multiplicando la ecuacién (2.5) por h),, (1) y sumandode j=1 a j=m,

obtenemos:

d .
E{lw;"(;)[’ . u(.r);vwm(:)f} £ 20wy’

= =2 M(1),w},) + @' (O|Vw,|* +2a()(g,w,),
Integrando de 0 a ¢ y usando (2.7):

28) w0 + a]Vw, () + 20 [ (5)f s

-2 E(A!(s),w:n (s))ds + La'(s)[Vwm(s)|2ds +2 La(s)(g,m(s),w;"(s))rds
= -?.(M(1),wm (!)) +2 E(M' (s),wm(s))ds + La'(s)|Vwm(s)|2ds +
h h rA

+2 .Ea(s)(g]m(s),w:"(s})rds

13

Acotemos los términos /,

Acotacion de /1 :

<

|1,| = ‘( La’(s) Awm(s)ds,wm(r)]

< ( _Ela’(s)[tim(5)|ds)[Vwm(t)l + [ L[a’(s)[ %"Yﬂ(s) ds]|wm(t)|r
r

£ co( L]VWM(S)IG'S)WWMU)I 4 cl(|g,|11m|wm(r)|r)

Aplicando el teorema 1.1:
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(29) ||s Cu(.mV“'...(-“)‘d"j'v“'m(’)I + “I(L""llx,’(t))(LZl"':r:(“)l‘!'" + |Vwm(r)|)

Acotacion de /,

12 = [ (a0, 520, ()] 5

< [l @V, (o ds + [ ()], ()w,, (5)], s

< CUJ-J\"WJ"(S)l? ds + (."(lgll.!} (E))[J;[tl',,l (\)I:d;) 1

2

Del teorema 1.1 y notando que

[iends < 7 [, &) dets = Tf -8, @) de < 77 [, ) o

resulta

12

{2.10) |1'2| < COJ.[:|Vwm(S)I2d.\' + c4(]g,|L:(S))(J;|ll';,(.s‘)|zd9+ _‘:|Vu'm (s)|zd.s)

" Acotacion de /5.
F2.11)
¥

] =

a(1)(g,,(1).w,, (1), - L;a'(s}(glm(x), W, (5)),.ds - I(:a(.s)(g;,,,(.S'), wm(s))l_ds{

< sl o e s [ 0)) + s o ] N+ [P, ] "+
e [ua o+ 9wato)

donde
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= q;b;_\-l_ﬂu'(s)[ y ¢, t=12 .7 dependen, segun el caso anicamente de
RX= RVN

L“yi."(:,) & lgl'f’(};;

Las acotaciones (2.9), (2.10) y (2.11) en (2.8) implican:
(2.12) |u':"(.r)|J + |'\71;"H(.f)|2 +J:]w,'”(s)jj ds < kg + klj'(:(|u',’"(.\')|2 + |V\l'm(.\')]2)d.s'

siendo &, y k, constantes independientes de m.

De (2.12) resulta:

(2.13) (w;,) acotada en 1°(0.7.12(2)) ~ L (Q)
(2.14) (Vw,) acotada en L‘“(O, T,LZ(Q))
De (2.13)

(2.15) (W,,,) acotada en L"(O, T,LZ(Q))
En consecuencia;
(“',,,) acotada en L”(O, T, 1?2 (Q))

(w;,) acotada en L‘”(O, FLEE (Q))m I0)
Esto implica la existencia de una subsucesion atin denotada (w, ) tal que:

(2.16) W, ——w en L7(0,17.H' ()

Wl ——w' en L‘”(O,T‘,LZ{Q))
(2.17)
w!, —w' en L'(Q)

De (2 16), (2.17), (2 6) y teoremas del trazo se sigue que w es solucion del sistema

(2.4), en la clase:

(2.18) we L"’(o,r;H'(Q))

(2.19) w' e 17(0,7: 12 (Q))  L1(Q)
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La igualdad (2.3). (2.18) y (2.19) implican la existencia de la solucidn ultradébil de

(*) satisfaciendo (2.1) y (2.2). La unicidad se realiza de manera standard.

Obs.- Se demuestra que para A = 0, la solucién u de (*) definida por u = ? coincide
l

con la solucion definida por transposicion (ver Fuentes [1]), cuando g e E(E)
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