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1. INTRODUCCION

En el presente trabajo, caracterizamos la presencia de singularidades
dicriticas aisladas en foliaciones holomorfas de dimensién uno, en funcién
del primer jet no nulo del campo vectorial holomorfo que define la
foliacion. '

Sea 4" una variedad compleja de dimensién n (el lector interesado
en conocer detalles de la teoria de variedades analiticas y de las funciones
de varias variables complejas, podra consultar (6) y (8)) y consideremos en
ella una foliacion holomorfa singular de diménsién uno. Con esto
queremos decir que en un punto pe 4", la foliacién es generada por el

campo vectorial

Z= ZA,-;;, Ai € O,p 1<i<n, mcd(A,.. A =1

donde 0, es el anillo de los gérmenes de las funciones analiticas en p. En
lo que sigue, denotaremos a esta foliacidn por #z y las funciones 4, serin
llamadas componentes de Z.

Sea (U, #) una carta de " alrededor del punto pe 4" tal que ¢(p) =

0, luego 4,4 es una funcién holomorfa de varias variables complejas en

una vecindad del origen y por lo tanto ella tiene un desarrollo en series de

potencias dut =T, S
k20

donde los 4' son polinomios homogéneos de grado k de n variables

-complejas. El orden de A;4™ en 0 es por definicién, el minimo nimero

entero v; tal que 4 =0 Vk <v,y 4’ =0. Se demuestra que el niimerov; es

independiente de la eleccién de la carta (U, ¢), por ésta razén denotaremos

vi= ordp(Ai). La multiplicidad algebraica m,(Fz) (o m,(Z)), de ¥ en el



punto pe A", es el minimo de los ordenes ord,(4,). Diremos que p es un
punto singular de ¥, si m,(Z) 2 1, caso contrario, decimos que p es un punio

regular. El conjunto de todos los punto singulares de la foliacion sera
denotado por Sing(F,).

Sea E-: W" - " el blow-up con centro en el punto pe Sing(F,),
entonces existe una inica manera de extender el pull-back E*(F; - {p}) a
una foliacion holomorfa singular F>* en una vecindad del espacio
proyectivo CP(n-1) = E'(p) ¢ ~" con conjunto singular de codimensién
>2. En este caso, decimos que F;* es la trarnsformada estricta de &, por E.
El punto p es una singularidad no-dicritica de F;, cuando E t (p) es
invariante por F;*esto significa que el espacio proyectivo es union de
hojas y singularidades de #,* Caso contrario, el punto p es llamado
singularidad dicritica. El conjunto de las foliaciones holomorfas de
dimension uno en 4" con una singularidad dicritica aislada, sera denotado
por @". El resultado principal de este trabajo, establece que la presencia de
una singularidad dicritica aislada queda detectada por la forma del primer
jet no nulo del campo Z.

2. BLOW-UP EN UN PUNTC

Este concepto es bien conocido y existe mucha literatura al respecto,
lo que presentamos en esta seccion es un breve resumen de los principales
conceptos y propiedades. El lector interesado podra consultar (2), (3), (5) y
(7) para mayores detalles. El transformado (C")* de C” por blow-up en el
punto 0 es la adherencia en C"x CP(n-1), del grafico G de la aplicacion de
paso al cociente:

C'-{0} - CP(n-1); z— [z]

Ella es una variedad holomorfa : si y?: Ut - C"' designa las cartas

- : 5 : z
candnicas del espacio proyectivo, W = (y{,...,)«‘j_,,yj’d,...,y’”), /=2 las
A
J

aplicaciones:
@y") - (CY*n(C xU) - CxC"'

Constituye un atlas de (C")*. En estas cartas, la restriccion E . (C")*
— (" de la primera proyeccion, se llama aplicacién de blow-up y su
expresion en coordenadas, es:
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E(zj’yO)) = (ZI'V]" “““ z}-y:-l ‘zj '“f}’:i ] ‘”“zf.},::)

El divisor excepcional E'(0) se identifica a CP(n-1) y claramente E
es un isomorfismo de (C")* - CP(n-1) sobre C" - {0}.

3. SINGULARIDADES DICRITICAS EN DIMENSION DOS

f
d.z,
holomorfo definido en una vecindad U del 0 ¢ C’, el cual es un punto
singular de Z. La ecuacion diferencial ordinaria generada por Zen U es

o J ;
Considérese Z(z,,zz)'—"A,(z,.zz);?—; +Ay(z,.23) un campo vectorial
|

dz
;TL = A}(Z},ZQ)
dz
?;: = Ax(z1,2)

Suponiendo que my(Z) = v, tenemos

dzl e v vel
i A'(z,2,)+ A7 (z,,5,) + oo
dzl sa v vel
—dT = A4,(z,,2,)+ A, (z,,2,)+......

Sea U; = {(z,2,) €Uz, 20} y U, = E'(U)), donde E es el blow-up
centrado en el origen de C°. En ), introducimos coordenadas (y,,y,) y en

esta carta, E se expresa como E(y;,y2) = (¥1, y1y2), y el pull-back de Z por E
es

E*Z = A,E a _'_A,E-ylAlE a
a.y, Y o.y,

de donde
AlE(Lyd =y AT Ly,) + 97 47 QLyy )+

E—y E . . .. vl 4v+l L
Aj—y—ﬁ”(y;,yzﬁy. (4 (L) =3y )]+ (47 W) = 3 A ()]
]

Definiendo el polinomio homogéneo de gradov +1:
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P,..|(Z;.Z_1) = :,.,4;'('2,,23) + z; /flll (Z,.Zg)

i

se observa que se presentan dos casos:

Caso 1. Py.(z,.2:)= 0. Podemos dividir por vy y considerar el campo
p 1 Y F

- -

. E
vectorial
»

el cual induce en /), la ecuacidn diferencial ordinaria

dyl v 1 el
HdT = A (Ly,)+ rl[ AT (Lw)+. ]
a!)‘.' vl v+l vl el
e A} “'-."z ) =) -4| (L)"z) + }':["fg (]-}'3 ) =) -41 (].}’3 )* 5 ]

dar

Se deduce inmediatamente que la foliacion en U, tiene
singularidades aisladas en los ceros comunes de los polinomios 4, (1,y;) =
0y A" (Ly,)=-»4""(1,y,)= 0. Ademas ésta foliacién es transversal a la
recta proyectiva y; = 0, en todos los puntos en donde 4’ (/,y,)=0.
Trabajando en la segunda carta del blow-up, se llega a resultados similares.

Cuando se presenta éste caso, decimos que Oe C’ es una singularidad
dicritica.

Caso 2: Py .i(z,,z2) #0 Ahora solo podemos dividir por y;~' y considerar el

... E*Z s g . ;
campo vectorial — - el cual induce en U, la ecuacion diferencial

Al
ordinaria
dy "
2=l
dy, g Ve
d};': - ‘D“-r(l:}”z)‘*)’i[’qz (Lyy)+ A7 Ly ]

También en este caso, la foliacion inducida en U, tiene
singularidades
aisladas, en los puntos (0,y;), en donde los y; son raices del polinomio
Py +1(1,y2). Observe que la recta proyectiva y;, = 0 menos las
singularidades es una hoja de la foliacion.

Los detalles de los resultados obtenidos en la presente seccidn, el
lector los podra encontrar en (3) y (4)
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4. EL RESULTADO PRINCIPAL

A continuacién nosotros generalizaremos los resultados obtenidos
en la seccién anterior a campos vectoriales holomorfos en dimension
arbitraria (finita). Sea % " una variedad compleja n-dimensional y
consideremos una foliacion holomorfa de dimensién uno #; sobre M ".
Supongamos que p e M"
sea una singularidad aislada de ¥ ;. Denotemos por z = (z),...,z,) las
coordenadas locales de una vecindad de p en M " tal que p = (0,...,0) eC".
En estas condiciones, F; es generado por el campo vectorial holomorfo

P C a
Z=>4 7

1=

Si m,(Z) = v, entonces las componentes 4, de Z tienen un desarrollo de
Tayloren 0 € C”

A= 4, I<isn (1

kv

donde los 4; son polinomios homogéneos de grado k.Este campo vectorial

induce, sobre una vecindad del 0 e C” el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias:

d
d_:;" = ZA:(ZI’ZZ 1--‘!zn)

kav

d:
ﬁ= ZA:(ZI,ZZ,,..,Z")

kzv

.................................

LS o)

_ En el siguiente Teorema, probamos que la condicidn de que p sea
una singularidad dicritica de F; puede ser caracterizada en términos de los
polinomios 4" (1<i<n),i.e. de J;(Z): el Jet de ordenv de Z en el origen.
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Teorema.- Con las notaciones anteriores, las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) Fz e D",
b)z4.-zA4. =0, V 1si<jsn
c) 3P,_, polinomio homogéneo de grado v—-1talque A . =zP . ¥ 1<i<n.

d) J}(Z) = Py_ R donde R = Z

il J

Prueba:

a)=b) Para cada j = 1,..,n sea U, ={(z,,...,2,)eC": 2= 0} y U* = E'(U),
donde E es el blow-up centrado en 0eC". En U* introducimos
coordenadas

(V1,....y), de esta manera E tiene la siguiente expresion:

E(i ¥ = @pivizy)ydonde zp=yyy sii=f ¥ =y (2)
Ademas:

E'Q) A U*= {(1...yde U*y, =0} (3)

En esta carta, el pull-back de Z por E es generado por:

AE-yAE) &
E*Z=AE"+ ). [ = ] . (4)
1=l 1wy ’ ay1

De (1):

AE®W) = Xy 4,(*). donde y = (v, 0, Y* = (Vi Yiots LYjo 1Y)
kzv
Por (4)

E*Z(y) = (Zy, A’(y*] # Z (Z [Ai(y‘)-y,Ai(}'*)])é—i; &

r=lgwy Nk2v

Suponga por contradiccion que b) es falso, entonces existe i#j,
1<i<n, tal que 4,(y*)-y4/(»*) # 0, por lo tanto, E*Z es divisible por y;™'.

E*Z i '
Sea Z* = ——-, claramente F;* es la foliacion generada por Z* sobre una
Y

vecindad de £7/(0) ~ U;*. De (5) tenemos que:
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Z*y) = y, Al (y"‘

+ Z(A L6 ) Bl (1'*))

-l ymy

)

(6)

donde Y* es un campo vectorial holomorfo. De (6), se deduce facilmente
que E'(O) es invariante por F;*, lo cual es una contradiccidn, desde que T

eD".
b)=>c) Consideremos A4.(z,...z,) = 2. a._,(z....z,)z}, donde a,.(1<i<n)
k=0
son polinomios homogéneos de grado v-k en las variables z,,...,z,. De las
hipotesis, deducimos que:
0=z4 -z4. = Za{,_,z}z,‘ - Za{,_‘z;" =a,z + Z(“Lﬁ’, —al )z =alz”!
k=0 k=0 k=1

donde 1 <j < n. Por tanto:

ip =28, 5. 0sksv=1

y por tanto:

vl
1 k .
Za‘ chl Zau-i: 125 zl o z,[zawkvrzl)a IS i
k=0

v=1
Deducimos de aqui que Py.(z),...2,) = 2.a\, (2
k=0
polinomio homogéneo de grado v-1 buscado.

¢)=d) J;(z>=2A ——ZzP ot Y

=] i=l

d) = a) Por hipotesis y (5), tenemos:
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E*zu)uy,[ .(y)——-+ Y. (4.,0M-24,0M)5 ]u;"r*(y}.

J 1aliey

se sigue que E£*Z es divisible por y; y F;* es la foliacién generada por
L]
Z*=§;7€ donde:

"

J f
7yt 2 (40 -24.,0M)5 y]ﬂw ). (7)

Yy 1=l fmy

Z(y) = [Pv-.(y*)

en donde ¥'* es un campo vectorial holomorfo. Por (3), tenemos que:

a
Z( ,1(.V‘)-y.AL.(y*))3—;). (8)

t=limy BP £

z* —( y-.(y“)

Esto implica que E '(0) no es invariante por Fz* y por tanto Fz e 2,
lo cual finaliza la demostracion.

Considere una foliacién F; € @". De (8) observamos que los puntos

de Sing(Fz*) N E'(0) en la carta U;* (J fijo, 1 < j < n) son las soluciones
de:

Pu_;@*) =(
A0 -yA4,,0%)=0 1<i<n, i#j

Concluimos que Sing(F z*) N E '(0) es el conjunto de puntos
[z,;...;z”]eCP(n—l) las cuales son soluciones de las siguientes

(n=1n
2

+ 1 sistema de ecuaciones homogéneas:

Py.(z) =0

9)
(7)-zAL,(2)=0;, 1Si<jsn

j vtl
De ésta manera, la prueba del siguiente Corolario, es evidente:

Corolario.- Con las notaciones anteriores, tenemos que:

F; e D siysolosiz = 0eC'es la unica solucion del sistema (9).
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Finalmente, observe que para cada ¥, e D], definimos
8= { [z,;,..:z"] eCP(n-1): P['_[(Zl ..... z_,) =0 }

Claramente, S es una hipersuperficie algebraica en CP(n-1) (ver (1)) y
tiene la siguiente propiedad : Sea p* €£'(0) y L* la hoja de #,* que pasa
por p*. Se sigue inmediatamente que L*es no singular y si p* ¢S entonces
L* es transversal al espacio proyectivo £(0). Por esta razon llamaremos a
S la hipersuperficie de tangencia de la foliacion .
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