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FUERZAS INTERNAS Y EXTERNAS

Si ninguna fuerza externa es aplicada a un cuerpo, todas sus partes estin en
equilibrio mecénico. Si alguna perturbacién debido a las fuerzas causa al cuerpo una
deformacidn, entonces el equilibrio de las moléculas es afectado y el cuerpo no mas
estd en equilibrio mecanico; estos son producidos por fuerzas internas que tienden
mantener el cuerpo en su estado original, como una forma de resistencia.

Las fuerzas internas tienen origen molecular directa y su rayo de accién es muy
pequefio, se compara con las distancias consideradas en la teoria de la elasticidad,;
son generalmente consideradas como fuerzas que reactivan alguna perturbacion
realizada en la frontera del cuerpo.

Fuerzas que vienen del medio externo son llamadas fuerzas externas y son
dividas en dos clases: fuerzas de cuerpo (o de masa) y fuerzas de contacto.

Si el cuerpo toma contacto con alguna fuerza del medio externo, entonces en la
superficie de contacto aparecen fuerzas de corto alcance, también llamadas fuerzas
de contacto (o fuerzas de superficie). Tales fuerzas decrecen extremadamente rapido
como el crecimiento de la distancia entre los elementos de interaccién.

Esta claro que toda accidn externa no puede ser representada por fuerzas de
contacto. Gravedad, fuerza electromagnética, fuerza centrifuga son algunos de esos
gjemplos. La acciéon de tales fuerzas en una particula elemental del cuerpo es
estaticamente equivalente a la fuerza aplicada en su centro de masa, es decir, las
fuerzas y momentos producidos son proporcionales a la masa de la particula bajo la
cual ellas activan. Son llamadas fuerzas de cuerpo y momentos de cuerpo,
respectivamente, y decrecen suavemente con el crecimiento de la distancia entre los
elementos de interaccion.

Resumiendo:
Fuerzas activando en un solido = fuerza de cuerpo + fuerzas de contacto.

Donde las fuerzas de contacto pueden ser entendidas como fuerzas internas.

LA TENSION Y LA DEFORMACION

Introduciremos el concepto de stress para describir las fuerzas internas en un
punto del cuerpo, que son definidas como fuerzas (o componentes de fuerzas) por
unidad de area.

La deformacion describe la medida de la intensidad de la deformacion local en
un punto.
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Considere x = x; la posicién inicial de un punto P en el estado no deformado
de un cuerpo y X = X(x,), la posicion de P después de la deformacion, transcurrido

en un tiempo t (i, ji= 1,2,3). Tal transformacion es continua y puede ser escrita como:
X, = X,(xj,t),

esto es, la posicion de P es funcion de la posicion original y del tiempo
transcurrido.

El vector desplazamiento u =u, (i = 1,2,3) relaciona las posiciones de P antes
y después de la deformacion:

u=X-x o u=X,-x, , i=123,
Graficamente tenemos:

X, A

La deformacién es dada por,

1| ou au‘j
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La ecuacion (1) es llamada ecuacién deformacion — desplazamiento.



De forma andloga, para un andlisis unidimensional, en un test de relajacion de

una deformacion constante g(x,t) =§,G() © G@)= .O'(x.’t) .

&y
La funcidén G(t) asi obtenida es llamada funcion de relajacion (relaxation
modulus), es la tension por unidad de deformacién aplicada. Las funciones J(t), G(t)
son propias de cada material. Si una deformacién &, es aplicada en t = 0 en un
material viscoeldstico y entonces en ¢t =7, , & es aplicado, la tensién total serd
dada, en cualquier tiempo subsecuente a 7, por la suma de las tensiones en cada
tiempo correspondiente a cada tensidn, como si actuasen separadamente, esto es,

o(xt) = &Gy HE)+ &Gt - 1)H(t -7,)
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Esto es conocido como el Principio de la Superposicién de Boltzmann [1],[3]

Materiales bajo tensién constante presentan una deformacién suave y continua. A este
proceso llamamos test de fluencia.

Usando la funcion de paso unitario, podemos escribir el test de fluencia histdrico de
oc=0 a O0=0) en =7, cOmo,
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ol%,t) =oH({E =55)

Definiendo ambos valores de tension durante el test de fluencia y el tiempo de
aplicacion.

Durante un test de fluencia, siempre encontramos una componente elastica de
deformacion ¢ (instantanea) y una componente creep strain e (atrasada). La
deformacion total ., en cualquier instante ; en un test de fluencia es:

c=&°+¢&°

y la tasa de deformacion, :; es dada por

d de”
E(x,t) = —
dt
pues g¢ es constante.

Consideremos, un cuerpo viscoelastico en un test de relajacion (relaxation test),
esto es, sometido a una deformacién constante,

E(x,t) =g H(t—17,).

Midiendo la tension o (x,t) necesaria para mantener la deformacion a un valor
constante o para ; <7 <y tenemos que ella disminuye progresivamente.

En un test de fluencia, la tensién constante ¢ (x,7) = o, H(s — 7,) ©S @plicada y
la deformacién g(x,r) es medida. Para materiales lineales, la deformacidn puede ser
representada como,

e(x,t) =0, J(x,0) © J(xt)= Eg"t).

0

La funcion J(x, t) es llamada funcion de fluencia (creep compliance), esto es,
el creep strain por unidad de tension aplicada.

3. LAS ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Las caracteristicas fisicas de cada material son especificadas por sus
ecuaciones constitutivas. Una ecuacién constifutiva es una relacion entre fuerzas y
deformaciones: fuerzas aplicadas a un cuerpo causan a ¢l una deformacion cuyo tipo
de intensidad varia con la naturaleza del cuerpo.
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A un cuerpo aplicamos una tensién o(x,t) variando en el tiempo (r, <7<t)y

medimos la deformacién correspondiente &(x,¢). Formalmente podemos escribir:
.s(x,r) = D(cr(x,t)) 5 (ro <7<t),
donde D:C°(z,,t)— R.

Las experiencias también indican que en ciertos materiales la tensién en el
punto x depende de toda la historia de la deformacion. Asi el aspecto caracteristico
de las propiedades viscoelésticas es esencialmente funcién del tiempo. En efecto,
materiales bajo tensiéon constante aumenten su deformacién con el tiempo, por lo
menos proximo del punto de equilibrio, en cuanto que bajo deformacion constante, la
tension decrece con el tiempo.

La funcién de paso unitario es definida como:

1 5 1 & » %
Ht-zy)=4% , si t = 1,
0, & & £ 5

donde 7, € R arbitrarioy t el tiempo.

La historia de un proceso f debido al tiempo ¢ es definido por:

JO) = fH{t-1,).

Vamos a considerar un cuerpo solido A en equilibrio estatico (aceleracion nula
o velocidad constante) y sea B una subversion del sélido sujeto a fuerzas de contacto
sobre su superficie S y a las fuerzas de momento de toda la region S. Considere x un
punto interno del sélido, de coordenadas x, (i =1,2,3) perteneciente a la superficie de
B. En x construimos un plano tangente 7, con normal exterior v. Con relacion a la
region A, x tiene normal exterior —v en x.

Observe que la regién A ejerce una fuerza en la regién B a través de wen
una vecindad de x.
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Sea AS una pequefia subversion de plano 7 conteniendo el punto x. La resultante de
las fuerzas alcanzado en AS causado por la accién de A sobre B es denotada por
AF 'y el vector tensidn o alcanzado en x es definido por:

. AF dF
o= lim —=—
50 AS  dS

Noétese que, o tiene como variablesa x y o, esto es,

o =o(x.p)
y o describe todas las fuerzas o momentos transmitidos de un lado a otro de una
seccidon de area AS.

Si la tension es arbitraria (variable como el tiempo), amenos de una constante,
podemos aproximarla por la suma de una seria de deformaciones:

. E(x,T)= Zn: Ag,(x,t)H(t-1,)
de donde .
o(xd)= ia(x,r -7,)= ZH:ASE (x )Gt —TH( —1,).

Y si el numero total de pasos tiende al infinito, la tension total puede ser
expresada como una integral:

o(x,1) = J:QG(I—T)H(t—r)d(a(x,r)). 2)

Si la deformacidn histérica es diferenciable y como 7, <7 <¢, la funciéon H(t -17,)
en (2) es, por lo tanto, siempre la unidad. Luego podemos escribir como:

o(x,1) = I:OG(t—T)aaz_e(x,r)dr, (3)

donde 7 es arbitrario y representa el tiempo pasado.

La integral (3) , llamada “integral hereditaria”, fue primeramente presentada
por Volterra. El niicleo de la integral, G(t-7 ) es una funciéon memoria, que describe
la dependencia entre la deformacion y la tension.

Integrando por partes el segundo miembro de (3) obtenemos,

o (x,t) = G(0)e(x,1) - j: -aiG(t—T)E(x,r)dz‘.
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Haciendo — aaz' G(t—7)=g(t—1), tenemos:
o(x,0)= GO0~ [ g(t-1)e(x,r)dr. )
7o

La ecuacién (4) es llamada ecuacion constitutiva, “tensién-deformacion”.

"y 0 .
Observemos que: G(0) es una constante positiva, 2 G(t—17) es positiva,
T

integrable y por lo tanto, G es decreciente y satisface:

G(0)— j g(t-7)dr >0 (5)

BALANCE DEL MOMENTO LINEAL

Las fuerzas actuando en un material o en sus parte son divididas en fuerzas de cuerpo
y fuerzas de contacto. Consideremos un soélido que ocupa un volumen V en un

tiempo t. Sea F = F(x,t) la fuerza de cuerpo por unidad de masay o =0o(v,f) la
fuerza de contacto por unidad de area en su superficie S, donde v = v(x) es el vector
normal a S. La ecuacion para el balance de momento lineal es dado por:

:; (L pvdV ): La(u.!)dS + LdeV = Lp Z:dl'/ ; (6)

donde p es la densidad lineal de masa y vamos asumir que la masa es conservada tal
que

dv_ d? »
dt  di*

es la aceleracion. Notemos que:

n
oc,f)=cv= Zu,cr, ;

i=l
De donde
La(u)a’S = Lcr.udS.

Por el Teorema de Divergencia obtenemos que,

LO‘.UdS = LdivodV.
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Sustituyendo en (6), obtenemos:

Lpiiudlf = J;div odV + LdeV :

De donde,

2
L(a’ivoJr pF—p :;rzu)dV =0.

Y como V es arbitrario, una condicidon necesaria y suficiente para el balance
lineal del momento es la ecuacion:

2

divo + poF = u. 7
PF=p 7

La ecuacion (7) es llamada Primera Ley del Movimiento de Cauchy.

5.  FORMULACION DEL PROBLEMA DINAMICO

Consideremos un cuerpo homogéneo localizado en una region Q < R". Sea T=>0,
0=0xp,T[Y =T x }, 7] lafrontera lateral del cilindro Q.

Sea u = u(x,t) funcioén escalar o desplazamiento con respecto a un estado relajado.
Denotemos con,

o =(0,,0,,.,0,) £ =585 8, ) -

Supondremos que el cuerpo estd fijo en los extremos, es decir, satisface las
condiciones de frontera,

u=0 sobre ) |
y que satisface las condiciones iniciales,
u(x,0) =u,(x) ; u,(x,0)=u,(x) , en Q

y las condiciones de historia nula

ulx:4y=0 . <4,

Para nuestro caso, de (1) obtenemos que la deformacion es dada por
0
£,(x,1) = a” (i=12,..,n). (8)

i
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Si la propiedad del material es lineal y la tension actua en una parte de la
frontera I, entonces de (4) la relacion constitutiva tension — deformacion es dada por,

cr,-(x,t)=G(0)£i(x,t)—Eg(r)a(x)gl-(x,t—r)dr i=lo,n 9)

Para desplazamientos uniformes, la ecuacion del balance del momento lineal
de (7) es dada por:

2

divo + pF = u. 10
P P (10)

Derivando (9) con respecto a x; y sumando en i, tenemos:

oo, o¢g; 0
= G(0 s (x,t —71))dT. 11
X, “C@E f]g(r)ii: NCOLICTEEO N
De (8) y (10) y la propiedad de la divergencia tenemos:

oo; .. ~ ds, 0
Z ox, =divo = pu, — pF, Zax. _,Zaxf u=~Au, y

Z 66 (a(x)¢,) = atu+ VaVu = diviaVu},
x

De donde podemos obtener (11) como,

pu, = pF +G(0)Au - 'Eg(r)div{a(x)Vu(t - r)}dr.

Por simplicidad, se considera p=1, F=0 y G(0)=1; obteniéndose el
sistema:

u, - Au + Iég(t—r)div{a(x)Vu(r)}dz‘ = 0 en Q
u = 0 sobre Y

u(x,0) = wup(x) , u,x0) = wu(x) en Q
u(x,t) = 0 , t £ 0.

Observe que de (5), obtenemos

1—_Ea(x)g(t—-r)dr>0 . xeQ , (>0.

A este sistema se le aplica diversas Técnicas del analisis funcional para obtener su
correspondiente solucion global y otras informaciones adicionales.
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