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SOLUCION GLOBAL PARA UNA CLASE DE ECUACIONES
ABSTRACTAS DEGENERADAS ASOCIADA A LA
ECUACION NO-LINEAL DE LA VIGA

Raiil Izaguirre Maguifia'
Eugenio Cabanillas Lapa’

RESUMEN

En este trabajo estudiamos la existencia y unicidad de solucion débil para el

problema abstracto:

u"(t) + A°ult) + M(A”u :|ZJA'“ ult) = 1(t)
u(O) =u, ; u'(O) =

™)

El operador lineal 4, esta definido por la terna {H V,a(u,v)}, donde H, V, son espacios de
Hilbert, la inmersion de ¥ en H es densa y compacta. La forma bilineal a es no-negativa , la
funcién no — lineal M(s) es a valores reales, acotada inferiormente, es decir existe o € R tal
que:

JM(S) 2 =0, W24, oelR
Los exponentes, o, 3, € , son numeros reales no negativos, cumpliendo ciertas condiciones.

La ecuacidn (*) contiene (entre otros) la ecuacidon no-lineal de la viga.

1. Introduccién
Sea Q un abierto de R" con frontera regular; Q el cilindro Q x J0,T[, 0 < T < o ,con

frontera lateral £ . La siguiente ecuacion diferencial parcial no-lineal.

u, + Nu + M(LWMFLIZ)C)(—AM): f en Q
g Big en % (1)
u(0) = u, ; u,(0) =y, en Q
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Es un modelo n-dimensional de la ecuacion que describe las vibraciones no-lineales de una

viga de extension finita , que para dimensiéon n = 1 tienen la forma (ver [16]);

2 4 2 2
&u  Eld'u {£+ EA L[a—“}dx]a”=o i

e A hET =3
ot £ o € o 2EL B\ Ox ox
donde E es el moédulo de Young del material, I el momento de inercia, £ representa la
densidad y A el area de la seccion recta.

Asimismo la ecuacion (1) desde el punto de vista de los métodos abstractos en espacios de

Hilbert, puede ser considerada como un caso particular de:

Aaﬂquﬂzm)=;n)

M®+AW@+M(

3)
u(O) = U, ; u'(O) = U

Donde A es un operador autoadjunto, no acotado y positivo, definido por la terna {f,V,((,))},
donde H, V, son espacios de Hilbert, la inmersién de V' en H es densa y compacta; variantes

de la ecuacion abstracta (3), son por ejemplo:

u'+ M[’A%u 2) Au+ A°'=f )

K(x, )u" + Au' + M(|A%u

z)Au:f 5)

Ku"JrAqurMOA%uz)Aquu':f (6)

La Ecuacion (4), es estudiada entre otros por L. Medeiros-M. Milla [12], quienes prueban la
existencia de soluciones globales para M (s) 2 my> 0 , A un operador estrictamente positivo
y a € [0,1] . El caso degenerado para la ecuacion (4) es tratado por M. Aassila en [2] donde
se obtiene existencia y unicidad de solucidn global considerando que M(s) = 0 y que el
operador A es no-negativo, o =1. Solucién global para ecuaciones del tipo (5), son estudiadas
por ejemplo en D. Pereira-R. Izaguirre [6], que obtienen solucién global Unica, y donde la
funcion K(x,z) 2 0. En [14] Pereira D. y en [13] Muifloz J. estudian la existencia, unicidad
y decaimiento de la energia para la ecuacion (6).

Estudios sobre modelos en ecuaciones hiperbdlicas no-lineales que incluyen el operador de
Kirchhoff-Carrier son por ejemplo los presentados en [3] Cousin-Larkin-Frota -Medeiros y en

[8], Izaguirre-Veliz que tratan ecuaciones de la forma:

w&%nM[A%&YjAﬁu@):jﬁ) )
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donde la funcién no-lineal M es de clase C ' y estrictamente positiva.. En [3], se obtiene
soluciones globales con datos analiticos “suficientemente pequefios” . En [8], se obtiene
solucion local, pero en una clase mayor de datos iniciales.

El caso degenerado de la ecuacion (7) es tratado en la referencia [7], donde se determina la

existencia y unicidad de solucién local débil.

2. Caso No Degenerado. Sean (V, ((,)) ), (f, (,) ) espacios de Hilbert, la inmersion de J en
H densa y compacta. Sea también A4 el operador definido por la terna {V, H; ((,)) }.
Entonces, D(A4) es un subespacio denso en /1, 4 es un operador no-acotado auto-adjunto y

positivo de / ,con espectro discreto;

dw =k w Wvsl2... ; A, = © cuando v — ©

v v ¥

{ w, } es un sistema ortonormal completo de H de modo que:

D(A):{ueﬂ;iii (ww, ) < oo}

v=1

Adu = Z/'Lv(u, wv)wv; Y u ED(A)

v=1

Asimismo para todo a € R, el operador 4* estd bien definido

D(A"‘)z{ueH;i/lﬁ“ (2, wvlz < oo}

v=1

v?

A'u = Z/’L‘f(u, w,)w,; Vue D(4)
v=1

Definiendo:

o =l = oA e w )’ w e D(a°) ®
v=1]

se tiene que

e (DA%),

e Sia>B.D(A4%c DA ylainmersiéndeD(A“)encD(AB)escompacta.

.| &) es un espacio de Hilbert.

La funcion (no — lineal) M satisface las siguientes condiciones:
H-1 Me C'([0,0)) , M(s)>-c, ceR.
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Teorema 1. Sean o,B,e nimeros reales no-negativos tales que:
1. 0540 <2B=<e.

2. uge D(AL™)

3. uye H

4 f e L[}*OT:H)

Entonces existe una funcion vectorial u. [0,T J— D(4 “*“#7) | tal que :
5. u e 17(0,7: D(4%))
6. u' e L°(0,T;H)

7. u" e L1°(0,7; D (45"¢4)2))

5; (1), v) + (452 ), 472 ) + MUA"‘ u(t)r] (472 u(e), 47 v)=(£(0),v)
vve *(0.7; D(4”"?))

Demostracion. Sea V,, = [ wj ,...... Wm | , €l subespacio generado por los primeros m
vectores propios del operador A4 . Luego V,, esun subespacio de /' de dimensién finita m,
e invariante bajo la accion del operador A 5, V & € R, es decir bl W) e -V

Sea tambien:

m

um (f) = Z gim (f) wi < I/m (9)
i=1

donde las funciones g, , son determinadas por la solucion del siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias no - lineales :

(i @hw,) + (4w, 00w + M} w, (0 ) (4,00 ) = (Fhw)  (0)

j :19 29“‘: m
u, (0) = u,, = U, en D(Am) (11)
u, (0) = u, = u en H (12)
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Este sistema, luego de un analisis y aplicaciéon del Teorema de Caratheodory sobre
existencia local de solucidon de ecuaciones diferenciales ordinarias no—lineales, admite

solucién en un intervalo [ 0, ty ) , de donde seguimos la existencia de las soluciones
aproximadas u, para m > | . Seguidamente debemos obtener estimados a priori, para la

sucesion { u,, } de modo que podamos prolongarlas a un intervalo uniforme de existencia .

Estimado a Priori 1. Es fécil ver que la ecuacion (9) se verifica para todo ve V,. Entonces

reemplazando w; por v = 24%* 7 1, (f) € V,,, obtenemos:
p i P

He=F)2 u (tf 4 M(A“ um(ff]}
sy (txz s ‘Amgfzuﬂ/z e (t)[Z 5 J\;(OAQ um(tjzj + G‘AC’ u, (312}

= (£ 247 o, () +20(4% , (¢), 4% 2L, (1)) (13)
2= 7o), 4 o )+ 20 (455 ), 455" o (1)

m

Lo of +

_i{
dt

<|4e-p12 f(t)f +aey, §

‘2

n G_Z‘Aa+ﬂ/2 u

m

<|ga-pr2 f(d2 Lolgep2 2

m

L o2 ClAct-f-(s—ﬂ)fZ umr

Entonces integrando en la desigualdad (13), sobre [0, t):

IAa'—,B.‘Z M:" (t12 4 Aa+(£—ﬁ)/2 ", (112

APy (1r)|2 " M(

<|a=r2u (Of + A“u, (oﬁ +old® u, (0f

farle=p)2 " (012 & J;'Aa—/m f(Sf i+

+2_[

Aa+(;—ﬁ)/2

<|a= u, (0f +

m

AP 5! (512 ds +c’C f) ATHe-A)2 u, (s]2 ds (14)

]

2

S'A"'"mz u, | + U, fa M‘(A‘I uOmrj +old®u, (Oj2 -

Im

A g (ST ds + o’ C J: ArBity, (s12 ds

[l £ a2
ATyl (SXZ ds + _[

A=) u, (312 ds}

SC+CH

Utilizando (1), las convergencias (10), (11) y la hip6tesis H-1 sobre M, obtenemos una

desigualdad de la forma:

()=

A2y (tf £'0%C J:go(s) ds (15)

)

m
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En efecto:
U, —> U, en D(A”z)c D(A"+(€"B)’2)<: D(A“); luego

2

2
— |4 uo‘ en R

a
A uOm

Jo+e=p)2 “mn'z* foe-p)2 u0|2 on- R

Entonces por la continuidad de M:

M(4°u,,,)) > M{4%u,)) en R

Anélogamente

u, >u en H cC D(A"‘*’m); entonces:

m

2
-

2

? ol R A“P?u| en R

Entonces aplicando el lema de Gronwall a (15), obtenemos que:

4272w (@) + a2 0, () < € (16)

Estimado a Priori 2. Haciendo v = 2 u’,(¢) en laecuacion aproximada (9) , obtenemos:
d ! = - 2 2
7{% Of #fa s 0 + @O+ o), () |- -

200 us0) + 20 (47w, 0) 47 4, 0)) + #0477 w, (O =
=200, 0)) + 20 (4w (0) i, (0) + 2 ()] 4w, ()

donde

‘P(r)=M[

4° um(tfj (18)

A u, (0} ) (4 1y (0), 4% 1)

- 2m{(a O )27 1,0, 4270

IJ_f'f(r)=2zt4f'(

(19)
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Ahora teniendo en cuenta la acotacion (16), la continuidad de la funcién M, vy la condicién

0 <2B <¢ (que implica: a+(e—B)/2 = a+p/2 = B/2):

20)= o (4w, O ) (422, ), 427" ,,,(t)js
Amwu,,,(;x 4=0 (1) < 0)

4 +(e-p5) u, ( X

IA

c

IA

C

Aa ﬁ”z ﬂ!(t),s C

Integrando en (17), utilizando la desigualdad de Cauchy — Scharwz , (20), y la hipdtesis H-1,

obtenemos:

#(t)=

ul (.r)l2 +[4 %y, (tj2 <

< e, O +

u, (t”2 +

+|4 u, )l +(w(0)+ B) |47 u,, ( Of +

Ay, (:f)|2 +W()+o |4’ u, (t)|2 <

(21)
ﬂf(&} a's+ﬂm “ds+o’ J.|A"ju (51 |zJ’S+C.[|A’”2 (X:ds
e joju;,, (s)rdﬁcjof” u, (s) ds<C+C Lgé(s)ds

Aplicando el lema de Gronwall en (21) obtenemos la acotacion:

()=, () +]a u, () <C vt e[o,7] (22)
Convergencia de las Soluciones Aproximadas
De (16) y (22) tenemos que:

(,) esacotadaen L” (0, i D(Am)) o i (0, 4 D(A“ )) (23)

(u,',, ) esacotadaen L”(0,7; H) (24)

Entonces existe una subsucesion de ( u,, ) que la seguimos denotando de la misma forma , y

una funcién u tal que:

222>y débil-* en L°(0,Ty; D(4°?)) (25)
u, —222 5y débil-* en L°(0,7,; H) (26)
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Desde (25) y (26), podemos pasar al limite en los términos lineales de la ecuacién

aproximada, desde que:

I(A”2 u, (f), 4 o (¢))dt —22= _[(A‘”” u(t), 4°* w(¢))dr 27)

0

]'( (1), w(e) )dt pos J‘(u (t), » (28)

0

Vo e I' 0, T,; D(4*?)).

Analisis del Término No Lineal

La parte no lineal del problema esta dada por el término:

Aa

Nw,)=M(|47 u,[ ) 47" u, ©9)

Probaremos que:

N,)= (|4 w,[ ) 47" u, —2=225 NG = M |4 of ) 472 (30)
débil en L? (0, T)
En efecto, de (16) y (22)
(u,) esacotadaen L” (O, / D(A‘”2 )) (31)
(,) esacotadaen L*(0,T;H) (32)
Haciendo
B,=D(4*?) c B=D(4*) c B, = H (33)

Entonces aplicando el teorema de Aubin’s — Lions (teniendo en cuenta que la inmersion de B
en B es compacta , existe una subsucesion de (u, ) , que la continuamos denotando de la

misma forma , tal que:

LR fuerteen L' (0, 7; D(4°)) (34)

m
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Luego:

A° u”"'—”) A% u fuerte en L (0,7) (35)
de donde:
4% | —222 5|47 "  foerteen 12 (0,7) (36)

Por otro lado tenemos que la funcion M es derivable, entonces por el teorema del valor

intermedio:
M(Sl)_M(SZ):M'(T)(S] _Sz) (37)
dedonde: 7=65, +(1-0)s,,0<0<1.

Ahora haciendo:

Sl(t):

Au, @) ;5 5, 0)=|4% u() (38)

Obtenemos la siguiente convergencia en L? (0, 1

e ) -

Au, (z‘)m2 Ay (1r)|2 |4 u(at)|2]2 dt

5
0

a e )
(39)

A% u, (11‘12 —|4” u(t)iz 2 dt —==-0

T,
scj
0

Sea entonces w=v @ e L' (0,7y; D(4#7)), donde ve DA*?) y 6 e C'([0,T5])

I

A u, (z]zj (47 u, (1), 4°7) - M[|A" u(zﬁ (4272 u(r), 4 v)] o(¢)dt =
A u, (txzj 3 M[

A® u(t)m (4272 u, (1)~ 47" ule), 47" v)j 0(c)at

A, O ) (47w, (0. 475) Jo @)+ (40)
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Por (22) y (39) tenemos que:

?(M( A% u (;]2) . M[|Aa u(tf] (Aﬁ/2 u, (), 47" v)) 0()dr

| M( A% u, (r)]zj » M[ 4% u(:)|2]

=4
Tl w6 ) (e we | === 0

o (t] IAN_Z v| |9(t}‘ dt (41)

0

Por otro lado, desde (25) obtenemos:

:I(M[Aa ) (7 1, )= 47 () %) 610)d
< oo

T

j'Aﬂ’Z u,, (t)- 47" u(t), 4°".0(0))|dt —22= 0

(4272, (1)~ 47 u(z), 4°"v.6(2)) at

42)

(=1

Ahora pasaremos al limite en la ecuacién aproximada. Desde (10) tenemos:

o ) (4w, (0, 4 ) 2 1, 0 ) (42 1, 0 47 )= (7)) ”

Vvel,

Multiplicando por 6 € D(0,T ) en (43) e integrando sobre el intervalo [ 0,7 ] obtenemos

Tf(u; ) v)e' (c)dr + ](Am (), 42 V)0 0) dit +
+ _[M(

0

A%y (tﬁ(A"” u, (1), 422 v)6(r) dr = if(f @)vo()ar  (44)

Vvel,
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Entonces pasando al limite m—< en (44) y por las convergencias (27), (28) y (30)

le(ul (e)v)or(e)ar + T[(A”z ult), 4°° V)G(t)dt " I!M(

]

A° u(t]zJ (427 u (i), 47 v)0 () dt =

- rop@a @)

Vvel,

Por argumentos de densidad , se verifica que
T @) @+ [la™ ulh a7 )o@ dr+ foa{Ja” ) )4 u(h 47 ¥)o () e -
- ovpa @O

vveD(4""?)

Luego:

< O )+ (4 ule) 4= ) 4

£ u(zfj (422 u(r), 47 v)=(f(2) v) 47)

en el sentido de las distribuciones sobre [0, 7, ] y para todo v e D(A'g J 2)

u" = —MUA“u (r)|2) APu— Au+ f eI’ (0,T; D(4~")) (48)

Verificacion de las Condiciones Iniciales

Tenemos por (3) , (40) y (41) que:

u e I°(0,T; D(4°"*)), entonces:

Ay e 170, 7; D(a*** ) < 10, T; D(a™%));
Au e I°(0,T; D(4~))

f e 10,1 H)c 1*(0,T; D(4?))

Por lo tanto:
u e (0.7} D(47?)) (49)

u e Co.rlH) (50)
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entonces
w0) e D(U*)cH
u'(0) e H

Sea 8 e Cl([O,T]), conO(7 )=0 y 6(0)=1. Entonces:

T

?j(u;"(t), v)@(r)dt_j (1 0 )66)dt =, 0) )~ [

—(uOM v) j u, dt - uO v) Iu(r ()dt

Por otro lado
;]'( ) dr = _[ (u,(¢) 9(rdr—>J'

0'(¢) dt

o:__. ~

Comparando (53) y (54)
((0), v) = (u,, v) VVED(A”Q)

y desde que D(A” 2) es denso en H

u(0)=u,

Probaremos que u’(0) = u,;
Sea 6 >0 vy

1-t/6 0<t<é
ké‘:
0 o<teT

multiplicando ambos lados de la ecuacion aproximada, por k5 , e integrandode Oa T,

(o) (a2 ) 2 )

0

T

). v)6(¢) dt

A 0] ) (47,0 42 9) b, ()

= }‘(f(t), v)k; dt

0

Vve D(47?)
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entonces tenemos

:j(u;; )8 ()t =2 ) v i (=, 0)v) + :j(u; (0K () e
=)+ L j( L))+ j .

= ]M (A“u(tf] (42 ule), 4") ks () i IA‘” ks () dt + (£ (¢), v) ks (1) at

Vv e D(4'?)
Desde que:
1 8
= oj v)dt —2225 ('(0), v) (58)

o-—.’"‘]

[IA“ )( ](Aﬂlzu(t), AB/2v)k5 (t)a’t=?MUA°‘u(t)‘2](Aﬁlzu(t), Aﬁlzv)(l—r/és)dr:
: g ¥ ¢ . (59)
=£M[‘A“u(rﬁ J(Aﬂuu(t), AB/Zv)d:—ngUA“uﬂ }(Aﬁnu(t), AB’Zv)t de=22 0054

0
e D(Aﬁ’z)

obtenemos que (u;, V)V =(u’(0),v), Y v eDA??) y por argumentos de densidad,

concluimos que:
u0) = u ; (60)

Observacién 1. La unicidad de la solucién se sigue facilmente por la condicién impuesta
sobre la funcion no-lineal M.

Observacion 2.  Si los exponentes «, 3, cumplen la condicién 20— = 0, no es necesario
realizar el estimado 2, para las soluciones aproximadas. En este caso el estimado 1, nos dice
que () es acotada en D(A* P2 )= D(A¥?) y que (u’) es acotada en D(A* P2 )= H y por

tanto podemos continuar como en el teorema 1. =

3. Caso Degenerado. En esta seccion trataremos el caso en que el operador A es auto-adjunto
y no-negativo. En Aassilla M. [2] se utilizo un método para tratar ecuaciones degeneradas
considerando una descomposicion del espacio H = N(4) @ R(4) y de la ecuacion abstracta
sobre cada uno de los espacios componentes. Nosotros procedemos de forma similar y

consideramos la siguiente situacion:
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(3.1) Sean V, H espacios de Hilbert, la inmersion de ¥V en H densa y compacta.

(3.2) a: Vx V—R una forma bilineal ,simétrica ,continua y no-negativa, tal que
a(v, v)+ ﬁ,|v|: = 4 c|v|,2/ VveV

paraalgin AeR y ¢ > 0.

Entonces el operador 4, = 4 + Al determinado por la terna {V,H, a,(u,v)}, es auto-adjunto,
con dominio D(4; ) = D(4) denso en H 'y el operador inverso A;" es compacto . Entonces

estamos en condiciones de utilizar el siguiente resultado cuya demostracion aparece en [2].

Lema 1. Sea H un espacio con producto interno sobre los reales. Sea 4 un operador
autoadjunto , no-negativo con dominio D(4) y rango R(4) en H . Supongamos que (I+4)"
es un operador compacto. Entonces:

a) R(4) escerrado y H=N(A) @ R(4)

b) (A IR(A) y!: R(4) - R(4) es compacto , donde A |R(A) es la restriccion de 4 al R(4).
Siguiendo [2], planteamos el siguiente problema sobre H.

Hallar u(f) = u;(¢) + ux(f) donde u;(f)e N(A) y ux()e D(4) N R(A4) tal que

)+ 10+ M} @)+ w O ) 47,0+ 4, 0)= 76)+ £,0)

u(O): U, (0)+ U, (0) = Uy + Uy,
”'(O)Z u:(0)+ u;(0)= Uy Ty

(3.3)

Enel caso o >0, lasolucion de (3.1) equivale a la resolucion de los problemas siguientes:

Hallar u(f) = us(f) + ux() donde u;(f)e N(4) y ua(f)e D(4) N R(4) tal que;

u(t)= /() en N(4)

u,(0)=uy, ,u,(0) =1, By (3.4)
4

u 1)+ MUA“ u, (tf] Au,(t)+ A°u,(t)= £,(t) en R(A)
)=t (3.5)

U, (0) =Up
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donde en (3.5) estamos denotando de la misma forma la restriccién de A a R(A), y se utiliza
que A°u; (D=0, V8>0.

Ahora, (3.4) se resuelve trivialmente. Asimismo desde que A4 restricto al R(A) es auto-
adjunto, positivo y con inversa compacta , (que seguimos denotando de la misma
forma)podemos aplicar el teorema 1 de la seccién anterior para’L resolver (3.5) y recuperar el

teorema 1 para el caso a > 0.

4, Aplicaciones. Sea Q < R" un conjunto abierto acotado con frontera regular I'.

4.1. Sea H=1’ (Q); V= H,' Q)N HZ(Q), consideremos la siguiente forma bilineal sobre V:
alu,v)= jAu Av dx
Entonces el operador asociado a la terna {/, H, a(u, v)} esta dado por:
Au=Nu VueD(4)=H)(QNH*(Q)

y se tiene que:

En estas condiciones el teorema 1 afirma la existencia y unicidad de solucién del problema:
u" + A’u + MGVuF)(—— Au)= T en Q@
u=Au=90 en X
u(0)=u0 ,u'(0)=u‘ en Q
4.2. Sea H=1L’(Q); V=H'(Q), consideremos la siguiente forma bilineal sobre V:
a(u, v)z jVu Vv dx
Entonces el operador (no — negativo) asociado a la terna {V, H, a(u, v)}esta dado por:
Au=Au  YueD(d)= {u e H Q) =—= 0}
n

y se tiene que:

Au=Nu VueD(4?)= HQ)
A"y =Vy  VueD4"?)= H'(Q)
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En estas condiciones el teorema 1 afirma la existencia y unicidad de solucion del problema:

10.
11

12.

13

14.

15.
16.
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u“+A2u+M0Vu|2)(—Au)=f en Q
L1 0 en Z
on i

u(0)=u, ,u'(0)=u, en Q
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