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A TEORIA GERAL DE PROBLEMAS VARIACIONAIS
LINEARES APROXIMADOS: APLICACAO A ANALISE DE
ERRO DO METODO DOS VOLUMES FINITOS

Paulo R. Trales

RESUMO
A teoria geral de aproximagdo de problemas variacionais lineares desenvolvida por
BABUSKA no inicio dos anos setenta, e refinada por DUPIRE, em sua tese defendida na
PUC-Rio em 1985, ¢, juntamente com as estimativas classicas do erro da interpolagdo
polinomial em espagos de Sobolev, o ingrediente basico para a analise de convergéncia de
solugles aproximadas de equagdes diferenciais pelo Método dos Elementos Finitos. O
objetivo deste trabalho é mostrar que ambas sdo também ferramentas apropriadas para as
andlises de erro e convergéncia do Método dos Volumes Finitos. Mais especificamente,
depois de recapitular os resultados de DUPIRE, no que tange a aproximagdo abstrata dessa
classe de problemas, damos um exemplo de estimativa de erro aplicada ao método dos

volumes finitos, que ilustra tal assergéo.

1. INTRODUCAO
A teoria matematica de aproximagdo dos métodos de elementos finitos ¢ hoje bem
estabelecida, gracas notadamente aos estudos conduzidos por diversos autores, no final
da década de sessenta e no inicio da de setenta. Entre as contribui¢des decisivas para
se chegar a esses resultados fundamnetais, citariamos os trabalhos de AUBIN [1],
AZIZ & BABUSKA [2], BRAMBLE [5], CIARLET & RAVIART [6], STRANG
[10], entre outros.
Esses primeiros estudos focalizaram primordialmente problemas eliticos, onde a
coercividade da forma bilinear continua do problema variacional subjacente, permite
reduzir a estimativa do erro cometido — pelo menos na auséncia de crimes variacionais
[10] & & do erro da interpolagdo polinomial medido em normas de espagos de Sobolev.

No intuito de recapitular brevemente tais mecanismos, consideremos:
e Y um espago de Hilbert de norma |- | ;

e [ uma forma linear continua sobre Y (i.e. L €Y', o dual topologico de Y);

e a:YxY — IR uma forma bilinear continua.
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No intuito de abreviar o texto, usaremos daqui para a frente a notagéo dada na

Defini¢do 1.1. Sejam X e Y dois espagos vetoriais normados respectivamente por
|] . ||X e H . “Y . L, (X xY) é definido como o espago das formas a:X xY —IR que
sdo bilineares e continuas.

Lembremos que a € L, (X xY) se e somente se existe uma constante M tal que
as- ) SM|x],|y], . Vrex, yer. )

Alids neste caso define-se a norma de @, como infimo das constantes M que verificam

a relagdo acima, ou s¢ja:

(x,)
arsico sp 1ozt 2
{(xw)éf"” “x“,v y“Y
(x,¥)20

Seja agora o problema variacional linear:
Encontrarxe ¥ tal que
A 2)

alx,y)=L(y) Vyel.
O classico Teorema de Lax-Milgram garante que se a for Y-elitica, ou

equivalentemente, coerciva sobre ¥ x Y, o que significa que:
da >0 tal que a'(y,y)Zc:z”y“Y2 , VyeY . (3)

entdo (P,) admite uma solugio Unica para qualquier L. Mais ainda, neste caso, se

aproximarmos (P, ) por (P, ), deduzido de (P,) mediante a substituigdo de ¥ por um

seu subespago Z (lipicamente de dimensdo finita), e a solugdo xeY por sua

aproximagdo @ € Z. entdo a distdncia entre x e @ pode ser estimada usando-se a

desigualdade abaixo. resultado conhecido como o Lema de Céa:

o= Jahor o :

|x-a|, <*—d,x2), (4)
a

onde d,(y,Z) que designa a distdncia de um elemento y € ¥ ao subespago Z medida

na norma de Y, é dada por:
dy(y,2)= inf |y-z|, . (%)

No inicio dos anos setenta, no intuito de estudar alguns problemas particulares,

-

¢ notadamente problemas de ponto-sela, que ndo apresentam as caracteristicas de Y-
eliticidade, vale dizer de coercividade, alguns autores, entre eles BABUSKA [4],

consideraram a extensdo do Teorema de Lax-Milgram ao problema seguinte, mais



geral do que (PY ), no qual a solug@o pode ser procurada num outro espago de Hilbert

X de norma | - E

Encontrar x e X talque
(Pe.r) (6)
ax,y)=L(y) Vyel.
Aqui se supde naturalmente que a: X xY —IR ¢ bilinear e continua segundo a
defini¢do (1). Neste caso vale o seguinte resultado, conhecido como o Teorema de
Lax-Milgram generalizado:
Teorema 1.1. Sob us Hipéteses ae L, (XxY) e LeY', se a verifica as duas

condigdes abaizo:

Ja, >0 tal que Vx e X sup a(x.y) a-a,”xHX : €
{y¢0
3a, >0 tal que VyeY sup ”( 22 2a,|y|, ; (8)

xz0

o problema (Px'y) admite uma solugdo tnica para qualquer LeY'.

Defini¢do 1.2. Uma forma bilinear a que verifica as duas condigdes (7) e (8) é dita
fracamente coerciva.

Observe-se que no caso em que X =Y, o fato de a ser coerciva implica que a ¢
também fracamente coerciva, podendo-se tomar ¢, = @, = «, onde & ¢ a constante da
desigualdade (3). Mais ainda, conforme demonstrado por DUPIRE [7], quando « ¢
fracamente coerciva. na condi¢@o (8) pode-ser tomar «, =@, = &, € reciprocamente,
sendo a a maior das constantes com as quais se verificaram as duas desigualdades.
Isto enseja uma aproximagio ainda maior dos conceitos de coercividade e de fraca
coercividade, posto que as duas condig¢des acima podem ser vistas como uma extenséo
direta daquela que caracteriza a coercividade. Na realidade, néo € sé nesse aspecto que
uma analogia se apresenta: daremos neste trabalho uma recapitulagdo da analise feita
por DUPIRE [7], segundo a qual uma desigualdade analoga a do Lema de Céa vale
para o caso em que a ¢ fracamente coerciva, com uma constante dependente de a,
obtida mediante a simples substitu¢do em (4) da constante @ que caracteriza a

coercividade, pela (agora Unica constante que expressa a fraca coercividade de a

relativamente ao problema que aproxima (Px ,,). Na Secéo seguinte vamos examinar
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mais em detalhes essa assergfio, na medida em que essa analogia n#o fica transparente em
trabalhos mais conhecidos sobre o assunto, como os de BABUSKA ja citados. Por
exemplo, considera-se nos mesmos que a majoragio de erro no caso fracamente coercivo
é valida com uma constante igual a um mais a constante obtida da forma acima indicada.

Antes de passarmos a essa analise, completamos a notagéo e recapitulamos alguns

fatos e conceitos abaixo:

e Sendo Y um espago de Hilbert denotamos seu produto interno por (-,-),

associado a norma || : ly :

e Sejam Ve Z dois subespagos fechados de Y tais ¥ =V @ Z (soma direta mas ndo
necessariamente ortogonal). Define-se o operador de projegdo sobre V

paralelamente a Z (resp. Proje¢do sobre Z paralelamente a V), denotada por

P=n,,, (resp. por Q=m,,,=1-P), pela relagdo: Dado yeVl,
(Py,v)Y =(y,v), VveV (resp. (Qy,z)y =(y,z), Vze Z};

e Sendo X e Y dois espagos de Hilbert, para uma forma a e L, (X xY), define-se o
operador A e L(X xY) que representa (a esquerda) a, por (A(x), y),, =a(x,y);

e A norma padrdo de 4 acim’a‘ no espago L(X xY) denotada por ” A

H

e Parauma forma ae L, (X xY), define-se a conorma do operador A€ L(X xY)

, € igual a

la

que a representa (a esquerda), denotada conorma(A) por

[ 4],

conorma(A)= sup ———— .
T,

X#

Aqui se observa que necesariamente conorma(A)=0, e que somente se a condi¢do (7)
¢ verificada temos conorma(4) > 0 (sendo conorma(A4)= «;). Além disso, conforme
observado por DUPIRE [7], ambas as condigdes (7) e (8) sfo também necessdrias para

que (PX,,,) seja bem posto para qualquer L e L'. Deduz-se assim por uma trivial

aplicacdo do Teorema de Representagio de Riesz, que elas equivalem a bijetividade
ded.”

Enfim notamos que ambos operadores P e Q definidos acima pertencem a L(X x Y).



PROBLEMAS VARIACIONAIS LINEARES SOBRE SUBESPACOS

Consideremos de agora em diante que, no intuito de resolver aproximadamente
o problema variacional linear (PX,,, ) definimos dois subespagos fechados W e Z
respectivamente de A\ e Y. Isto leva a postular o problema (PW,Z) definido da mesma
forma que (PX‘Y ), mediante a substitugio de X por W e de Y por Z, e da solugdo x € X
por @ € W destinada a aproximar a primeira.
Podemos definir as restri¢des a,, , de a a WxZ e L, de L a Zpor

ay, € LL,WxZ):V(@,2)eWxZ , ay,(@,2)=a(w,2)
L,eZ''VNzeZ . L,(2)=L(2) .
Sabemos que existen 4y, , € L(W,Z) ¢ f, € Z tais que
Y(@,2)eW xZ, ay,(@.2) = (4, ,(@),2),

-

Vze 2" L,{(2) =(fz,z),, )

Podemos exprimir 4, , e f, em fungdo de 4 e f da seguinte forma:

Seja m, o operador de projegdo ortogonal sobre Z. Temos V(@,z)eW xZ,
(4, ,(@),2), = (U@),2), ou seja (U(@)-4,,(@)z), =0 YoeW e VzeZ.
Logo (A - Ay, err) eZ", isto é, 4, ,(@)=r,A(w) para qualquer w el . Por
conseguinte, .

Ay, =774y (9)

ou seja, 4, , ¢ arestri¢do a ¥ de 4'composta com a projegdo ortogonal sobre Z. Além
disso, segundo o Teorema de Lax-Milgram generalizado, o problema (PW'Z) ¢ bem

posto para todo L em Y’ se e somente se g, , € fracamente coerciva, pois verifica-se

facilmente que as restri¢des de L a Z descrevem Z’.
Observagio 2.1. Um fato importante de se salientar, é que, ao conirdrio da
coercividade, a fracu coercividade ndo se transmite aos subespacos, o que implica

aqui que, para cada par de subespagos selecionados para definir o problema
aproximado, temos que verificar que (Pw z) € bem posto, vale dizer, que a forma a (ou

sua restrigdo) é fracamente coerciva sobre W xZ, ou equivalentemente, que o0
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operador A, , =1, Ay € uma bijegcdo entre W e Z, Assim, por abuso de linguagem,

diremos que neste caso A, , é fracamente coercivo sobre W x Z .

Aliés, justamente para simplificar a linguagem e as notagdes, damos as definigdes

seguintes:

Definicdo 2.1. Seju Ae L(XxY) e sejam Wc X e ZcY dois subespagos

fechados. A é dito (W,Z) fc. se m, Ay € fracamente coercivo, isto é pertence a
Isom(W,Z). Além disso, neste caso a conorma de r, A, é denotada por ay, ;.

Essas defini¢des sfio transferidas trivialmente ae L, (X xY). Aplicamo-las
imediatamente no seguinte contexto (cf. [7]): 7
Proposi¢do 2.1. Se ae L, (XxY) é (W\Z) fc. entdo W ® Kerw,A=X, onde

Ae L(X xY) representa (a esquerda) a.

-

DEMOSTRACAO.  Seja weW NKerm, A, isto é A, ,0=n,4,@=0. Logo
W N Kerm,4=1{0}, pois 4, , ¢ injetivo,

Agora seja xe X ¢ x, eW a solugdo unica (pois 4 € (W,Z) fc.) do problema
variacional seguinte: Achar x, e W tal que, Vze Z, a(x,,z). Observamos que
x—x, € Kerm, A. Com efeito, Vze Z, (4(x - x, ).z), =a(x-x,,2)=0.

Logo a descomposi¢io x = x,, +(x—x, ) mostraque W @ Kerm,A=X ..

O Lema seguinte devido a DUPIRE (cf. [7], Proposi¢do 11-3.3) fornece um resultado
fundamental para se obter uma estimativa fina e simples de | x-x, |, em relagdo a
dy(x,W)= ” X=X “ , ha Proposi¢éo 2.1 dada mais adiante (cf. [7]).

Lema 2.1. Sejam Ae L(XxY), W c X e Zc Y, We Zsubespagos fechados.

Sejam ainda A, =74, € LW,Z)y e A,=n,;A,, . Entdo A, ser sobrejectivo

implica:

| conormald,)* +| 4, | <|| 7w A" <| 4] .

Estamos agora em condi¢des de postular a:
Proposiciio 2.2. Seju ae L, (X xY) tal que a é (W,Z) fc., onde W e Z subespagos
fechados de X e Y. Entdo, para qualquer x e X :



@ 3x,eW talquevzeZ alx,,z)=a(x,z);
_ L«
b |x-xy |, sT—dy (W),
a5

onde a, ; = conormu(;rz A|V) e d(x,W) é dada pela expressdo definida em (35).
DEMONSTRACAO.

a) Este resultado € conseqiiéncia imediata do Teorema de Lax-Milgram

generalizado.
b) Paratodo ze Z. (A(x—xW),z)y =a(x—-x,,2z)=0.Logo 7, A(x—x,)=0, e se
v=my,(x—-x,) e @ =Jr,,,l(x —Xy)=7%yx entdo 7,A(v)=-m,A(w). Dai

deduzimos que:

aV,Z“v"x S“ EZAIVJ- " "w “X

donde, aplicando o Teorema de Pitagoras, vem:

o || +ai]a | - (10)

@ | x-xy |, <|| 72 4,,

Por outro lado, o operador arZA‘W e LW,Z) é sobrejetivo pois € (W,Z) fc.. Logo, de

acordo como Lema 2.1, || 7, Am ] + aﬁ’z = || w, A ||2 . Isto implica que
| 724] 4]
o B et =L
|2=x |, <225 o], < o]

o que demonstra a Proposigdo, posto que @w=m, X=Xx-7m,X oOu seja

[@ ], =dx @), e | 74| <|4]=]a].

APROXIMACAO ABSTRATA
Apliquemos os resultados da sec¢éo anterior a aproximagdo de problemas variacionais
lineares abstratos.

Quando se deseja aproximar a solugdo x de um problema variacional definido
sobre um par de espagos de Hilbert (X.,Y), o caminho natural a se percorrer € o
segutnte:
1. Verificar se (R\._, ) estd bem posto;

2. Construir dois subespagos X, e ¥, de dimensdo finita;

3. Verificar se (P.\',, v, ) esta bem posto;
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4. Resolver (Px,,,r,, ) de solugdo x, € X, ;

5. Majorar e estimar o erro ﬂ - 8 |‘X :
Os pontos 1. ¢ 3. sio assegurados pela fraca coercividade de @ sobre X' x X e
X, xX,.Um procedimento usual para 2. ¢ dado pelo método de Ritz, e assim 4. recai

em usar algoritmos de resolugéo de sistemas lineares. 7

O objetivo desta Segdo € tratar do ultimo ponto 5., ou seja establecer estimativas
destinadas a avaliar o erro ocorrido na aproximagéo do problema inicial, assim como a
distdncia entre as solugdes aproximadas obtidas com o uso de dois pares diferentes de
subespacos. Tais aproximacgdes sdo qualificadas de abstratas pois estabelecemos

resultados em um quadro hilbertiano geral, exprimindo as estimativas em funcfo de
d,(x,X,), sem procurar avaliar mais precisamente essa quantidade que, no caso de

equagdes diferenciais por exemplo, pode ser estimada gragas a resultados da teoria da
interpolag@o nos espagos de Sobolev (cf. [11]).
Uma aplicagdo direta da Proposigdo 2.1 fornece o:

Teorema 3.1. Sejam W e Z subespagos fechados X e Y, espacos de Hilbert, e
ae L, (XxY) queé (X Y)fe.. Entdo:

a) Paratodo LeY’, existe um unico (x, xw)e X x Z tal que
VyeY, alx,y)=L(y)eVze Z, a(x,,z)= L(z)

b) Vale a mejoragdio do erro seguinte:

|x=x, |, sla L, ) (11)

w.Z
onde x e x,, sdo definidos em a).
DEMONSTRACAO.
a) Euma consequéncia direta do Teorema 1.1.
b) Observa-se inicialmente que Vze Z, a(xW;z) =a(x,z). Logo aplicando a
Proposigéo 2.1 deduz-se imediatamente (11).
Esse §imples corolario da Proposigdo 2.1 ¢ formulado como Teorema pois, conforme
ja antecipado na Se¢do 1, sob essa forma é uma generaliza¢io estrita da estimativa
classica (4) para problemas em que a forma a ¢ coerciva, isto €, no caso presente

(com X =Y eW="1L):



| x=xy |, Sﬂgjdy(x,Z), (12)

onde « denota a constante de coercividade de a sobre ¥ xY . Com efeito,
1. Nio se requer a coercividade de «, mas somente a (X,}) fraca coercividade e a

(V,Z) fraca coercividade de a.

2. Mesmo no caso coercivo (com X =Y e W = Z), a estimativa (11) ¢ melhor do que
(12), pois a constante que caracteriza a fraca coercividade ¢ siempre maior do que a
que figura na defini¢do da coercividade. Além disso, esta ultima constante para um
dado subespaco ¢ sempre maior do que a relativa ao espaco inteiro.

Observacio 3.1. Eniretanto a fraca coercividade ndo fornece a estimativa melhorada

do caso coercivo simétrico (cf. [8]):

fe-no I, <d%hig, e, 20

Na pratica, usando por exemplo o Método dos Elementos Finitos classico, temos
X =7, e utilizamos uma familia de subespacos {Y,, } , de dimensdo finita, sendo 4 um
parametro ligado ao grau de refinamento de uma malha, a qual se associa cada
subespago de dimensdo finita Y, destinado a aproximar } quando % tende para 0, e
sobre os quais a ¢ fracamente coerciva. Observa-se que se a ndo for coerciva,
assegurar a fraca cocrcividade de a sobre toda a familia {Y,, }h, h>0 pode ser um
problema delicado.

Neste caso, chamando de x, a solugdo do problema variacional associado a um dado

subespago Y, , a estimativa de erro (11) se escreve:

Aaly oy,
= Y\ th)>
ai

“x—xfi |Y
1

onde ¢, € aconormade 4, =7, A, . Logo, se @, ¢ independiente de A, 0 problema

da aproximacgdo de x por x, ¢ reduzido a capacidade de aproximagio de Y por Y,
assunto ja bem sedimentado na vasta literatura sobre 0 Método dos Elementos Finitos.
Entretanto sugerimos na Sec@o seguinte, que essa teoria pode ser usada com a mesma

eficdcia para a analisc de erro do Método de Volumes Finitos.

[
(V5]



24

UM EXEMPLO NA APROXIMACAO POR VOLUMES FINITOS

Consideremos o seguinte problema:
Dado f e L*(0,1), encontrar una fungéio u € H '(0,1) tal que,

u+u=f
(13)
u(0)=0

O problema (13) pode ser colocado sob a forma variational abaixo:
Encontraru € U tal que
i { a(u,v)=Lv) Vvel.
onde

a(u,v) = £u'vdx+ _Euvdx

v =I*(0,L) normadopor |-, -

U= {x'/v e H'(0,L),v(0) = 0} normado por |- |

1,22

sendo por definigéo,

= fera]

b =l 1O )7

Dado que tanto ¥ como U sdo espagos de Hilbert, respectivamente munidos das

normas dadas acima (cf. P.ex. [9]), para verificar que (P) tem solugdo Unica para
qualquer f € I*(0,1). pode-se proceder da seguinte maneira:

Em primeiro lugar, dado welU escolhemos v=u'el . Claramente
2 ’ . ;

a(u,v)=|u’ “02 + fuu dx , isto é:
» )

) =|u |}, +u* 220+ ) |ull, (%

onde C, &a constante da desigualdade de Poincaré que se aplica ao espago U (cf. [9]).
Por otro lado, temos trivialmente,

vl <|ul (15)

10,2 I,2

As relagBes (14) e (15) implicam que a condig#o (7) ¢ satisfeita com a = (1 +C; )—l .



Para verificar a condigdo (8), dado veV ndo nulo, definimos uwel por

u(x) = f v(t)dt, xe [0,1]. Como wu'=v#0 por construgdo, temos

a(u,v)=|l u' 0 que verifica a

0;2”?

o+ [z v, e ful, <(c2+1)%v]

condigdo desejada com uma constante igual a a?
Agora aproximamos (P) pelo método dos volumes finitos do tipo centrado nos

vértices, definido como se segue:

Inicialmente consideramos uma partigdo 7, do dominio (0,1) em volumes de controle
I, com i=12,---,N de coﬁprimentos iguais a A=L/N, sendo N elN, onde
1,([i = 1]n,ih). Em seguida postulamos para aproximar (P):
Encontraru, e U, tal que
b { a(u, V) =L(v) WveV,.

-

onde

U, ={/veC’[0,L]v(0)=0,v,, € B, Vi, i=12,-, N}

V,=V/v, P Vi, i=12,-,N .
sendo P, o espago de polindmios de grau inferior ou igual a k.

O problema (P,,) resume-se numa integrac¢io da equagdo diferencial de (13) em
cada volume de controle, seguida pela substitug¢do de u por sua aproximagéo
u, € U,. Observe-se que o método assim definido pode também ser interpretado como
um método dos elementos finitos conforme do tipo linear por pedagos usual, na

medidaemque U, cU eV, cV.
Demonstra-se facilmente que o problema aproximado (P,,) satisfaz as duas condigdes
da forma (7) e (8). necesséarias e suficientes para que ele tenha solugdo unica

Vfe’(0,L). Para tanto pode-se usar exatamente 0s mesmos argumentos

empregados acima para o caso do problema continuo (P). De fato, basta levar em

conta que a derivada de uma fun¢do de U, pertence a V,, e reciprocamente a integral

de 0 a x de uma fungéo de V, define necessariamente uma fungéo de U,. Assim
sendo, conclui-se que no caso do problema aproximado a condig¢do (7) € verificada

com a, =a.
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Agora se em (P) consideramos o caso em que feH '(0,L), pode-se verificar

facilmente que u € H2(0,L) (ou seja u" e L*(0,1)). Neste caso, usando os resultados
classicos de aproximagéo polinomial por pedagos (cf. [11]), deduzimos que existe uma
constante C independiente de A, tal que:

dy(w,U,)<CH|u" |,
Dai se conclui imediatamente de (11) que

c\2

Q,

" U=u, ”1,2 = h” u' Ho,z !

A analise desenvolvida acima — tipicamente empregada na literatura para métodos de
elementos finitos -, pode ser estendida a outros esquemas de tipo volumes finitos, em
uma ou mais dimensdes técnicas de certa dificuldade. A esse respeito pode-se citar
alguns trabalhos recentes, entre os quais por exemplo, o d¢ BARANGER e MAITRE
[4]. Na realidade estamos trabalhando para apresentar no futuro préoximo alguns outros
exemplos que ilustram essa asser¢do, pois acreditamos que estudos nessa linha
contribuam para desmitificar um pouco mais as por vezes tdo decantadas diferengas

entre as abordagens de elementos finitos € de volumes finitos.
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