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CONTROLABILIDAD APROXIMADA PARA UN SISTEMA
DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES
EN UN DOMINIO NO CILINDRICO

' Andrés Barraza de la Cruz'

Sea Q un abierto acotado de IR", el cual sin pérdida de generalidad podemos suponer

conteniendo el origen de IR", con frontera I" bien regular y Q, =.Q><[O,T[ (T > 0) un

cilindro de IR™', con frontera lateral ZT =Ix b,T[. Consideremos la funcién

t K@), de [0,T]— R .
es decir K(f) es la matriz de orden nxXn

Supongamos K(#) ortogonal y continuamente diferenciable para cdada ¢ .

Definimos el conjunto

Q ={x=K@®)y; ye 2} (0<t<T)
cuya frontera es denotada por I',. Representemos por éT el dominio no cilindrico

0, = @ x{}
B ' 0<t<T
con frontera lateral

By Ur. x{r}

0<i<T

Sea @ un subconjunto abierto no vacio de £, tal que el cilindro g, =@wXx b.7[ est4
A A

contenido en Q, . qu denota la funcién caracteristica de g, y @(x,t) es la funcién control

con soporte contenido en g,

En este trabajo estudiamos la controlabilidad aproximada para el siguiente sistema:

-

u’(x,r)—Au(x,t)+3(x,t)u(x,:)+i§(x,:)-Vu(x,r)=c3(x,z)xq en 0,

u(x,t)=0 _sobre ir (D
u(x,0) = uo(ﬁ en 12

donde u(x,?) es la funcién vectorial (u, (6 4 T, (x,t)) con (x,t) € ér :
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Con el simbolo A representamos la matriz (4;),,, de operadores definida por

A, =

Ay parais: 1< 7
O <iparat i3

— —

donde A es el operador Laplaciano; a(x,t) =(;,-j(x,t)] y I;(x,t) = I;,-j(x,t)  matrices

nxn
nxn

tales que a;(x,1)=0 para i>j y by(x1)=(0,0,--,0) para i>j , ay(xr)e L[(Q,)

-

biGtye I )] ) Vulnt) = (Vu, (x,8),+, Vu, (x,1)) , V es el operador gradiente

5)(x, t) = (&\)l(x,r),"'a(:)N(x:t))

El presente trabajo estd basado en resultados obtenidos por L. A. Medeiros [6] en los cuales se

-

estudia la controlabilidad aproximada para el sistema (1) en el dominio no cilindrico Q, enel

caso en que el sistema se reduce a una sola ecuacién siguiendo las ideas de Fabre-Puel-
Zuazua [2], Fabre [3], Lions [4]; sistemas semejantes a (1) son considerados en Lions [5].
Transformaremos el sistema (1) en un sistema equivalente en dominio no cilindrico mediante

la aplicacién

1':(:)?—>QT

definido por 7(x,t) = (K ®™'x, t) con inversa
7™ :Q? — ér ;
dado por 77'(y,t)=(K(t)x,t) . Asi, haciendo u(x,t)= v(K” (t)x,r) , v:@—-R |,
K'(t)x=y tenemos
W (1) = v (K™ (0)x,8)+ V(K™ (O)x,t) K (K (1) y
Vu(x,t) = Vv(K +l (t)x,r)K" (1)
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Luego el sistema (1) queda transformado en
V- Av— MK O (y+a(y, v+ b(nOVK =0y en 0,
4,
v(y,t)=0  sobre X, (2)
v(3.0)=v,(y) en £
donde

a0 =(a,(n0)_\ bOu0) = (b, (3.0)),

03,1 = (@,(.0,0,00) , g; ={K Oxth(nDeq , 0<i<T}.
V= (vl’“.’vn) ? Vj(y’t) = H,-(x,t) ; Vo(y) = uo(y)

Dado que K(#) es ortogonal tenemos

~-VWK' K (t)y = K*’(I)K(t) y=y K7 OK'®)Vv vy VvK'(t)=K(@)Vv

donde A" denota la matriz transpuesta de A .

Denotando nuevamente por b; alasuma y K~ ()K'(t)8, + by K(¢) donde

1 si i=j .
0, = 6 & J , tenemos que el sistema (2) queda ain transformado en:
si i#]

v'-/_'\v+a(y,r)v+b(y,r)Vv=a)xqr en Q,
v(y,0)=0  sobre %, 3)
v(»,0)=ve(y) en Q

Solucionesen O, y QO

Sean V 'y H espacios de Hilbert con producto interno y norma representados por ((-,-)),

| . Supongamos V < H con inmersién continua. Consideremos el espacio

y (r) ’

vectorial

W(O,T;V,H) ={ze I}(0,T;V), z’e I*(0,T; H)}
donde 7’ es la derivada en el sentido de las distribuciones. W es un espacio de Hilbert con la

norma:

2

2 2 2
|W(0,T:H) = H z ”Em‘r:m +‘

LXOT:H) ©

’

Z

E
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Este espacio de Hilbert tiene inmersién continua en el espacio de Banach- C D([0,1‘"];19' ); de
este modo tiene sentido z(0) y z(7) paraelementos de W(0,T;V . H) .

Definicion 1: La funcion v:Q; —IR serd llamada la solucion fuerte del problema (3) si

ve W0O,T; HI(Q)" NH*(Q)",I2(2)") y
w—Av+av+l’::Vv:a)j{;r cs. en Q,
y la condicidn inicial v(y,0) =v, .

Definicion 2: La funcion u:Q, —IR serd llamada solucion fuerte del problema (1) si

ue WO.THY)(Q)" NH?(2,)" . I*(€2,)") y
W—Au+au+bVu=a c.s. en é i
Xq, r

Espacios funcionales sobre Q, son dados como en Milla-Limaco [7] .
Teorema 1: Dado we I* (O,T;L2 (Q)”) Yy V€ H,(£2)" existe una vinica funcién v: O =>IR
solucion fuerte del problema (3). Esta solucion tiene la siguiente regularidad:

ve C°([0, T HLY(2)") .

Demostracion: Para una demostraciéon usamos el método de Galerkin conforme a [1].
Observando que el sistema es triangular superior, las limitaciones son obtenidas a partir de la

dltima linea en el problema aproximado.
Asi, dada la limitacién en la tltima linea usamos este resultado para limitar la pendltima linea

y asi sucesivamente. Para las limitaciones en la tltima linea ver [6].
Teorema 2: Dado we L’ (O,T;LQ(QI)”) y u,€ H)(82,)" existe una iinica funcién

i § éT — IR solucion fuerte del problema (1). Esta solucion tiene la siguiente regularidad:
we C°(0, T HLQ,)") .
Demostracion: Dado que x = K(¢)y tenemos u(x,t) = v(K" (r)x,t); uy(x) =vy(y).
Asi por el teorema 1 existe v:0; —IR solucién fuerte de (3) tal que
ve C°([0.T1:H (@) ).
Este resultado sigue de la equivalencia de los sistemas.

Asi tenemos el siguiente resultado de controlabilidad aproximada para el sistema (1).
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Teorema 3: Dado u, € Hy(£2,)" el conjunto de estados admisibles en el tiempo T
Rix(T)= {u(x,T);aJe L (qT) , U solucion fuerte de (1)}

es denso en H;(Qr)" ‘

Dada la equivalencia de los problemas (1) y (3) serd suficiente probar el siguiente

lema

Lema 3.1: Dado vy H 5(.(2)” el conjunto de estados admisibles en el tiempo T
Ry (T):{v(y,T);coe Lz(&T] , Vv solucion fuerte de (3)}

es denso en H)(22)" .

Demostracién: Sea v, € H,(£2)" , probaremos la existencia de una sucesién (v, (7)) tal

ke IN
que v,(T)e R, (T) y v,(T) > v, fuerte en H,(2)". .
Por la linealidad de (3) bastard mostrar el lema para el caso en que v, =0.

Para cada k € IN definimos el funcional A

Vio (T) = v,y ”2 )

L@=23 [ oiowdd+s Y
=l g i=l

donde v, denota la solucién fuerte de (3) para we Lz(c}T] Yy Vo= vie)s

Va =(vld""’vnd) .

Consideremos ahora el siguiente problema de minimizacién

Min J, (@)

(P)

Para todo we Lz[qr]
Por la forma como estd definida J, (@), resulta semicontinua inferiormente, estrictamente

N
A
convexa y coerciva en L’(q]r ] . Entonces existe una solucién @, de (P,) paracadak .

La derivada de J, () es definida por

J@)-E=Y [ g dyar+ ki (ve @ =vigsve (M) O

i=l ar
para todo & € Lz(avT)" donde & = (§,,---,&,) .
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Reemplazando J; (w)-& en la solucién w, de (P,) tenemos

_ZJ w&, dxdt+k2(( v (T) = vy, v (D) )= 0 ©)

para todo & € L*(g,)" donde v, (T) =v,0,(T) .

Probaremos ahora que v, (T) — v, fuerte en H(£2)" .

En efecto, de la minimizacién tenemos

k n
L@) <=2 v |
i=l

esto es

fZJ ®? dyds+= Z}Ivk(T) vu | < EEI Vi (7)

i=l qr r=i
De alli %
1 a6
e es acotadaen L’(g,)" (8)

(\/E ‘ }Aeﬂv .
,

(v (T)=v, )y ©sacotadaen H ()" . 9)
Luego existe una subsucesién que denotamos nuevamente por (v, (T)—v, ),y tal que
v, (T)—v, — y débilmente en H;(Q)"
donde y = (y,..y,,) -
De (6) tenemos

2.[ @, &, d)’dt'*'Z((ka(T)_Vidavig (T) ))=0 .
i=l g, i=l

Asi, haciendo k — <= y considerando la acotacién (8) tenemos

2((Wfksvf§(T) ))=0 , VEe Lz(‘h] . (10)

i=1

Definimos el:estado adjunto por transposicién, sea p(y,t)=(p1(y,t),---,pn(y,t)), asi

multiplicando (3) por p(y,?), en seguida integrando por partes tenemos

o PO, = Av+a(y,Hv+b(3,)VV] = <-Ay,u(T) > an
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donde ve W(O,T;H;(Q)" ﬂHQ(Q)”,LZ(Q)”) tal que v(0)=(0,---,0) y p solucién del

problema:

Ap'—A‘p+a*(y,t)—div(b*(y,r)-p]=0 en O
p=0 sobre 2.
p(T)=-Ay en Q

Observemos que

JQTp(y,r)b(y,t)Vvdy dt = ZZ‘JQT p,bi Vv, dxdt

i=l j=1

= iiJQ W dh{pi Eg dedt

i=l j=I

= iidiv(gﬁ P }‘f dx dt

i=l j=1

Consideremos ahora los sistemas

—p’—A*p—:—a*(y,r)—div[b*(y,t)-p]zo en O,
p=0 sobre %,
pI)=f en £

7 —Az+a(y,0)+b(y,)Vz=¢ en O,
z=0 sobre 2.
z2(y,0)=0 en Q

donde div(C,y ]

nxn

denota (div (_:’ i J

nxn

Si pe I’ (O,T‘, I (.Q)”) por el teorema 1 tenemos que

(12)

(13)

(14)

ZE ‘/’V(O,I’";H(l,(Q)ﬁHz(Q)",L2 (.Q)") es solucion fuerte de (3) (con Vo =0) , desde que

2, =0 tenemos que ze C°(0,T];H.(R2)") ; luego tiene sentido < f,z(T)>

Vfe H(Q)" .

Definicion 3: Decimos que p es solucidn por transposicion del problema (13) si

pe 2(0,T;*(Q)")
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y satisface

Jo P09 dyd= < f,2T)> (15)

para todo @ € 54 (O,T; L*(2)" ) , donde 7 es una solucion fuerte de (14) correspondiente a .
Teorema 4. Existe una unica solucion por transposicion del sistema (13).
Prueba: Consideremos la forma lineal

L:*(0.T:12(@)" ) > R
definida por L(¢)=< f,z(T)>, Vpe L’ (O,T;LQ(Q)") , fe H'(£2)" y z solucién tnica
fuerte de (14) correspondiente a ¢ .

Asi tenemos
|< f.2(D)>|=|f HH*'(Q)" | 2(T) ”H(‘,(m"

Por otro lado, ver [4], tenemos

n T 2
H 2(T) “H(')(Q)” S” £ Hc”([o,r];ﬁ,',(m"} = CZJ‘D ‘ (1) ‘ dt

luego

’<f,z(T)>|:“f”H-‘(m" ?

2or@n)
Asi f es una forma lineal continua sobre I’ (O,T;LZ(Q)” ) Por el teorema de representacién

de Riesz, existe Unica funcién

pe *(0,7;12(2)")
tal que
Lp)= | 5 pO:09(0) dy di

Para todo @ e I2(0,T;12(2)")
Haciendo f=Awe H™' ()" tenemos que existe una tnica funcién p solucién por
transposicion del problema (12), definido por (11), con la siguiente regularidad
pe 20.7:2@2) )NC([0.TH(Q))  (ver[6])

Sea v, soluci6én fuerte de (3) con w=¢& es decir el lado derecho de (3) es dado por

X » & L*(£2;)". Luego substituyendo en (11) v por v, obtenemos
j%, p& dy dr—jQTpé: x; dydi= ((w,vg(T) )=0,VéeL [qr ]

dado que we H,(£2)" y (10).
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Luego p=(0,---,0) en g, esdecir p, =0engq, ,i=12,--,n .
La primera ecuacién del sistema (12) se puede escribir considerando el caso n =3 (para

visualizar mejor) como :
7 —
- p1—4p, +a, p, -div[bn P ):0

—-p,—A4p, - Ap, +a,p, +a,p, —div(blz P }—div(bm P, J: 0 (16)
_P; —Ap, —Ap, —Ap, +a,;p, +ayp, +a;p;

= diV(gu D, )— div(gn 2 ]- div[gn Ps )= 0

Asi como p, =0 en g, . Se sigue del resultado de unicidad dado en Caroline Fabre [3] que

p,=0en Q, .

Luego en la segunda linea de (16) tenemos %

- p,—Ap, +a,p, —diV[blz P ]:0

y como p, =0 en g, tenemos nuevamente del resultado de unicidad que p, =0 en Q, .

Finalmente en la dltima linea de (16) tenemos

—

—ps—Ap, +ayp, —div(b;; p3):0 ,con p, =0en (}T .
Nuevamente por el mismo resultado de unicidad tenemos
p;,=0en Q, .
Asi; (p,, p,.p;)=(0,00) en Q, .
En general tenemos
(p1» Py p,)=(0,-,0) en O, .
Luego, dado que pe CO({O,T];H"(Q)") tenemos que p(I)=0. Asi —Ay =0 con
ve Hé ()" luego y =0, por otro lado como de (9) v, (T)—v,___~ Y débilmente en
H}(£2)" resulta que
v, (T) —— v, débilmente en H,(Q)" .

Haciendo ¢ = w, en (6) tenemos

JiiL wii dy df:—Z(( Vie (T) = vy, v (T) )) .

i=1 qr i=1
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De alli tenemos

1 n n n
EZI;T w; dy dH—ZH Vi (T) = vy " = "2(( Ve (1) =Vig,vy ) -

i=
Haciendo k — oo tenemos

v (T) = v, fuerteen H,(£2)

v, (T) = v, fuerte en H,(£2)"

Prueba del Teorema 3:

Sea u, € H)(£2,)", definimos v, (y) =u, (k(T)y). Asi v, € H}(£2)", luego por el Lema 3.1

existe una sucesion (v, (T)),_,, con v, (T)e R, (T), keIN tal que

keIN

v, (T) — v, fuerte en H,(£2)"

Sea ahora u,(x,f)=v, (K'I(r)x,r) luego de la equivalencia de los-problemas (1) y (3)
tenemos que u, (x,t) es solucion fuerte de (1) para c?n- (x,01) =, (K‘l (r)x,r) asi

w,(xT)e Ru(T) .

Probaremos ahora que u, (T) — u, fuerteen H 0 (£2,)" . En efecto como

[ Vv, (3.1 = Vv () [ dy
Q

- d[

T

Vit (6 TIK(T) = Vit (x, TIK(T) |* | det k(T) | dx

= ﬂ Vu, (x,T)~Vu, (x.T) \2 dx puesto que k(T) es ortogonal.

Qr

Luego, haciendo k& — <= tenemos
u, —u,, fuerte en Hy(£2,)
asi

u, —>u, fuerte en H;(QT)” .
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