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CONTROLE EXATO EM DOMINIO NAO CILINDRICO

PARA UM OPERADOR DO TIPO L\ 2 p

R. F. Apolaya J

P. Gamboa 2

1. INTRODUC;ÁO
Seja um domínio limitado de IRn com fronteira de classe C4p e suponhamos que Q

contém a origem de IRn
_ Consideramos a funcáo contínua K: [O,+oo[ -7 [O,+oo[ que

verifica

i)

ii) 0< K¿ = inf K(t), K, = sup K(t) < +00
1<:0 I~O

iii) r = supl K'(t) 1<+00
r~O

(1. 1)

Estudamos a controlabilidade exata na fronteira, para um domínio nao cilíndrico, de urna

equacáo do seguinte tipo:

u"+!12pu=O
¡Yu

u=O -.=0, dV'
d2p-I

U

dv2p-1 = g,

u(O) = uO
, u/(O) = ul

em Q (domínio no cilíndrico)
1\

sobre L, i = 1;2,'" ,2(p -1)
(1.2)

1\

sobre L

o problema de controlabilidade exata na fronteira do sistema (1.2) formula-se da seguinte

forma:

Dado T > O, para cada {uo ,ul} em um espaco adequado, queremos determinar

um controle na fronteira, denotado por g, de modo que a solucáo u do sistema (1.2)
•

verifique a condicáo final
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o estudo do problema de controlabilidade exata do sistema (1.2) será feito

aplicando o método H.U.M. o qual foi introduzido por J. L. Lions. Isto é possível pois o

sistema (1.2) possui existéncia, regularidade, unicidade e reversibilidade de solucoes.

O problema de controlabilidad exata na fronteira de equacóes em deri vadas

parciais, tem sido estudado por vários especialistas. O primeiro autor em resolver

problemas de controlabilidade exata vía método H.U.M. foi J. L. Lions. Depois outros

autores estudaram o problema de controlabilidade exata, dentre eles podemos citar: J. P.

Puel [9], C. Fabre [1], L. A. Medeiros e M. Milla Miranda [7], justamente as idéias deste

último trabalho motivaram nossa análise apropiada para o problema de controlabilidade

exata do sistema (1.2).

2. PRELIMINARES

Seja

Q= Un¡ x{t}, i = uan¡ x{t};
O<¡<T O<¡<T

A

onde Q eJRn+1.

Consideremos urna funcáo contÍnua k: [O,+oo[ -7 [O,+oo[ tal que

ii) 0< k" = inf k(t), kl = :mpk(t) < +00;¡~o ¡~o

iii) r = supl k'(t) I < +00;
¡~o

A

Definimos urna funcáo u :Q -7 IR por

(2.1 ). -

onde vE"U(O,T;wtq(n)), ":y= k;t) , k(t»O e k-n(t) sendoque ~:IRn+1 -7IR"+I;

~ -1 (x,t) = (Y,t) = ( x ,t) é um difeomorfismo.
k(t)

(2.2)
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- 1\

Denotemos com TJ* =TJ*eX,t) o vetor normal unitário no ponto (X,t)E L, na

1\

direcáo da normal exterior de Q, logo

- x -
onde y = - e TJ(y,t) é o vetor normal unitário a Q no espaco IRn. Assim a x-

k(t)

componente do TJ* eX, t) será denotada por

3. RESUMO DE RESULTADOS SOBRE O CILINDRO

Consideremos o operador

(3.1 )

Seu adjunto associado é dado por

(3.2)

onde

, d az fPz = cz + ; - + ·z
ay;

b(t) = [_1_]4P
k(t)

Consideremos o problema

L*z =h
az a2p

-
1 z

z=-=···= =0av av2p
-
J

z(O) = z". z'(O) = z '

em Q

sobre L
em ,Q

(3.3)
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(3.4)

com dados iniciais

Deñnícáo 3.1. Uma funcüo z :Q -7IR é chamada de soluctio fraca do problema (3.3)-

(3.4) se

verificando

- S: (z',lJ/)dt+ s: (M"z,lJI}it+ s:[ a~,[aij ::j],lJI }t

- s:(b, ~~;,lJI}t + s: (Pz,lJI)dt = s:(h,lJI)dt
para todo lJIE L~ (O, T; n~P(Q)), lJI'E e (o,T; L2 (Q)) tal que lJI(O) = lJI(T) = °
verificando as condicáes iniciais

z(O) = z" , leO) = z ' .

Teorema 3.1. Se {zo, Zl ,h}E H4
p (Q) x H ~P(Q) XWI,1 (O,T; L2 (Q)), entdo existe uma

única soluciio forte z = z(x, t) do problema (3.3)-(3.4) na classe

ZE e( [O,T]; H~P (O) n H4
p (Q))n el ([o, T]; H~P (O))

verificando

L*z = h em LI(0,T;L2(0))

Teorema 3.2. Se {ZO,ZI ,h}E H~P(Q)XL2(Q)XLI(0,T;L2(Q)), entiio:

i) Existe uma única soluciio fraca Z = z(x, t) do problema (3.3)-(3.4) na classe

ii) A implicdo linear

H~P eQ)x L2eQ)x L1(0,T;L2 eQ))-7 e( [O, T]; H ~PeQ))n el ([o, T]; L2 (Q))

{zo, Z 1, h}H Z

é contínua na respectiva topologia.

iii) Se z verifica O), obtemos:

E(t) = E(O) +l rt b'(s)I~2P Zl2lJ1ds- rt[~[au ~l,z' ts+
2 Jo Jo ay¡ ay¡ r

1it( ab ,,} it( '\.:1 it( '\,1+- .-.-'Z .z ds- Pz,s: JUS+ h,z JUS
2 ° ay¡ ° o
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Consideremos o problema nao homogéneo:

Lw=O

aiw =0
avia2p-'w
av2p-' = ~
w(O) = wO, w'(O) = w'

em Q
sobre L, i = 0,1,'" ,2(p - 1)

(3.5)
sobre L
em Q

Definicáo 3.2.

w = w(x,t) E L~ 6,T;L2(Q)) é uma solucüo ultrafraca do problema (3.5) se

rT(w,h)dt=(w',Z(0)_(w',Z(0))_(2k'(0) y awo ,z(O)-
Jo k(O) 1 aY

i

-t ~b(t)!J.PzdI. .

Consideremos o problema ndo homogéneo:

L*z =h em Q

a i z = ° sobre L, i = 0,1, ... ,2p - 1
a/
z(T) = 0, z'(T) = ° em Q

(3.6)

Teorema 3.3. Se {wo,W',~}E L2(Q)xH-2p(Q)xL2(L), entdo existe uma única

solucdo ultrafraca tal que

WE C([O,T ];L2(Q) )nC'([O,T J;H-2P(Q)).

Além disso

11 W Ildo,T;L2<Q») + 11 w' IIL~(0,T;W2P(Q») ~ cU WO 1 + 11 w' Ilw2p(Q) + 1 ~ IL2(L»)'

Teorema 3.4. Se T > To, entdo, para cada {wo, W'}E L2 (Q) x H -2p (Q) existe um

controle ~ E L2(L) tal que a soluciio ultrafraca w do problema (3.6) satisfaz

w(T) = 0, w'(T) = °
onde T¿ é dado como em [4].

Dado {<po, <p'}E D(Q) x D(Q) definimos o problema homogéneo:

em Q
sobre L, i = 0,1,'" ,2p-1 (3.7)

em Q

tem urna única solucáo tp = <p(x, t) que satisfaz LlP <pE L2 (L) .
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LlfI = ° em Q
ñ'w
-=0 sobre L, i=0,1,···,2p-2
dvi
d 2P-'lfI
---'---- - ¿1PIIf sobre LdV2p-1 - 't'

lfI(T) = 0, lfI'(T) = ° em f.2

Por outro lado, consideremos agora o problema retardado:

(3.8)

tem urna única solucáo ultrafraca lfI = lfI(x, t) sendo que lfI é solucáo de (3.7);

lfIE C([O,T ];L2(f.2) )nC1([0,T ];H-2P(f.2»).

Agora definimos o operador

A. : D(f.2) x D(f.2) -7 H -2p (f.2)X L2 (f.2)

{.po, '1>'}H A {.po, <p' }= {VI' (O) - 2::b~)y, ~; (0),-\'1 (O)}

Dado que lfI é a solucao ultrafraca do problema (3.8), obtenemos que

°= <lfI'(O) - 2k'(O) v, ~ lfI (O), lfIo > - (lfI(O), lfI' )- f b(t)1 tl ((J(t) 1
2
cl'2:..

k(O) oy, L

Esta igualdade equivale a:

(3.9)

Logo, em D(f.2)xD(f.2), e (3.9), obtemos

Mas pelas desigualdades inversa e direta, ver [4] obtemos que 11·11 F é urna norma

equivalente a norma usual de H gP (f.2)X L2 (f.2) . Por tanto

(3.11)

Daqui podemos estender A.: F -7 F' sendo coercivo e pela igualdade (3.9) concluimos

que A. é um isomorfismo entre Fe F'.

/\

4. SOLU<;ÓES FRACAS EM Q

"-
Dado (x, t) E Q consideremos as seguintes funcóes

u(x,t) =1k~t),t). e(x, t) = k-n (t) z( X , t J e
k(t)
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Ternos que

e

'" a {k'2 -2 ! aw }u =- (t)k (t)Y¡Yj- -
ay¡ aYj

i

-t aw' r 2 12 -2 aw-2k'(t)k (t)Y¡-+L(1-n)k' (t)-k"'(t)k(t)J k (t)y¡-+w'"
ay¡ ay¡

Portanto,

u"(x,t) +dPu(x,t) = LW( x ,tJ.
k(t)

(4.1 )

Lernbrando que

- " 2 a [ - aw ] - aw' - awLw(y,t) = w +b(t),1 Pw+- aij(y,t)- +bi(y~t)-+di(y,t)-
aYi ay j ay j ayi

.Analogamente é possível obter

8"'cX,t)+dpB(X,t) = k-n (t)L*Z( X ,tJ.
k(t)

(4.2)

Tem-se que

Observacáo 4.1

isto é,
v . v

lJIcY)= lJI(y¡,Yz,"', Yn)= (k(t) Y¡,"', k(t) yn)

v _

cam 1/f(Y) = k(t)Yi' i = 1,2,"·,n.

Resulta que

ax¡
O O O~

'.' ay¡

a(xl'".,xJ O
aX2 O O = ti ax¡ = k(t)n= aY2

a(Y¡"",Yn) i=¡ ay¡

O O O
aXn
aYn
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Da observacáo (4.1), obtenemos que

De forma similar, obtemos que

Observemos que se T, = If/(T) , resulta

rT f e-p (t)v(;:,t)tle(~,t)df',dt =Jo r,

T- _

50 Ir k-4p (t)~(y,t)N zdf'dt

Integrando por partes e aplicando a fórmula de Green, tem-se

s:tLw.ziYdt = f)w'(T)z(T) - w(T)z'(T)]dy - f)w'(O)z(O) - w(O)z'(O)]dy +

+f (_2/'(T) y¡ aw (T)z(T)iy-f (_2)k'(O) y¡ ~w (O)z(O)dy+
n k(T) ay¡ n k(O) ay¡

(4.3)

Mas,

f [u'(x,t)8(x,t) -u(x,t)8'(x,t)]ix = [ [w'(Y,t)z(Y,t) - w(Y,t)z'(Y,t)}ty
~ ~

i (-2) k'(t) y¡ ~w (Y,t)z(Y,t)dY.
il k(t) ay¡

Logo, de (4.3) e (4.4), obtemos
a..\ [Ti (u" + ¡l2p ti '¡xiXdt = i [u'(x, T)8(x,T) - u(x, T)8'(x, T)}tx-

Jo a, ilT

- [ [u'(x,O)8cX,O) - u(x,O)8'(:r,O)}tx + [T f k -4p (t)vcX, t)¡lP(J(x, t)dT,dt + (4.5)
Jilo Jo r,

+ rT r u(e" + Ll2P8 }lidtJo Jn,

64

(4.4)



Motivados pelo resultado "formal" (4.5), consideramos o seguinte problema:

1\

e" + /12pe = h

e=o aie =0
, iJvi

e(O)=eo, e'(O)=el

sendo que

1\

em Q
1\

sobre L, 'i = 0,1, ... ,2 P - 1 (4.6)

{eo ,el,h} E H;P (no)x L2(no)x LI(0,T;L2 (ni)) (4.7)

Definicáo 4.1. Dizemos que e = e(x,t) é urna soluciio fraca do problema (4.6) se

verificando

- J: (8',a')L2(il,)dt+ J: (/1P8,/1Pa)L2(il,)dt = J: (h,a')L2(il,)dt

para todo a E L2 ([O, T]; H;P (ni))' a' E L2 ([o, T]; L2 (DI)) tal que a(O) = cx(T) e

dados iniciais

Consideremos agora o seguinte problema:

L*z =h
iJiz
-=0avi
z(O) = z", z'(O) = z'

sendo que

em Q

sobre L, i = 0,1,'" ,2p-l

em n
(4.8)

(4.9)

Defínicáo 4.2. Diremos que z é urna solucüo fraca do problema (4.8)-(4.9) se

ZE C([O,T];H;p(n)), Z'E C([0,T];L2(n))

verificando
~,

',\
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dados iniciais

z(O) = z" e z/(O) = z'

Teorema 4.1. Seja

, 8(X,t) = k-n (t)z( X ,t)
k(t)

ande z é uma solucüo fraca do problema (4.8)-(4.9) se e só se e é uma soluciio fraca do

problema (4.6)-(4.7) senda que 'os dados iniciais {eO,el,h} e {ZO,ZI ,h} encontram-se

relacionados por

eO (x) = k-n (O)Zo( X ) (4.10)
k(O)

81(X)=-nk-(n+I)(0)k'(0)ZO( x )_
k(O)

_ k-(n+l) (O)k'(O) " azo ( x )+ i : (O)Z,( X ) (4,11)
);, ay¡ k(O) k(O)

Demonstracüo: Suponhamos que z é urna solucáo fraca do problema (4.8)-(4.9), isto é,

- rr (z', f3')dt + rT (bfl2Pz, 13}it + fT(~[a¡j ~J,+Jo Jo ° ay. ay .., ) .

fT( al } fT fT+ b¡-,13 t + (Pz, f3)dt =' (h,f3)dt
° ay¡ ° °

(4,12)

para todo f3E L2 (O,T; H gP(.Q»), f3' E L2 (O,T; L2 (.Q») tal que f3(0) = f3(T) = O.

De (4.9), obtemos

{ZO,ZI ,h}E HgP(.Q)XL2(.Q)XL1(0,T;L2(.Q»). (4,13)

•'.\

em H~P(Q)

em L2(.Q)

em L1 (O,T; L2 (.Q»)
(4.14)

Logo de urna substitucáo {z~" z!" hm} no problema (4.8)-(4.9) e pelo Teorema 1, existe

z; solucóes fortes do problema (4.8) verificando
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_fTf z' f3'dt+fTf bt~/'ZIIl,¡j/f3dt+fTf ~[a'i~lf3dt+onm on on-:\ 1,-:\v», oy}

fTf az' - fTf - fTf -+ b¡_m f3dydt+ PZmf3dydt= hmf3dydt
O n ay¡ O non

(4.15)

Mas

" - - [" a [ az 1 az' ]8 (x,t)=kn(t)Zm+ay¡ aijay~ +b¡a;I+PZm (4.16)

Se f3( x ,t J = aCi, t) entáo de (4.16) tem-se que
k(t)

= fTf «: (t)[ZII + ~[a aZIII1+ b dz;', + P: ]f3k/' (t)i-;:dt (4.17)o n m::-. IJ -:\ 1 ::-. 111uy¡ uy) v»,

Entáo, substituindo (4.17), (4.18) na equacáo (4.15), resulta que

fTf e:, (-;;,t)a(-;;,t)d-;;dt + fTf f.,pe f.,Pad-;;dt =
o n, o ni 111

(4.19)

v

onde hm = k-n (t)hm•

Integrando por partes em (4.19), obtemos

- fTf e~(-;;,t)a'(-;;,t)d~t + fTf f.,pe f.,Pad-;;dt =
o o, o n, m

(4.20)

Mas

em C([O,TJ;HgP(Q»)

em e ([o, T J; L2 (Q»). (4.21)

v

Entáo, lembrando que t¡I é um difeomorfismo, obtemos de (4.21):

e~ --7 e'

em C([O,T];HgP(Q¡»)

em C([0,TJ;L2(Q¡»). (4.22)
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Usando (4.22) na passagem ao limite em (4.20), obtemos

- fT f e'(-;,t)a'(-;,t)dUlt + fTfl)/el)lad-;dt =
D ~ D ~

= fT f h(-;,t)a(-;,t)dUlt
D ni

(4.23)

sendo que
v

h(x,t) = r= (t)h(Y,t) .

Notemos que a partir de

el(x,t)=-nk-(II+I)(t)kl(t)Z[ X ,t]-k-(II+I)(t)k'(t)Yo dz [ x ,t]+k-II(t)z/[ X ,t]
k(t) 1 dYi k(t) k(t)

mostra-se que u(O) = UD e u'(O) = U l. Para isso, basta que se tome t = O.

Também devemos observar que a unicidade do problema (4.7) é urna conseqüéncia do

Teorema.

Observacáo 4.2. Temos:

e(X,t)=k-n(t)Z( x ,t]=k-II(t)Z(Y,t)
k(O)

~~ (X,t) = k-(n+I)(t) :~ (Y,t) ,

~:~ (x,t) = k-(n+2)(t) ~~~ (Y,t)

d2p-1e d2p-
1

? 1 (X,t) = r[I1+(2p-I)](t) ? ~ (Y,t)
dV-P- dT]-P-

Observacáo 4.3. Se é considerada a mudanca t = O por t-T no problema (4.7)-(4.8),

entdo pode-se obter os mesmos resultados anteriores para a soluciio w do

correspondente problema retrógado.

Queremos estudar o seguinte problema:

ulf + iJ.2pu = O

u=O iYu =0, avi

a2/,-1 z
--=vav 21'-1

u(O)=uD
, u'(O)=ul em

A

em Q
A

sobre Ir, i=1,2,···,2(p-l)
(4.24)

A

sobre Ir
Q,

sendo que

(4.25)
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Definíeáo 4.3. Diremos que UE L-(0,T;L2(.Q,)) é uma soluciio ultrafraca do problema

(4.24)-(4.25) se

- JT J e-p(t)v(-;,t)¡)l8(;:,t)df',dt
o G • (4.26)

V '
para todo h e L1(0,T;L2(.Q,)), com e solucdo fraca do problema

V

e" + dpe = h

8=0 'die =0
, 'dvi

e(T) = 0, e'(T) = ° em

1\

em Q
1\

sobre L, i = 1,2,... ,2p - 1 (4.27)

Teorema 4.2. Seja

"(:;:,1) =ik~t) ,,) ,

w é uma solucüo ultrafraca do problema (3.5) se e só se u é uma solucdo ultrafraca do

problema (4.24). Além disso, os dados iniciais relacionam-se por

(4.28)

1 k'(O) 'dwO 1 f3u a - --- --+w< , ) - < k(O) v, 'd ' ,). y,
(4.29)

v(x,t) = k-(n+2p-l)(t)~cY,t), y =( k~t) J (4.30)

Demonstracáo: Inicialmente lembremos que

fTfuh~,t ~~t = fTfw(Y,t ~-n (t)h(Y,t ~n(t)dydt
o n, o n

•',\

Logo, por (4.3). Teorema 3 e densidade, concluí-se a demostracáo.

Observacáo 4.4. Seja VO cY) = UO (k(t) y, t) com UO E L2 (.Q). Entéio
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coma(X)=k-n(O){3( X \
k(O) )

De fato

dUo dUo ( ° d(x,a) J rTf o[ da] -(x¡-,a) =(-,x¡a) =- U =-J
o

o U a+x¡- d xdt
dX¡ dX¡ dX¡ I dX¡

=_fTf uo( X Ik-neO){3( x l+k(O)y¡k-<n+I)(O) d{3]eeO)iYdt
o o, k(O) keO) ) dY¡

= - J:J/(Y,t)[Jl(Y) + y; ~~ (y) ]dYdt

= _(wo, dey¡(3) 1= ü¡ dW
O
(3)

dY¡) dy¡

Notemos que a partir do Teorema 4.2 mostra-se a unicidade do problema (4.24). Logo

UE e( [O,T]; L(Q/ »)n el ([O,T]; H-2 (Q/S)

e

T d2p-1
= f f k<n-I)(t)k-<n+2p-1)(t) ~ (y,t)k-<n+2p) (t)I1PzcY)e (t)dydt =

o r dT72p 1

Teorema 4.3. Se T > To, entiio para cada par de dados inicuus

~O,UI}E L2(Qo)xH-2p(Qo) existe um controle VE L2(O,T;L2(~» tal que a soluciio

ultrafraca V do problema (4.24) satisfaz

u(T) = u'(T) = O

e também o controles v = ¡jpe, sendo que e é soluciio de (4.6).
1\

Demonstracáo: Consideremos o problema (4.24), onde o conjunto Q é definido para os

T > r; lelo Teorema 4.1 existe um isomorfismo GI tal que GI{zo, Zl}= ~o ,el} .
<\

Analogamente, pelo Teorema 4.2 ternos un isomorfismo G2 tal que

G2 {wo, wl}= ~o ,ul
}. Definimos as aplicacóes isomorfas

{O I} { 1 2k'(O) dWo o}
(J w ,W = W - k(O) y¡ dy¡ - w
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A{ ° I}_ {' 1 2 k'(O) owo O}z , z - W - k (O) Yi oY
i
- W .

Assim, definimos

isto é,

Seja porEntáo

Logo, podemos considerar o problema

1\

e" + ¡j2pe = h

e=o, oie=O
ov'

ecO) =o", 8-'(0) =81

1\

em Q
1\

sobre I, i = 1,2,· .. ,2P - 1

Por outro lado, dado que fO ,el}E H~P (Qo)X L2 (Qo) podemos obter

{zo, Zl}= G1-
1 Í1°,e I}E H ~P (Qo)x L2 (Qo).

Definimos o problema

L*z =h
OiZ
-=0ovi
z(O)=zo, z'(O)=ZI

em Q

sobre I, i = 0,1,· .. ,2p - 1

em Q

(4.31)

(4.31), obtemos

(4.32)

. (4.33)

Entáo, de (4.33) e o Teorema 3.2, existe urna única solucáo fraca z de (4.33) tal que

¡jPZE L2('L).

Consideremos o problema

Lw=O
(jiW =0
(jr¡i .
":\2p-1
_0 __ w = k -1 (t)LF z
(jr¡2p-1

w(T) = wO, w'(T) = wl

em Q
sobre I, i = 0,1,··· ,2p - 2

sobre I

em Q

(4.34)
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Logo, por (4.34) e Teorema 3.3, existe urna única soluáo ultrafraca w de (4.34). Além

disso, se T > T¿ entáo o Teorema 3.4 garante que a solucáo ultrafraca w de (4.34) satisfaz

w(y,t) = O, w'eY,T) = O, (4.35)

Entáo, pelo Teorema 4.2, existe urna solucáo ultrafraca para o problema (4.24).

Mas, como ueY,t) = weY,t) , de (4.35) segue que

u(~,T) = O, u'6,T) = O. (4.36)

De (4.30) e (4.35) obtemos
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