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ABSTRACT En el presente trabajo, usando métodos alge-
braicos, demostramos un resultado que relaciona la multi-
plicidad algebraica en una singularidad dicritica aislada de
un campo vectorial holomorfo de dimensién compleja tres,
con el nimero de Milnor del campo y el de su transformado
estricto. .

1. INTRODUCCION

Sea M™ una variedad analitica compleja de dimensién n y consideremos
en ella una foliacién analitica singular por curvas. Esto significa que en
cualquier punto p € M" la.foliacién es generada por el campo vectorial
holomorfo

n 3 ’
Z= Zz,-a—zi, 21,23 1Zn € Ong; y mecd.(Z1,2s,...,2,) =1

i=1

en donde Oy, es el anillo de gérmenes de las funciones analiticas en
p. En lo sucesivo, denotaremos por Fz a esta foliacién, diremos que
el campo Z genera la foliacién Fz y las funciones Z; serdn llamadas
componentes de Z. El lector interesado en conocer detalles de la teoria
de funciones analiticas de varias complejas, deberd consultar [9] y para
los que deseen profundizar en la teoria de las variedades analiticas
complejas, recomendamos [11].

Sea p € M" y consideremos una carta (U, ¢) de M™ alrededor del
punto p tal que ¢(p) = 0 € C", claramente Z; o ¢! es una funcién
analitica de varias variables complejas definida en una vecindad del
origen y por lo tanto, ella tiene un desarrollo en series de potencias

Ziog'=) Zf, 1<i<n

k>0
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donde los Z¥ son polinomios homogéneos de grado k en n variables
complejas. El orden de Z; 0 ¢! en el 0 € C* es, por definicién, el
menor nimero entero v; tal que ZF = 0, para todo k < v; y A% # 0.
No es dificil probar que el nimero v; es independiente de la eleccién
de la carta (U, @), por esta razén el entero v; es llamado el orden de
Z; en p y lo denotamos por ord,(Z;). La multiplicidad algebraica de
la foliacién Fz (o del campo Z) en el punto p € M™, denotada por
my (Fz) (o simplemente por m,(Z)), es definida como el minimo de los
érdenes ordy(Z;).

Un punto p € M" es llamado punto singular de la foliacién Fz (o
del campo Z) si y s6lo si my(Z) > 1, en caso contrario decimos que
p es un punto regular. El conjunto de todos los puntos singulares de
la foliacién Fz serd denotado por Sing (Fz). Un punto p € M™ es
llamado singularidad aislada de Z si y sélo si p € Sing (Fz) y existe
una vecindad abierta U C M™ de p tal que todos los elementos de
U — {p} son puntos regulares de Z. .

Denotemos por I[Z,,Z,,...,Z;] € Oy, al ideal generado por las
componentes del campo vectorial holomorfo Z. El Numero de Milnor
del campo Z en el punto p € M", denotado por u,(Z), es definido
como

pp(Z) = dime (I 15 Z(Zﬂ’p ,Zn])

Este nimero es finito si y sélo si p € M™ es una singularidad aislada
de Z y en este caso p,(Z) coincide el grado topoldgico de la funcién de
Gauss inducido por Z el cual es considerado como un campo vectorial
real, en una esfera de dimensién real 2n — 1, suficientemente pequeiia
centrada en p. El objetivo del presente trabajo es estudiar como cambia
el nimero de Milnor p,(Z) cuando hacemos explosiones (blow-up) en
el punto singular p.

2. EL BLOW-UP CENTRADO EN UN PUNTO

Sea M™ una variedad analitica compleja de dimensién n v p € M™,
el blow-up (o ezplosidn) del punto p consiste en reemplazar p por el es-
pacio proyectivo complejo (n — 1)-dimensional CP(n — 1), considerado
como el conjunto de direcciones limites en p. Esto se consigue de la
siguiente manera: denotemos por P, (M™) al espacio proyectivo aso-
ciado al plano tangente T, (M™) y sea v — [v] la aplicacién del paso

al cociente T, (M") — {0} — P, (M™). El blow-up del punto p es el
conjunto

M= (M — {p}) UP, (M"),
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dotado de una estructura de variedad analitica compleja obtenida al
reemplazar toda carta de M" alrededor del punto p:
¢ = (z1,-.. ,2,) : U = C", tal que ¢(p) =0,

por las n cartas ¢;, (i = 1,... ,n) definidas del modo siguiente: sea P;
el conjunto de las rectas de T, (M™") contenidas en el Ker (dpz;),

¢i: Ui = (U - z7(0)) U (P, (M™) - B) » C*,

2 T Zir1 -
¢,-=(—,...,‘—,z,-,—"t—,...,—" sobre U,
i % Zi i

0 _ [ -1 . O Qp
b ([Som]) = (2 2o, 2, 22,

En lo sucesivo, la funcién analitica E : M® — M" definida por
_ [ 2z, sizgPB,(M"),
e { p, siz€P,(M").
serd llamada blow-up con ceniro en el punto p € M". La restriccién
de E a M™ — P, (M") es un difeomorfismo sobre M™ — {p}, que en la
carta (U;, ¢;) se escribe como

Bt o it = Utiisies o S BRBE T BB Rinw 4 BB )i

Cuando M™ = C* y p = 0, denotamos por (i Z) =i 28y« i %)
las coordenadas de C* y por

' [(z0,8)] =
21
la primera carta candnica sobre U; = CP(n — 1) — Py, las otras cartas
se obtienen permutando las variables de C*. Sea 7 : C* — CP(n — 1)
la fibracién de fibra C definida por
_ [ sizgCPn—1),
wah = { z, sizeCP(n-1).

La carta ¢, = (21,2); de C" definida anteriormente, en este caso se
escribe

(210 E,t o) sl =r'U] = C".

la que designamos, por abuso de notacién, como

)

(21,2)1 = (21,t") donde ¢t =

R XY

y en esta carta tenemos:
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E(Zl,t’) = (Zl, th!)

las otras n — 1 cartas asociadas se obtienen permutando las variables.
Por ejemplo, en el caso particular en que n = 3, se tiene E(z,t,s) =
(IL‘, .’Et,.'L'S) = (21, 22!23) (donde t = (t$ 3))7 E(u: Y, 'U) == (uy)yavy) =
(Zl, 225 23) (donde = (U,?))) y E(T,'LU,Z) = (’!'Z, wz, Z) = (zls 22, ZS)
(donde t' = (r,w)).

Lo desarrollado hasta aqui sobre el blow-up, es suficiente para nues-
tros propositos, el lector interesado en mayores detalles sobre el tema,
puede consultar las referencias [8], [10] y [5].

3. TRANSFORMADO ESTRICTO DE FOLIACIONES

Sea M"™ una variedad analitica compleja de dimensién n y consi-
deremos en ella una foliacién analitica singular por curvas Fz. Si
E : M™ — M™" es el blow-up centrado en el punta p € M™, singulari-
dad aislada de Fz, en la presente seccién, vamos a probar que existe una
tnica manera de extender el pull-back E* (Fz — {p}) a una foliacién
analitica singular por curvas, denotada por Fz, la cual est4 definida en
una vecindad del espacio proyectivo CP(n—1) = E~!(p) C M™ y cuyo
conjunto singular tiene codimensién > 2. Esta foliacién Fz es llamada
la transformada estricta de Fz por E y el espacio proyectivo E~'(p)
es llamado divisor. Denotaremos por Z al campo vectorial holomorfo
que genera a la foliacién 7. El punto p € M" es llamado singulari-
dad no dicritica de Fz si y s6lo si el divisor es invariante por Fz, esto
significa que E~'(p) es la unién de hojas y singularidades de ;. En
caso contrario, decimos que p es una singularidad dicritica de Fz. A
continuacion, detallaremos estos resultados.

Tomemos un sistema de coordenadas locales z = (21, 29,... ,2;) de
una vecindad del punto p tal que z(p) =0 € C" En estas coordenadas,

0
la foliacién es generada por el campo Z = ZZ, . Sime(Z) = v

1.
(donde v > 1), entonces las componentes Z; tlene un desarrollo en serie
de potencias alrededor del 0 € C*

Z;=Y 7Zi, 1<i<n,
k>v

donde cada Z} es un polinomio homogéneo de grado k.

Consideremos el sistema de coordenadas (yi,¥a,...,¥n) de C" en
donde E se expresa como:

E(y, Y2, 5Un) = (Wlis- - Y5195, Yi1Y50 - - - 2 Yn¥5) = (21,22, , 2n).
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En esta carta, el pull-back de Z por E es dado por

ZioE -y Z;joF
E'Z= ZoE Z( el °)a‘9.
Yi 1<:¢J<n Yi Yi

Pero

(ZioE) (v) =Y v¥Zi(5

k>v

en donde ¥y = (41, +~ y¥n) € T= Y1y« s %15 Fs Yit1s « .. ,¥n). Luego:

(3.1) E*Z(y) = (Eny’ y)) g

> (ny"[ ;;@)—yiAi;(g)]) aiy_.
1<iAi<n \k>v 4

se presentan dos posibilidades: _ _

(i) Existe i € {1,2,...,n}, i # j tal que A,(7) — v:A%(7) # 0.
En este caso, E*Z es divisible por y; ~! y entonces podemos definir
~ E“Z
Z =

. De (3.1) tenemos
j

. 0
(32) Z = yZ y)——-+ > (4@ -udl®) 5~ +
0y; 1<i#j<n Yi

+ yY(y)

en donde Y es un campo vectorial holomorfo. Denotaremos por Fz
a la foliacién generada por Z. De (3.2) se deduce ficilmente que el
divisor £E71(0) (el cual, en la carta que estamos trabajando, se expresa
como E~1(0) = {(y1,¥2,-.. ,¥n) € C" : y; = 0}), es invariante por la
foliacién Fz. En este caso decimos que 0 € C* es una Singularidad no
dicritica de Z.

(i5) Ai(y) — y:AL(Y) =0, para todo 1 <i < mn, i # j. EEngste caso,

E*Z es divisible por y; y entonces podemos definir Z= De (1)
tenemos ;

L el P -
(3.3) Z =277 5~ +y;iY(y)
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De (3.3) deducimos que E~'(0) no es invariante por Fgz, en efecto,
ahora las hojas de Fz son tranversales o tangentes al divisor y el con-
junto singular estd contenido en {7 € E~(0): ZJ(3) =0}. Cuando
esto ocurre, decimos que 0 € C* es una Singularidad dicritica de Z.

Note que en cualquiera de los dos casos, E*Z'y Z coinciden fuera del
divisor. La foliacién Fz es llamada transformada estricta de Fz por
E. :

4. EL NUMERO DE MILNOR DE UN CAMPO
VECTORIAL HOLOMORFO |

Sea U C C* un abierto, denotemos por O, al anillo de gérmenes
de las funciones analiticas en p € U y sea I(Z1,2;,...,2,] C O,
el ideal generado por las componentes del campo vectonal holomorfo
'Z definido en U. El Nimero de Milnor del campo Z en el punto p,
denotado: por u,(Z), es definido como - .

w(2) = dime (7rz—ee—)

Este nimero satisface las siguientes pmﬁeﬁaﬂ@ {wer-[B1):

1. ,up(Z) es finito si y s6lo si p es una smgulandad aislada de Z.
2. pp(Z) = 0 si y sblo si p es un punto regularde Z.

3. pp(Z) = 1si y sélo si det( ,(p)) ‘# 0.
0z 1<ij&n

Sean p € U una singularidad aislada del campo vectorial Z tal que
pp(Z) = v, Fz la foliacién generada por Z, }'z el tra.nsformado estricto
de Fz y Z el campo vectorial holomorfo que genera a la foliacién Fs.
Cuando n = 2, existe una férmula que relaciona.r con el niimero de
Milnor de Z en p y el niimero de Milnor de las singularidades de Z (ver

[10]):

Vi-v—-1+ 3 uq(fz ), sip es unasing. no dieritica.
Hp(2) = 7 i critice.
T v =14 Y u(Z), sipes una sing. dicritica.
g€E-1(p)

Observe que como el conjunto Sing (.?-:z) es finito, las sumatorias.

que aparecen en la expresién anterior son finitas. Existe una general-
izacién n-dimensional de la férmula anterior bajo las hipétesis de que p

es una singularidad aislada no dicritica de Z y el conjunto Sing (.73 z)
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es finito (ver [4]):
Up(Z) =" =" = v =1+ Z q(Z)

En el presente trabajo, demostraremos un resultado andlogo al an-
terior para el caso en que p es una singularidad aislada dicritica de
un campo vectorial holomorfo Z, definido en un abierto de C®. La
prueba que presentaremos es algebraica y utiliza algunas herramientas
de la Teoria de Interseccién de variedades analiticas complejas, las que
pasaremos a detallar en la siguiente seccién.

5. ELEMENTOS DE TEORJA DE INTERSECION

Denotemos por O, al anillo de gérmenes de las funciones analiticas
en 0 € C", luego cualquier F' € O, tiene un desarrollo en series de
potencias, definido en una vecindad del origen:

F(z) =) Fi(z)

k>0

en donde los Fi(z) son polinomios homogéneos de grado £ > 0. En
estas condiciones, el orden de F' en 0, denotado por ordy(F), es definido
como el menor nimero entero no negativo m tal que F; = 0 para todo
k<myF,#0.

Es bien conocido que el subconjunto de C* formado por todos los
ceros de F, al que denotaremos por (F' = 0), i.e.

(F=0)={2z€C":F(z) =0}

es una hipersuperficie analitica de C", es decir, una subvariedad analitica
de C* de codimensién 1 (o de dimensién n — 1). Por ejemplo si n = 2,
(F =0) es una curva analitica en C* mientras que si n = 3, (F =0)
es una superficie analitica en C?. En el caso particular de que F es un
polinomio, el conjunto (£ = 0) es una hipersuperficie algebraica de C".
Sean Fi, Fy,... ,F, € O y denotemos 4; = (F; =0), (1 < 57 < n).
n

Vamos a suponer que ﬂ A; es un conjunto de dimensién cero (con-
j=1

junto discreto de C*). El producto cartesiano [T4; = A; x Aa x...x A4,

en C = C" x C* x ... x C* tiene dimensién n(n — 1), y la diago-

2 . . .y
na.lA:{(zl,zz,... 2n2) € CY 12y = 29 = ... = 22 ¢ tiene dimensién
n

complementaria n. Si a € ﬂAj entonces (a)" = (a,q,...,a) € C¥
j=1
es un punto aislado de (IIA4;) N A, se sigue que la proyeccién mal, 4]
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de A sobre A* (en C*) es un recubrimiento analitico de alguna vecin-
dad de (a)". El indice de interseccidn de las hipersuperficies analiticas

n

A, Ay, ... Ay enel puntoa € n Aj, denotado por i, (F1, Fy, ... , Fy),
j=1

es definido como la multiplicidad (ver [6]) de la proyeccién maly,, en

(a)* € C¥:
ia (Fl,FQ,. T 1Fn) = ‘u.(n)n (’H'A|"Aj) b

n
Sia¢ m A;, es conveniente definir i, (F}, Fa,...,F,) =0.

j=1
Como consecuencia directa de la definicién, tenemos que el indice de
interseccién es una funcién simétrica de las funciones Fi, Fs, ..., Fy,

ie.
ia (FjUFjaa"' ,an) = '!:a (Fl,Fg,... ,Fn),

para cualquier permutacién (1,2,... ,n) = (41,52, -+ ,Jn)-
Otras propiedades fundamentales del indice de interseccién son las
siguientes:
R (B - FL Py oo oy =45 (P, Fay oo o B 00 (Y, gy o ooy 8B9)
2. Si A es una matriz cuadrada n x n invertible, cuyos elementos son
funciones holomorfas en una vecindad de a € C* y si denotamos:

F! F
ﬁ:g Y
F! F,

entotices , (5, P sw s L )= g (B Py s )

El lector puede encontrar la demostracion de estas y otras propiedades
del indice de interseccién en [6] y [7].

La interpretacién geométrica del indice de interseccion es la siguiente:
Dado € > 0 suficientemente pequefio, las e-perturbaciones A;(e) =
(F; = €) de A; se interceptan en exactamente i, (F1, F3,..., F,) pun-
tos, 1.e.

card (’ﬁ Aj(f)) _E BT 200 2 TR o

i1

En estas condiciones, el nimero de Milnor del campo vectorial holo-

n

morfo Z = E Zia—, puede ser interpretado geométricamente como el
: Zq
i=1
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indice de interseccion iy (Z,Z,,... ,Zy) en pde lasn hlpersuperﬁcles
analfticas generadas por las componentes de Z (ver [6)):

,(LP(Z) e ip (ZhZQi n) 7 _
Sea E el blow-up centrado en 0, en la carta U; (1 < j < n) de
€ introducimos las coordenadas (1, Y2, - - - » Yn)- De esta manera E :
U; = C tiene la siguiente expresion: ' .
CE@ P2 - 5Yn) = UYhs s Vit Y rWis - Un3) = (21,0, Z0)
- DadoeF' € Oy, con ordg(F) = m, en la carta ﬁj definimos el frans-
formado estricto de F por E, denotade por F, como:

(F o E) (y1_1y2: e :yn)
v

ﬁ!(yhy%' "_:yﬂ{) -

El Teorema siguiente, cuya demostracién.puede ser encontrada en
[7], es fundamental para demostrar el resultado principal del presente
trabajo: '

Teorema 1. Sean F\, Fs, ... , F, € O, tales que:

1. 0 € C* es un punto de interseccidn aislado de las hipersuperficies

analiticas (F} = 0), (F; = 0),... ,(F, =0).

2. Las hipersuperficies (F’l = O) ; (1:'5 = 0) easy (ﬁ‘n = 0) tienen

" puntos de intersecciones aislados en el divisor E~1(0).
Entoaces

ln(FI,an 3 Fn) = ordy(Fy)ordy(F) . .. ordy(Fy) +

+ Y (R R).
9€E~(p)

6. EL RESULTADO PRINCIPAL

Sea M? una vatiedad analitica compleja de dimensién 3 y conside-
remos en ella una foliacién analftica singular por curvas. En p € M?
singularidad aislada dicritica de la foliacién, consideremos un sistema
de coordenadas locales (21, 22, z3) tal que p = 0 € C3. En esta carta, la

3
0
foliacién es generada por el campo vectorial holomorfo Z = z Z; i
i=1 ?
Si mg(Z) = v, por el teorema de caracterizacién de campos con singu-
laridades dicriticas aisladas (ver [1]), existe un polinomio homogéneo
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P,_;-de grado v — 1, tal que:

Zi(#1, 22, 23) = %] u—l(zhz2:z3) + Z ZH( 31552,33), K-
k>v+1

Sea (z,t,s) la carta de C® en la cual el blow-up E centrado en el
0€C es expresado comio:

E(:DJ tv S) - (ﬂ:, I_tz $S) = (zls 22, Z_3)I..
“En estas coordenadas, las componentes del campo Z = Zla‘i o+
0 0 ‘
Z2 +Zs P que genera a la foliacién transformada estricta, se. expresa.n
como . -

Zy(z,t,8) = P._i(L,t,s)+ ¥ z* "21(1 t,s)
B k>v+1 A
Dzts) = X o+ [Zh(a,t,s) - tZL(L, 1, 9)
ik 5 bzv"'l ] e 3
33‘(:5: -t: 3) = E 5 xk—-u—l [Zg(ﬂ‘.‘, t; 3‘) "":3)..211(1: t,‘S)]
k>v+1

Las componentes de Z tienen expresiones andlogas en las otras des
cartas (u,y,v) y (r,w, z) de C3, en las cuales E se escnbe

E(u,y,v)

= (uy,y,vy) = (21,2,2)
E(r,w, Z)_ = (TZ', wz,z) =

(21, 22;78) -

Observe quie las componentes de Z también pueden ser expresadas
en términos de los transformados estrictos de las componentes. de Z.
En efecto, por ejemplo en la carta (z,1, s), un ficil cdlculo nos muestra
que: e ST o "

~ = o Zg—-t216 Z3-3216
L= oz o Ot T 0s
Con las definiciones y notaciones anteriores, podemos demostrar
nuestro resultado principal:
Teorema 2. Sea Z un campo vectorial holomerfo con singularidad
aislada en 0 € C°, tal que Z tiene singularidades aisladas en el divisor.
8i0 e C es una smgulandad dicritica de Z.y.my(Z) = v, entonces

w(Z) = +22 -2+ Y ufZ)
geE~1(0)

Prueba. Desde que 7 tiene singularidades aisladas, sin ﬁér”d"idé. de
generalidad, podemos asumir que las siguientes condiciones son satis-
fechas: .
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1. La carta (z,t,s) de C° contiene todas las singularidades de Z.

2. ZL,,(0,0,1) #0y P,_1(0,1,0) #£0

3. P,_1(0,22,23) ¥y Z,,,(0, 29, 23) son polinomios coprimos.

Usando las propiedades del nimero de Milnor y del indice de inter-
seccidon, tenemos:

6.1) > w2

g€E-1(0)

2 = Zg-tZl 23—321
= Z T‘q Zl; T ) e

geE-1{0)
. .5 B sl
o Z g (ZI7Z27 2 1) =
g€E-1(0) T
PRSI
-3 z-q(zhm,ﬂ_s_l)
geE-1(0) 3

donde (3.1) es vilida siempre que la sumatoria:

= Zy— 8z
Z g L1y T, -—37_1-) sea finita. Con el objetivo de probar esta

g€E~1(0)
finitud, observamos que:

Z ig (Zl,m,lz"%iz—l) = Zip(P,,_l(l,t,s),ZfH(:c,t,s))—

g€E-1(0) peC?
o (SZ:}+1(1st: 3))
Sea H, ., el polinomio homogéneo de grado v + 2 definido por:
Hyo(21, 20, 23) = leEH(zl,zg, 23) — z;,Z,fH(zl, 22, 23)

la condicién 3 implica que H,,2 y P,_; no tienen factores comunes,
luego por el Teorema de Bezout:

Z ip (Py-1, Hyt2) = (v = 1)(v + 2)

peC?
De las condiciones 2 y 3, tenemos que los polinomios P,_1(0,1,v)
y Hy42(0,1,v) = —vZ,,,(0,1,v) no tienen raices comunes, ademds

H,»(0,0,1) = -2, ,(0,0,1) # 0. Por lo tanto, las curvas algebraicas
(P,_; =0)y (H,;2 = 0) no tienen puntos de interseccién en la recta del
infinito Lo, = CP(2) — C?, esto significa que el plano afin C? contiene
a todos los puntos de interseccién de estas curvas. Luego:
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T (z Zﬁ‘“"’l)
\ T

geE1(0)

Z ";p (Py-l(la t,’sl); Hv+2(1, t, 5))

peC?

Z ip th—iaHvH) =(v-1)r+2)
peC?

Por lo tanto sé verifica la igualdad (3.1) y tenemos
‘ S 3 ~ o~ 23 - 521 7
@ T o(n57B) < ooens

' geE-H0)
3 Z te(Z)
g€E-1(0)

Calculemos ahora la sumatoria Z (ZI,ZQ, u) Sea
o g€E-1(0) &
H la funcién analitica:

H(z, 2, z3) = z1Z3(%1, 2, 23) — 2321(21, 22, 23)
o Z: (leg(zl,'zz,%) = zszi(zh‘zz,zs))
k>v+1

De la condicién 3, se sigue facilmente que 0 € € es un punto. de
interseccién aislado de las superficies analiticas (Z; =0), (Z;=0) y
(H = 0). Por propiedades del indice de interseccién, tenemos:.

i0 (21, Z2, H) = 1o (21,32,2123)
(63) | -~ ?:0 (Zla Z?) 2'1) .3 io (Zla ZQ! Z3)
; = 19 (Z1,Z2,21) + po(Z)

Del Teorema 1, tenemos:

i (Z1,Z2,21) = 1o ( Z Zé,zﬁ,zl)
- o k>v+1 ;

(6.4) = viv+1)+ Z iq (Z’;Zz, 7?1)

e s gEE~M0) « ™
en donde 7' = Z Z; y m1(21, 22, 23} = z1. Desde que 7l'1(21,2’2, z3)

k>v+1 . 7
1, las superficies (Z’ = 0), (Zz = 0) y (Fr.= 0)-11..0 tirenmj.,\ punt:es.de in-
terseccién en la carta (2,1, s). en las otras des cartas.(u, ¥, w) y (7, w, 2),
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los puntos de interseccién de estas superficies que se encuentran en el
divisor, vienen dados por las soluciones de los sistemas:

Z'(u,0,v) = Z,(u,1,v)=0
ZQ(U,O,U) = P,,_l(u,l,v) =0
filu,0,0) = w=0

Z'(r,w,0) = Z,(r,w,1)=0
Zo(r,w,0) = wP,_i(r,w,1)=0
fi(r,w,0) = r=0

pero de las condiciones 2 y 3, deducimos que los dos sistemas anteriores
no tienen solucién, luego (6.1) implica que

(55) 10 (Zl, Zz,zl) = V(V -}~ 1)

Usando nuevamente el Teorema 1, tenemos:

(66) i0(Z,%,H) = Pw+2)+ Y i(%, % H)
g€E~1(0)

siempre que las superficies (21 = O), (Zg = 0) y (I? = O) se inter-
secten en puntos aislados del divisor. En la carta (z, t, s) esto se cumple
(ver (3.2)) y en las otras dos cartas (u,y,v) y (r,w, z) estos puntos de

interseccién (los cuales no pertenecen a la carta (z, ¢, s)), son soluciones
de los sistemas:

21(0,0,'0) =

Z5(0,0,v) = P,_1(0,1,2) =0
H(0,0,v) = —vZ,11(0,1,)=0
Z,(0,w,0) = 0

Z5(0,w,0) = wP,_1(0,w,1)=0
H(0,0,v) = =2Z,,,(0,w,1)=0

Nuevamente, por las condiciones 2 y 3, los sistemas anteriores no
admiten solucién. Se sigue de (6.3) que:

. - DysmeZ
(6.7)i0 (21,20, H) = Vv+2)+ > 4 (Zl,zz,"—“)
geE-1(0)

Finalmente, de (3), (7), (5) y (2), tenemos:
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Au'O(Z) = ’iO (Z1:Z25H)_i0(Zl:Z2}Zl)

g€E-1(0)
= Pv+2)-viv+ 1)+ -1)r+2)+ Z 2 Z)
g€E-1(0)
= P+’ -2+ Z 1e(Z)
g€E~1(0)
lo cual prueba el Teorema 2. O

Observaciones:

1. La técnica usada para la demostracién del Teorema 2, es una ex-
tensién a dimensién 3 de la utilizada en [3] para probar el resultado
andlogo para singularidades dicriticas aisladas en CZ.

2. La generalizacién del Teorema 2 a cualquier dimensién n es pro-
bada en [2]. En esta referencia, usando métodos topolégicos, se
demuestra que si Z es un campo vectorial holomorfo con una
singularidad dicritica aislada en 0 € C* tal que el transformado
estricto Z no tiene singularidades en el divisor entonces

n+1-—2k k
wo(2) = o mOE =y 5z
k=0 geE-1(0)

en donde my(Z) = v. Una demostracién algebraica de este resul-
tado para n > 4 atn no se ha encontrado.
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