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UN EJEMPLO DEL ESPECTRO DE FUCIK

Santiago César Rojas Romero

RESUMEN.- En el presente trabajo presentamos el Espectro de Fucik del
operador Laplaciano -/::,. bajo condiciones de frontera tipo Dirichlei so-
bre un dominio Q regular acotado en R". se demuestra el comporta-
miento asintótico de la primera curva contenida en él y se brinda una
descripción completa del Espectro de Fucik para el caso n = 1.

1. ESPECTRO DE FUCIK DEL LAPLACIANO PARA'EL PROBLEMA TIPO
DIRICHLET

Sea Q un dominio regular acotado en R", El espectro de Fucik del opera-
dor Laplaciano -/::,.bajo condiciones de frontera tipo Dirichlet es definido como

el conjunto L de aquellos (ex, f3) E R2; tales que el problema

ena
en da (1)

tiene una solución no trivial. Aquí u+ = max {u, O}Y u- = rnin {-u, O}.

Es claro que haciendo ex= f3 en (1) se tiene el espectro usual (dado que,

u = u+ - u-) y en ese caso ex= f3 viene a ser uno de los autovalores de -/::,.,10 cual
prueba que

(A, A)E L' 'íf A autovalor de - /::,..

Luego, L =1= <p.

En adelante llamaremos ~ al primer autovalor de -t: sobre H6 (a) y ({J¡

a su correspondiente auto función positiva. No es difícil verificar la igualdad (2)
que se usará mas adelante:
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f1Vrp¡12 =~ f rp¡2
Q Q

(2)

Algunas propiedades de L

i) L es simétrico respecto a la diagonal, es decir (a, f3) E L s.s.s.

(f3,a)E L,. En efecto, debido a que (-uf =u- y (-ur =u+, si existe 110 no

trivial tal que

-~Un = aU; - f3U;; en Q y 110 = O en aQ

entonces

-~Uu = f3D; - al{; en Q y ílu = O en aQ.
Apara Un = - Un •

ii) Las rectas {-\} x IR.y IR.x { -\} estan contenidas en L. Por i), basta

mostrar que {-\} x IReL. En efecto,

pues rp; =c, y rp; = O. Luego, (~, f3)E L Vf3E IR.

2. COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO DE LA PRIMERA CURVA EN EL
ESPECTRO DE FUCIK DE -s PARA EL PROBLEMA TIPO DIRICHLET

Primero veamos la formulación variacional del problema (1). Si u es solución
de (1), entonces

-f ~u.v =a f u+v- f3 f u-v, VVE D(Q)
Q Q Q

luego

f Vu.Vv = a f u+v- f3 f u» . VVE H~ (Q)
Q Q Q

(3)
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De otro lado, se sabe que -f1qJ¡. u = ~qJ¡ (U+ - U-) y de ahí que

f \lqJ¡.\lu =~fqJ¡U+-~ f qJ¡U- ,
Q Q Q

haciendo V = qJ¡ en (3) se tiene

f vuv»; =a f U+qJ¡- f3 f U-qJ¡ ;

Q Q Q

y, restando las últimas igualdades

Ahora, para r > o, se consideran los conjuntos

M, ~ {UE H:(Q): [(U'lA - ru-rp,)~o}

N, ={UE H:(Q): [(U')' ++)'~+
y se definen

a ~a(r)~.<, +inf {[ (IVul' -.<,u2
): uE M, nN,}

f3 ~ f3(r)~.<, + rinf {[ (IVu! -V): UE M, n N,}
e; ={(a(r), f3(r))E JR2: r>O}.

e; se denomina la primera curva en el espectro de Fucik.

Los siguientes resultados se demuestran adaptando los argumentos en [1]:

• a y f3 definidos en (4) son mayores que ~. Además (a, (3) es el primer

punto de intersección de L con la recta de pendiente r y que pasa por (~, ~ ) .
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• El ínfimo en (4) es alcanzado por las soluciones normalizadas (ie; soluciones

en Nr) de (1).

• ~ es una curva continua estrictamente decreciente y simétrica respecto a la
diagonal.

• a(r)-0 +00 cuando r-}O y {3(r)-0+oo cuando r-}+oo.

Respecto al comportamiento asintótico de la curva ~ se tiene el siguiente
resultado

Proposición 1.

a ( r ) -0 A¡ cuando r ~ + 00 y {3 (r ) -0 A¡ cuando r -7 O .

Demostración. De la definición (4) se verifica directamente

y de ahi que a (r ) = {3(1/ r ). Por ello, basta demostrar que a (r )-0 J, cuando

r -0 +00 ,ie; V11>O ::J M >O tal que a (r ) - J, < 11 , V r ~ M. Supongamos por

contradicción que :311>O tal que a (r ) - A¡ ~ 11 , Vr > O, entonces

(5)

lo cual implica que

f (Ivu 12
- J,U2)~ 11

Q

(6)

para todo u E H~(Q) tal que, para algún r > O,u E M, n N,.

Ahora, para E >O suficientemente pequeño, descomponemos Q en

Q=Qe ={XE Q; dist(x, QC»é}, Q=Qe ={XE Q;dist(x,Qc)<é} y denote-

mos con ~ = ~,e , ~ == ~,e a los principales autovalores de -!1 sobre

H~(Q), H~(Q) respectivamente, y por c{J, = c{J" E' qJ¡ = qJ¡, E a las correspondien-

tes autofunciones positivas normalizadas en i3 1 que se extienden con cero fuera

de Q, y Q, respectivamente. Para 8 > O, definimos
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{
éP¡en .Q,

u=u(j=
E, -8tp¡ en Q.

Entonces u = <p¡- 8tp¡ E H~(Q) Y se tiene

f(lvul2 -A¡u2)= f(IVéPJ -A¡éPn+82 f(IVlPJ -A¡lPn=
Q Q Q

Como ~ ='~,E ~ A¡ cuando e ~ ° (vea [1] , Lema 2.5), elegimos e > O, tal que

~ - A¡ < 'tJ/ 4 Y 8 >° tal que ~ - A¡ < 'tJ/482
• Con estos valores de E y 8, se

tiene

f(lvul2 _A¡u2)<'tJ/2.
Q

(7)

Por otro lado, se observa que u E M r para algún r = r (E, 8) apropiado pues u
cambia de signo. Además

f ((u+ f + r (u- f )= f <p;+ r82 f tp¡2
Q Q Q

= 1+ r82 > 1.

Entonces u/ ~l + r82 E N
r
• Por tanto, se ha construido una función que satisfa-

ce las dos condiciones en el ínfimo (5) y verifica (7), lo cual es una contradic-
ción con (6).•

3. EJEMPLO DEL ESPECTRO DE FUCIK

En esta sección se dará una descripción completa del espectro de Fucik de

para Q=( O,n )cIR; es decir, hallaremos el conjunto de puntos (a, (3)E}R2
para los cuales el problema

{
-u" = au: -f3u- en \ O,n)
u(O)=u(n)=O (8)

tiene solución no triviaL
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En primer lugar, calcularemos A¡ y ({J¡ obtener primer autovalor y su co-

rrespondiente autofunción positiva de -¿\ respectivamente. Para hallar A¡ resol-
vemos la ecuación

_ul1 = AU en (O, n ) (9)

Las soluciones de (9) tienen la forma

¡
U (x) = A senJI x + B cos JIx

u(x)= Ax+ B

() A P.x B -P.xu x = e + e

para A >0

para A =0

para A <O
(10)

De ahí que una solución no trivial de (9) con las condiciones de frontera del pro-
blema (8) debe tener la forma

u (x ) = AsenJIx, A = n2
, nE ~, A ;t O (11)

Así, el primer autovalor de -d es A¡ = 1Y la correspondiente autofunción posi-

tiva normalizada es ({J¡ = ~ sen x.

Lema. Sean a, f3 E IR, entonces el problema (8) tiene una solución no trivial si y
sólo si, se verifica una de las siguientes condiciones:

i) ex = 1, f3 E IR arbitrario;

ii) f3 = 1, a E IR arbitrario;

Ja9 .
iii) ex > 1, f3 > 1,. e rs E N ,

va +",f3

J13(Ja -1)
iv) a> 1, f3 > 1, e f7i E N;

va + '" f3

Ja(9 -1)
v) ex > 1, f3 > 1, e f7i E N .

va + '" f3

Demostración. Sea Uo una solución no trivial del problema (8).

Si Uo no tiene ceros en el intervalo ( O,n ), entonces Uo es solución de la ecuación

_ul1 -AU =0,
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donde A =a si Uo (x) > 0, Vx E ( 0, n ) o A = [3 si liv ( x ) < 0, Vx E ( 0, n ) .

Entonces, de acuerdo con (11), A = n2 y Uo (x) = Asen nx, pero como "« no tiene

ceros en ( 0, n ), debe ser A = 1 Y Uo (x) = A sen x. En consecuencia, se verifican
i) o ii).

Ahora veamos el caso en que Uo tiene ceros en el intervalo [O, n ]. Primero

vemos que el número máximo de ceros es a lo más un número finito. Sea AQ uno

de los ceros de Uo, entonces ~ ( .1Q ) -::f. ° (de lo contrario tendríamos que Uo = ° en

( 0, n ), pues para cada A > °, la única solución del PVI

{
-u" -AU =0, en (O,n )

u (.1Q) = u' (AQ) = °
es trivial). Luego, existe una vecindad del punto AQ que no contiene otro cero de.
Uo. De lo anterior, y por la compacidad de [O,n ], se concluye que Uo ( x) debe

tener sólo un número finito de ceros en [0, n ]. Sea ~ (x) la. parte positiva de

Uo (x), entonces ~ (x) es solución de

-u" -au =0

y por ello, u¡(x)=AsenJa(x-g),con A>O, a>l, g cero de Uo.

Si Uz(x) es la parte negativa de 110 ( x ), entonces Uz(x) es solución de

-u" - [3u=0

ydeahí Uz(x)=Bsen~(x-ú)),con B<O,[3>I, O) cero liv·

Mas exactainente; si a ¿ [3

liv (x) =

-~ Asen#(x- Ja)
Asen Ja (x - .s: - ..!!....)..fa .J$

- ~ Asen ffi (x - Ja - D)

A sen Jax ,XE ( 0, )

,XE ( Ja, Ja + DJ
,XE ( Ja+ D' Ja + D J

E(2n+n 2n+2nJ' X ..fa.J$ , ..fa .J$
(12)
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con A >O. Y si a < f3

Ua(x)=

B sen.J73x
_.fi3 B sen Ja(X _..!1.-.).¡;; .fi3

B sen .J73 (X - ]a - 9)
_.fi3 B sen Ja(x _..!1.-. _l!!...).¡;; .¡;;.fi3

,xE ( o, 9 )
,xE \ 9' ]a + 9]
,XE \ ]a+ 9,]a + 9]

E/ 11 + 211 211 + 211 ]' x \.¡;; .fi3''¡;; .fi3
(13)

con B <O. En ambos casos, debe existir k E N tal que se cumple una de las
siguientes igualdades

k(]a + 9 )=n , k(]a + 9)+ Ja =n,
k(]a+ 9)+ 9=n, (14)

lo cual significa que debe verificarse al menos una de las condiciones ili), iv) o v).

Recíprocamente, si se verifica i) o ii), u (x) = A sen x es solución del proble-

ma (8), con A> O o A < O. Si se verifica una de las condiciones iii), iv) o v),

entonces se cumple (14) con k E N ; luego u (x) en una de las formas, (12) o (13)
es solución del problema (8). •

Proposición 2. El espectro de Fucik de -~ 2 con condiciones de frontera tipo Dirichlet

en el intervalo ( O, n ) esta formado portadas aquellos (a, (3) E JR2 que verifican una
de las condiciones del lema anterior.

Proposición 3. El espectro de Fucik de -~ 2 con condiciones de frontera tipo Dirichlet

en el intervalo ( O, e ) está formado por todos aquellos (a, f3) E JR2 que satisfacen una
de las siguientes condiciones:

;r
i) a =¿' f3 E lR arbitrario;

n2

ii) a E IR. arbitrario, f3 = -2 ;
e
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