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ESTRUCTURA LOCAL DE LOS PUNTOS DE TANGENCIA
DEL TRANSFORMADO ESTRICTO DE UNA FOLIACIÓN

POR CURVAS EN DIMENSIÓN 3

Renato Benazic Tomé

RESUMEN.- En el presente trabajo, considerar campos
vectoriales holomorfos de dimensión compleja 3 definidos en
una vecindad del origen tales que OE C3 es una singularidad
aislada del tipo dicrítico y después de una explosión, su trans-
formado estricto no presenta singularidades en el divisor. En
estas condiciones, probaremos que en una vecindad de los pun-
tos de tangencia, la foliación transformada estricta admite una
forma normal.

1. INTRODUCCIÓN

Sea U un subconjunto abierto de e" (11. ~ 2) tal que OE U Yconsideremos

11 d
Z = tt Z¡ dZ¡ un campo vectorial holomorfo definido en U tal que Z¡, Z2' ... , Z;

no tengan divisores comunes. El Sistema Lineal de Ecuaciones Diferenciales Or-

dinarias Complejas asociado al campo Z es dado por:

dr;
= Z¡ (Zl' Z2' ... , z,J

dT
dZ2 = Z2 ( Z¡,Z2' ... , ZIl )
dT (1)

dT
ZII (z¡, Z2' ... , z,,)

en donde T E c. Las soluciones de (1) definen una foliación singular por curvas

complejas de U ,la que denotaremos por :Fz, cuyas singularidades son los ceros

de Z.
Como cada Z¡ es una función de varias variables complejas definidas en

una vecindad abierta del punto p = (p¡, ... , PIl ) E en, entonces ella admite un de-
sarrollo en serie de Taylor
- ._---~_._. __ ..._----------_ ..-
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eez = ~ Zk
1 LJ 1

"=0

en donde los Z¡k son polinomios homogéneos de grado k en las variables comple-

jas z¡ - Pt, ... , z" - Pll' Elorden de Z¡ en el punto P E el! , denotado por ordp (Z¡ )

es, por definición, el menor número entero v¡ tal que Z¡" == O para todo k < V¡ y

Z¡\; % O. La multiplicidad algebraica de la foliación :Fz(o del campo Z) en el

punto p, denotada por mp (Z) es definida como el mínimo de los órdenes

ordp (Z¡ ). Decimos que, p es un punto singular de :Fz(o de Z) si y sólo si

mp (Z) ~ 1, caso contrario P es llamado punto regular. El conjunto de todos los

puntos singulares de :Fz o Z será denotado por Sing (:r;.) O simplemente por

Sing (Z).

En el presente estudio, asumimos que OE en es el único punto singular de

Z en U. De esta manera la foliación:Fz es regular en U excepto en cero.

Si E: U ----'}U es el "blow-up" centrado en OE en (ver [2], [10], [12], [14])

entonces existe una única manera de extender el "pull-back' E * (;:; - {O}) a una

foliación singular analítica F, sobre una vecindad del divisor excepcional

D = ep(n -1) = gl (O)e[) de tal manera que su conjunto singular sea de

codimensión mayor que o igual a 2. En este caso, decimos que :r;. es el transfor-
mado estricto de :Fz por el "blow-up" E. Decimos que, OE en es una singulari-

dad no dicrítica de:Fz (o de Z) si Ysólo si el divisor D es invariante por :i", es
decir D es unión de hojas y singularidades de :Fz. Caso contrario, O E en es

llamado singularidad dicrítica.

Sea 1110 ( Z) = v (v E Z+), entonces las componentes Z¡ del campo Z tienen
=

desarrollo en serie de Taylor Z¡ = L Z¡k (1 :::;i :::;n), en OE en , donde cada Z¡k es
k "2:.\'

un polinomio homogéneo de grado k . Si denotamos Zk = t zt ~ (Observe
i=l al¡

que Zk es un campo polinomial homogéneo de grado k ~ v), entonces los si-

guientes enunciados son equivalentes (ver [1]):

1. O E ([" es una singularidad dicrítica de Z.
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2 Z'· - Z" - O 1-1 1< . .<• Zj i S j - ,v - 1 < } - n. .

" él
3. Z" = F::-I R, donde R =L s -- es el campo radial y ~_I es un polinomio

i=1 élz;
homogéneo de n variables de grado v - 1.

Más aún, si cualquiera de las condiciones anteriores se cumple, entonces

Sing ( i;) es el conjunto de puntos [z¡, ... , z, ] E D; los cuales son soluciones del

.. . d n (n -1) . h /siguiente sistema e + 1 ecuaciones omogeneas:
2

~_I(Z)=O
ZjZ¡"+1 (z) - sZ;'+l (z) = O, 1S i < j S 11

(2)

Se sigue que Sing (i; )= ff si y sólo si Z = OE C' es la única solución del
sistema (2).

Denotaremos por V~'al conjunto de todos los campos vectoriales holomorfos Z

definido en U tales que O E ([" es la única singularidad dicrítica de Z un U,

f110 (Z) = v y Sing (i; )= ff. Observe que los elementos de v:: son los campos

vectoriales holomorfos resueltos después de un 'blow-up'', Este es un caso parti-

cular del Problema de Desingularización el cual fue resuelto por A. Seidenberg

[16] (cuando 11= 2), C. Camacho, F. Cano y P. Sad [7] (en el caso que OE C' es

una singularidad absolutamente aislada no dicrítica) y R. Benazic [3] (cuando

OE en es una singularidad absolutamente aislada). Debemos mencionar que

una estrategia para el caso general en dimensión compleja 3 fue desarrollada por

F. Cano [8], sin embargo, en dimensión 11 el problema aún no ha sido resuelto.

Para cada Z E V,,', Z = F:_¡R + L Zk , definimos la hipersuperficie
k~,'+¡

algebraica S sobre el divisor D = CP (11 - 1) como:

S = { [ z¡, ... , s,] E D : F:-¡ (Z¡, ... , z, ) = O} (3)

Sea p cualquier punto del divisor D y i la hoja de i; que pasa por p . En la

sección 2 probaremos que si p e: S entonces i. es transversal a D. Por esta

razón, llamamos a S la hipersuperficie de tangencia de la foliación i .Cuando
p E S podemos definir el índice de intersección ip (D, L), el conjunto de tangen-

cia de orden k fk (i) y las hipersuperficies algebraicas:
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S(k) - {[ . . ] E D . G ( ) - O}- Z¡, ... , z" . 7k Zj"'" z" - (4)

donde e, = Z;+I [ ~'_I J. En la sección 3 probaremos que el índice de intersección

de la hoja i. con el divisor D en el punto p es k + 1 si y sólo si

p E (S n S(1) n ...n S(k-I)) - SU) (ver el corolario a la Proposición 2.2).

El presente trabajo esta organizado de la manera siguiente: en la sección 2

hacemos los cálculos necesarios para establecer el índice de intersección de las
hojas del transformado estricto de Z con el divisor D. En la sección 3, considera-
mos campos vectoriales holomorfos en dimensión 3 y probaremos que si Z E Ti!
tal que si S es no singular y transversal a S(t) entonces el índice de intersección es

1, 2 o 3. Más aún, esta es una condición genérica, es decir, la propiedad mencio-

nada es satisfecha por un conjunto abierto y denso en el espacio normado de
campos vectoriales holomorfos (ver Teorema 3.4). En.la sección 3, definimos la
Condición L y probamos que es una condición genérica en Ti! (ver Teorema 4.2)

y finalmente, en el Teorema 4.4 probamos que cualquier par de elementos de Ti!
que satisface la Condición L son topológicamente equivalentes, obteniéndose de

esta manera, formas normales bastantes simples.

2. EL INDICE DE INTERSECCIÓN Y EL ORDEN DE TANGENCIA

Sea Z E V,,', Z = F:,-l R + L. Zk ,sabemos que cualquier punto p E D es un pun-
k;O:v+l

to regular de la foliación r; Sea t. la hoja de :Fz que pasa por p. Desde que D

y L son subvariedades holomorfas de dimensiones complementarias en (; y

p E Dni,podemos definir el índice de intersección ip ( D, i) de la hoja L con el

divisor D en el punto p. En efecto, podemos suponer, sin pérdida de generali-
dad, que p esta en la carta de ti tal que, el "blow-up'' E tiene la expresión

E (YI"'" x.) = (YIY¡¡"'" Y¡¡-IYn' Y¡¡) = (Z]l"" z.). Un fácil cálculo prueba que el

transformado estricto :Fz es generado por el campo vectorial holomorfo

- ( ) ~ k+v [ k+1 (A) Zk+l (A)]Z¡ YI,···,Yn = L.JYn Z¡ y - Y¡ n Y ,
k e:v

l::;¡::;n-l

i; (YI'"'' z.) = ~-I (Y) + L. y,~-'Z,~('V)
k;O:,'·/·[

(5)
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siendo .v = (YI' ... ' Y,,_I' 1). Desde que, p = (Y~, ... , Y~_I' O) es un punto regular de

t, la hoja i. puede ser localmente parametrizada por la función holomorfa

a = (CX¡, ... ,ali ) : (lIlJE, O) -7 ( L. p) , donde lIlJE = {T E CC : ITI < E} , tal que

CY¡'(T) ~(a(T)), Vl:S;i:::;n, VTElIlJE

ex (O) = p.
(6)

" aen donde Z =¿~~ es el campo vectorial holomorfo que genera la foliación
i=1 ay¡

:F;.. Desde que, D = {Yn = O}, podemos definir

ip (D, L) = ardo ((X,,) (7)

es decir, ip(D,i)=m si y sólo si an(T)=T"'~I1(T) siendo ~n una función

holomorfa tal que ~n (O) 1:- O. Es claro que, la definición anterior es independiente

de la elección del camino holomorfo ex y que ip (D, L) ~ 1, VP E D. Este índice de

intersección es un invariante topológico (ver [4]) y puede ser geométricamente

interpretado como el número de puntos de intersección de L con una pequeña

traslación del divisor {Y/1 = 8}, con 8 1:- O. Para mayor información sobre las

propiedades del índice de intersección entre subvariedades complejas de dimen-

siones complementarias, el lector debe consultar [11].

Existe otra definición del índice de intersección la cual proviene de genera-

lizar a variedades complejas los trabajos de P. Percell [15] y M. 1Camacho [9]

hechos en variedades reales. En efecto, en primer lugar es fácil ver que es posible

encontrar una función [3 sobre U tal que

a) [3-1 (O) = D
b) O E CC es un valor regular de [3. (8)

_ 11 _ a
Dado Z =¿Z¡~, definimos:

;=1 ay;

a) ZO[3 = (3,

;=1 (9)

1 e) ZUI [3 (k ~ 1)es definido inductivamente por Z (j} [3).
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Definición 2.1 Sea f3 una función que satisface (8) y suponga que Z E V::. Para
k E Z+, definini.os el conjunto de tangencia de orden k, rk (i), como el conjunto

de todos los puntos p E D tales que

Es fácil ver que los conjuntos T, (i) son independientes de la elección de la

función f3 que cumpla la condición (8). El siguiente resultado justifica porque el

conjunto rk (Z) es llamado conjunto de tangencia de orden k.

Proposición 2.1 Con las notaciones anteriores, tenemos que

P Erk (i) 8 ip ( D, i) = k .

Demostración. Trabajando en la carta (¡ tal que el "~low-up»se expresa como

el divisor es dado por D = {Yn =O}, por lo tanto podemos considerar

f3 (Y¡, ... , Yn ) = Yn· Sea p E D Y i la hoja 1; que pasa por p, para ex definido

como en (6), tenemos que an (T) = f3(a (T)) = (iO f3)( a (T)). Procediendo por in-

ducción, suponga que a~k)(T)=(ikf3)(a(T)), entonces

PEr, (Z) 8 (zj f3 ) (p ) = O (O ~ j ~ k - 1) Y (zj f3 ) (p ) 7=O

8 exl\j)(O)=O(O~j~k-l) Y a,\k) (0)7=0

8 ip(D,i)=k.

Esto prueba la proposición. o
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Los conjuntos rk ( Z )(k E N) forman una partición del divisor D. Observe

que dado p=(y~, ... ,y~_¡,O)ED, de (5) y (6) tenemos que

al;(O)=~_\(l, ... ,y~_\,O). Por lo tanto, ip(D,L)=l ~ pED-S ~L es

transversal a D. Concluimos que r\ (Z) = D - S .

Para pE S, vamos a calcular (((O). De (5) y (6),

a:(T) = tdZ" (a(T))a:(T),
í=\ dYí

luego

11-[ dP
= ~ d~-[(YO)[Zív+[(Yo)-lz~+¡(Y~)J

n-[ dP n-\ dP
= ~ d~[ (Yo)Zív+\ (Yo) - Z,~+\(Yo) ~ l d~-I(Yo)

donde Yo= (l '...,y,~_[, 1). De esta manera

n-[ dP _
11(0) ~ v-[ ( o o 1) zv+1 ( o o 1)an = .LJ-- Y¡'''''Yn-l' i Y[, .. ·,Yn-l' .

í=1 dl¡
(10)

Definimos el polinomio homogéneo Q2v-[ de grado 2v - 1 como

11-1 dP
Q = ZV+l[p J= ~ ~Zv+¡

2v-1 v-I.LJ::l 1

í=1 uZ¡
(11)

y consideramos la hipersuperficie algebraica

de (10) deducimos que ip (D, L) = 2 ~ P E S - S(!), es decir [2 (Z) = S - S(I)

y [3 (Z) ~ S - S(1). Note que los puntos singulares de la hipersuperficie de tan-

gencia S están contenidos en S(I). Sin embargo S n S(1) contiene otros puntos

p los cuales no son singularidades de S pero i" ( D, L) > 2 .



8 ESTRUCTURA LOCAL DE LOS PUNTOS DE TANGENCIA ...

Dado kE N, definimos los polinomios homogéneos Gk de grado (k + 1)v - 1

como o, = Z;+1 [ ~-1 ] Yconsideramos las hipersuperficies algebraicas

S(k) = {[ Zj ; ... ; 1,1 ] E D :G, ( Z], ... , 1,1 ) = O} (13)

Observe que, en particular, S(O) = S, Go = ~_I Y G¡= Q2v-1 .

11 k a
Sea Z = LZk un elemento de v.~,donde Zv = ~_I R Y r; = LZ, a' En

k?::v ,=1 Z,

<1 1,1-1. - _ - - -coordenadas YI = -, ... , YIl-1 = ---, Y,1 = 1,1' tenemos que Z - Zv + ZV+l + yIlY, don-
z, 1"

de Z =P (A)~ i = ~[ZV+I(A)_ ,ZV+I(A)J~+ ZV+1(A)~ dondev v-l Ya' v+l L.,¡ , y y, 11 Y a Yn 11 Ya'
Yn ,~1 Y¡ Yn

y = (Yl" .. , Yn-l' 1) e Y = L y:-V-2if. Más aún, en estas coordenadas, la ecua-
k?::v+2

ción afín de S(k) es dada por

S(k) = {(Yl"'" Yn_I)E e-I : e, (Yl"'" YI1-I) = O} (14)

donde gk (Yl"'" YI1-I) =q (Yl"'" Yn-l' 1) =q (y). Observe que (iv f3 )(y) = G¿ (Y).

Lema 2.1 Con las notaciones anteriores, para cualquier k E Z+ tenemos que

k-I

(i;+livp)(y)=Gk (y)+ Lh,r(y)Gr(y)
r=O

donde h,r :Cn --7 C son funciones holomorfas.

Demostración. Primeramente, observamos que para cualquier r E N se tiene

= ~ Z¡V+l(y )~Gr (y) - Z,~+IO)~ Y¡ aa
G, (y)

1=1 Z, 1=1 Z¡

= ~ Z¡"+ 1 (y) aG, (y) .- Z,;'+ 1 O) [ ((r + 1) v - 1) e, (y) _ aGr (y)]
¡='I aZ, aZ,

= ~ Z;" + 1 (y) aGL(y) - ( (r + 1) v - 1) Z,;'+ 1 (y) G, (y)
¡=I az¡

= (Z,+IGr)O) + C/J, (y )G, (.v)
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donde CPr= ((r + l)v -1) 2,:'+1. Por lo tanto,

Z1'+1[G, (y)] = G'+I (y) + CPr(y )G, (y) (15)

Ahora, por inducción, suponga que

k-2

(21~:i iJ3 )(y) = q-l (y) + Lh-l,r (y )Gr (Y)
r=O

De (15), tenemos que

(Zl~+liJ3)(y) = Zv+¡[Gk-¡(51)J+
k-2

= + L[ ZV+l[h-¡,r(51)JGr(51)+ h-l,r (Y)iv+¡ [Gr (51)]]
r=O

k-2

= e, (y) + CPk-l(y )Gk-1 (y) + L~v+¡ [h-¡,r (y) JGr (y) +
r=O

k-2

Lh-l,,. (51)[ «, (y) + CP,.(y )Gr (y) ]
r=O

h.o =%, la proposición esta probada. o

Corolario. Sea r un entero no negativo y p = (y~, ... , Y,~-l' O) E S(r). Entonces,

Lema 2.2 Para cualquier k E 2,+ , tenemos que

k-2

Zk f3 = zl~:iz"f3+ LZ,~+¡Z"f3' 0j+l + ~10.k
j=O

donde 0¡ :en -7e son funciones analíticas.

Demostración. Desde que Z = Z,. + Z"+I + Y/, para cualquier j: C" -7 e, tene-
mos

2f -- - - -- - ~1 - - --= 2 f + 2 f + )1 Y f = 2 f3 _...- + 2 f + y Yf\'. 1'+1. /} e \' a 1'+1· 11

y"
(16)
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Por 10 tanto Z 13= Z,.f3 + Z'+lf3 + Y/1Y13= Z,.f3 + Y/1F;I' donde F;I = 1\"+1(Y) + y /3 .
Ahora, suponga por inducción que

i -;

Zk-lf3 = 2,\-/Z,.f3 + ¿Z;'+IZ,.f3 . ~-l.j+l + Y/1F¡-l.k-1
j=O

(17)

De (16)Y (17), tenemos

i -:

Zkf3 = Z(Z'~:12Zv/3)+ ¿Z(Z';+IZl'f3)·~_I.j+l
j=O

k-3

+¿Z!+IZvf3 . Z (F¡-I.J+I) + YIlZ (F¡-l.k-1) + Z /3 . F¡-l.k-l
)=0

k-3

+ ¿ Z!+IZvf3 . Z (F¡-I.J+l) + Y/1Z (~-l.k-l ) +
, J=O

+ [ Zvf3 + Y)~;.l ] F¡-l.k-l

Denotando

F¡.l

~ a (2';+12,,/3)
+ L.J a I F¡-Ij+l + F¡-l.k-l

]=0 )/1

~.J+I = F¡-I.J + Z (F¡-I.j+I)' 1:S; j-: k - 3

F¡k-I = F¡-I,k-2
y

k-3

F¡.k = YZ,k:12Z"f3 + ¿YZ/+1Z,.f3· F¡-lj+1 +
j=O

+ Z (F¡-U-I) + F;,/;-IH'

se sigue la prueba de la proposición.
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Corolario. Para cualquier k E Z+, existen funciones analíticas

Tales que
k-2

(ik f3)(Y) = Gk-] (y) + LHU-_j-J (y )G¡ (y) + YI1HU (y)
j=O

Proposición 2.2 Sea k un entero positivo, p E rr¡:~S(J). Se cumple

Demostración. Supongamos que p = (y?, ... , Y'~-J'O). Como

P E S n S(1) n ... n S(k-i) , •

tenemos que Gj (y?, ... , Y~-l' 1) = O,'V1::; j :Sk -l· Porla proposición 2.1y el Lema

2.2 tenemos

k-J
+ L(i;+livf3)(p)~.j+J (p)

)=0

(18)

Por el Lema 2.1, tenemos

G¡ (Y?, ... , Y~-J'1)

De (18) and (19), se sigue que a,~k+l)(O) = G, (y?, ... , Y~-l' 1). Esta igualdad impli-

ca la Proposición.

Corolario Para cualquier Z E v:,' tenemos
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3. LOS CONJUNTOS DE TANGENCIA PARA CAMPOS VECTORIALES

EN 'O'
v

Sea Z E V;,' un campo vectorial holomorfo tal que Z = ~_I R + L z, y
k?l'+1

3 . d
Zk = ~!\ dz¡. En este caso, las hipersuperficies SU) (k E N) son curvas

algebraicas sobre D = CP (2) .

Observación. S Y S(I) no tienen componentes comunes, por lo tanto

# (S n S(I) ) < + 00

(ver [5]).

En esta sección probaremos que genéricamente rk ( i) = J5, \:j k ;:::4 es decir.

Proposición 3.1 Si ~-l es un polinomio homogéneo irreducible sin puntos singu-

lares y p E S n S(!) , entonces

ip ( D, L) = 3 si y sólo si S es transversal a S(I) en p.

Demostración. Sea p = ( y~, y~, O). De la Proposición y el Corolario del Lema,

tenemos

a;(O) = G2 (y~ , y~, 1)= (z., 1G¡) ( y~, y~, 1)= iV+l[gJ (p )

= t[ Z;+I (y~, y~,l)-lZ;+1 (y~, y~,l)J ~~;(l, yn (20)

Por otro lado, desde que p E S(I) podemos obtener

O = G¡(y~,y~,l)=(Zv+Po)(y~,y~,l)=iV+l[go][p]

= i[Z:'+I (y?, y~,1)-lz,3+1 (y~, y~,l)J ~go (y?, yn (21)
1=1 Y¡

1S; i, j S; 2, de (20) y (21) tenemos



Renato Benazic Tomé 13

Como p es un punto regular de la curva algebraica S, podemos suponer sin

pérdida de generalidad que c;1 "* O. Bajoesta suposición observamos que G¿ =f. O .
Por lo tanto

Por lo tanto

(22)

Ahora, S es transversal a S(1) en el punto p si y sólo si,

(i=1,2)

son vectores linealmente independientes y esto es equivalente a decir que

de t (cij ) "* O· De esta observación y de (22), la prueba de la proposición se sigue
inmediatamente. D

Corolario. Suponga que P'-l es un polinomio homogéneo irreducible sin puntos

singulares y que p E S n S(1). Si S es transversal a S(1) entonces

Más específicamente, T, (i) = 0, \j k ~ 4.

Ahora, suponga que Z = ~-l R + L r; E D,: es un campo vectorial
k?v+l

holomorfo tal que S es una curva algebraica irreducible no singular y S(1) no es

transversal a S. Bajo estas condiciones, podemos encontrar un Z, E D\~ sufi-

cientemente próximo a Z (en la norma del espacio Campos Vectoriales) tal que

Se Y SY) son transversales. En efecto, para E > O definimos Z, = Z + EY,'+I' don-

de Y,'+l es un campo vedorial homogéneo de grado v + 1. Observe que SE = S Y

S(I) = (a = O) conE 1.[
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Se sigue que si E es suficientemente pequeño entonces S es transversal a Sy) .

Proposición 3.2 Para cualquier Z E v: tal que S es una curva algebraica no

singular irreducible, existe Z, E D:,' suficientemente próximo a Z tal que Se = S Y

S;I) es transversal a S .

Cuando ~-1 no es un polinomio irreducible, podemos escribir

~-l = F¡ ,¡ ••• F; ,¡ donde los Fj son polinomios homogéneos irreducibles de

grado dj y ri es la multiplicidad ~ (1 ~ j ~ l). Esta factorización es única salvo

constantes. Correspondiente a la factorización anterior, podemos escribir las

curvas de tangencia s S = r¡ S1+ ... + liS¡, where S¡ = ~~ = O) son llamadas las

componentes irreducibles de S.

Suponga que la curva de tangencia S no tiene componente múltiple, (es

decir r¡ = ... = r¡ = 1), por las técnicas usuales de la teoría de curvas algebraicas

(ver por ejemplo [6]) es posible construir una familia SI de curvas algebraicas en

CP (2) tal que So es isomorfa a S y SI es una curva no singular de grado v - 1
para t *- O. En efecto, sea SI la otra curva algebraica en CP (2) de grado v-1

dada por la ecuación (Q,-1 = O) tal que SI a la curva S en (v - 1f puntos distin-

tos (es decir, S es transversal a S¡). Consideremos la familia de curvas a un

parámetro {S 1 , donde
[10;111 f[lo;lllE ICP(I)

Note que

CP(2)= U S[lo;111 y sns¡cs[10;111,\f[to;t¡]ECP(1).
[lo ;lIlE ICP(I)

Hacemos explosiones en cada de los (v - 1f puntos de intersección y obte-

nemos así un mapeo holomorfo n :Y ---¿ CP(2), donde Y es una variedad

algebraica compacta. Definimos r. y ---¿ CP (1) por f (y) = [to; tI] si y sólo si
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n (Y)E S[lo;I,]' Es fácil ver que el mapeo f esta bien definido, es holomorfo y las

fibras rl ([to; tI]) son isomorfas a S[lo;!,]' En particular rl ([1; O]) es isomorfo a

S. Del teorema de Bertini (ver [12Lo [13]) se sigue que, salvo un número finito

de puntos, [to; tI ] E CCP ( l ) r la fibra r I ([ to; tI]) es singular e irreducible, como ha

sido probado.

Para E >O consideramos

se sigue que si E es suficientemente pequeño entonces Z, = Z + EQ,_1 R es un

campo vectorial holomorfo tal que Z, E V:,Z, esta próximo a Z y Sé = S[l;e] es

una curva algebraica irreducible no singular.

Finalmente, si F;,-I tiene factores múltiples, es decir ~-l = P;1 ... F/ enton-

ces consideramos el polinomio homogéneo

F;,-I = (t(1~~'k J ...(ti F¡,k J,
k=1 k=1

donde ~,k = ~ + Ej,kHj' Ej,k >O Y Hj son polinomios homogéneos de grado

dj (1::; j ::; 'i)' Es posible elegir Ej,k suficientemente pequeño y un Hj convenien-

te tal que ~-l esté suficientemente próximo de ~-l y ~,k son polinomios homo-
géneos irreducibles. De esta manera, hemos probado la siguiente

Proposición 3.3 Para cualquier Z E v: ' existe Z, E v: suficientemente próximo

de Z tal que SE es una curva algebraica no singular.

Finalmente, de las Proposiciones 3.1, 3.2 Y3.3, obtenemos

Teorema 3.4 Para cualquier Z E v: ' existe Z[ E v: suficientemente próximo a

Z tal que SE es una curva algebraica no singular y S~l) es transversal a SE' Más
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4. ESTRUCTURA LOCAL ALREDEDOR DE LOS PUNTOS DE TANGEN-
CIA

En la presente sección probaremos que el transformado estricto de un cam-

po Z E v: tiene una estructura local bastante simple alrededor de los puntos de

tangencia.

Definición 4.1 Sea f3 una función que satisface las condiciones establecidas en

(8).Decimos que Z E D:,' satisface la Condición L si y sólo si para cada 2 ~ s ~ n,

el mapeo

tiene alOE es como un valor regular.

Observación. Si Z E v:: la condición L, entonces T, (2) = ff, 'íf k 2:: n + 1 Y los

conjuntos r1 ( 2), r2 (2), ...,r;(2) son subvariedades algebraicas del divisor D.

Cuando n = 3, existe una caracterización de la condición L en términos de

las curvas S and S (1) .

Proposición 4.1 Z E V;' satisface la condición L, si y sólo si S no tiene puntos

singulares y S(1) es transversal a S .

Demostración. La proposición es una consecuencia de los siguientes resultados:

1. O E e2 es un verdadero valor regular de <1>2 = (f3, Z f3) si y sólo si S no tiene

puntos singulares.

2. OE e 3 es un verdadero valor regular de <1>3 = (f3, 2f3,22 f3) si y sólo si S (1) en

transversal a S .

De los Lemas 1 and 2, tenemos

(23)
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Prueba de (O. De (23) se sigue que OE e2 es un valor regular de <1>2 si y sólo si

- (a(if3) a(if3) a(if3) ]V f3(p)=(O,O,l) y V(Zf3)(p)= ---(p),--(p),---(p) son
ay, aY2 aY3

linealmente independientes 'íf pE <1>;' (O) lo cual es equivalente a decir que

( ~~o (Y), ~~: (Y)}. (O, O), \1 (y" y,)E S si y sólo si S no tiene puntos sin-

gulares.

Prueba de (ii). De (24) tenemos que OE e s es un valor regular de <1>3 si y sólo si

det

si y sólo si

det

si y sólo si S(!) es transversal a S . o

Denotaremos por TY:.:'(L) al conjunto de todos los campos vectoriales

holomorfos Z E TY:.:' tales que Z satisface la Condición L.

Teorema 4.2 ~ (L) es abierto y denso en ~.

Demostración. Es claro que Dv3 ( L) es un subconjunto abierto y denso en 'Dv3• La
densidad es una consecuencia inmediata del Teorema 3.4 y la Proposición 4.l.

En efecto, si iE V} entonces existe Zf E V} suficientemente próximo a Z tal

que SE es una curva algebraica no singular y ds S ,,(1) es transversal a SI" pero esto

significa que z, E V} (L ) . o
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Con el fin de describir la estructura local alrededor de los puntos del divi-

sor, necesitamos el siguiente resultado, el cual es una consecuencia directa del

Teorema de Preparación de Weierstrass.

Proposición 4.3 Suponga que Z E D:,l satisface la Condición L. Si PoE T, (i),
entonces podemos encontrar un cambio de coordenadas t,.x¡, ... , xll_1 definido en

-1 a -una vecindad rJ de Po cual se anula en Po tal que Z o = at y D nU es dado

por y-l (O) donde

k-I

Y (p ) = t (p f +Lxj (p )t (p ti
j~1

Cabe mencionar que en el caso real, la Proposición 4.3 fue probada inde-

pendientemente por P. Percell [15] y J. Sotomayor [17] usando el Teorema de

Preparación de Malgrange Mather.

Cuando ZE Vv
3 (L), del Teorema 4.2 y la Proposición 4.3, tenemos los tres

casos siguientes:

1. Si PoE r¡(i), entonces el divisor es dado localmente por

D={(t,.x¡,-'2):t=O}.

2- Si PoE r2(i), entonces D={(t,.x¡,-'2):t2+.x¡=0}.

3. Si poEr3(i),entonces D={(t,.xj,-'2):f+.x¡ +xi=O}.

Se sigue inmediatamente que si 21,22E DI: (L) Y Pl E r, (~),
P2 E r, (i2)(1:-S; k :-s; 3), entonces Z¡ y i; son localmente topológicamente

eequivalentes en P, and Pi:

Finalmente, introducimos la siguiente relación de equivalencia en v.:' .
Decimos que ZI' Z2 E VI:' son lnjiniiesinuúmenie (topologicamente) equivalentes si

y sólo si ti y ~ son topológicamente equivalentes por un homeomorfismo que
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preserva el divisor. Observe que dos campos vectoriales infinitesimalmente

(topológicamente) equivalentes Z¡ y Z;. son localmente topológicamente equiva-

lentes en OE ten .

Teorema 4.4 Cualquier par de elementos en Vv3 (L) son infinitesimalmente
(topológicamente) equivalentes.

La prueba de Teorema 4.4 es completamente análoga al caso real (ver el

Teorema 2 de [9]). De esta manera, hemos probado que cualquier par de elemen-

tos de Dv3 que satisface la condición L son topológicamente equivalentes y su

estructura local es bastante simple.
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