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SOBRE LA ANALITICIDAD DEL SEMIGRUPO Co ASOCIADO
A UN SISTEMA VISCOELÁSTICO

Yolanda S. Santiago Ayala'

RESUMEN.- En este artículo, demostramos que el semigrupo
C, asociado a un Sistema Viscoelástíco es analítico y
exponencialmenie estable.
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ABOUT THE ANALITICITY OF THE Co-SEMIGROUP ASSOCIATED
TO A VISCOELASTIC SYSTEM

ABSTRACT.- We proved that the semigroup Ca associated
to a viscoelastic system is analytic and exponeniiallu stable.

KEYWORDS.- Analytic semigroups, Coniraction
semigroups.Exponential decay, Resolvent operator, Viscoeslast
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1. INTRODUCCIÓN

Estudiamos el siguiente sistema disipativo

ult + ~2 u - ~ u! = ° ,en Q x ]0, T[
u = ~ u = ° ,en dQ x ] 0,T [

U(X,O)=Uo(X) , Ut(X, O) = U¡(X) XEQ

(1)

donde Q es un abierto acotado de ]Rn con frontera d Q suave.

Este sistema modela el movimiento transversal de una placa de material
viscoelástica presa en la frontera dQ, sin movimiento longitudinal. u (x, t) repre-

senta la posición de la placa en el instante t y ~2,~, \7 son los operadores
Biarmónico, Laplaciano y Gradiente respectivamente.
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La energía asociada al sistema es

E (t) es no creciente, desde que

aE(t) =-f Ivu 12dxS,O
at Q t

Así os, E(t)S, E(O).

Entonces surge la interrogante ¿A dónde tiende E(t) cuando t ~ ea? y ¿con
qué tasa de decaimiento lo hace?

Para abordar este punto, probaremos que el semigrupo asociado al sistema es
analítico, utilizando técnicas multiplicativas y el Toerma 2 que involucra al ope-
rador resolvente.

La estabilidad exponencial se obtiene como una consecuencia del Teorema 3.
Para este caso, cabe resaltar que la Teoría de Semigrupos nos garantiza la exis-
tencia, unicidad y el comportamiento asintótico de la solución.

Recordemos que un semigrupo C, si decae, lo hace con tasa exponenciaL Po-
demos citar un semigrupo C, que no decae, ver Pazy [3]. Existen trabajos impor-
tantes de estabilidad via semigrupos, citamos Liu-Zheng [2] y Wyler [6].

Para caracterizaciones del espectro de un semigrupo Co ver Prüss [4], Adams
[1], Renardy-Hrusa-Nohel [5] que son referencias bases en esta rama de la mate-
mática.

2. PRELIMINARES

Usaremos las siguientes definiciones y resultados. Ver Liu - Zheng [2] y Pazy
[3].

Definición 1.

Sea H un espacio de Hilbert dotado de un producto interno ( , ) y la norma inducida

11 . 11· Sea A un operador lineal en H, ie. A: D (A) ~ H ~ H. Diremos que A es
disipativo; si para cualquier xE D(A), Re(Ax,x) S, O.

Definición 2.

Una familia S (t) (O S, t < 00) de operadores lineales acotados en un espacio de Banach
H es un semigrupo fuertemente contínuo (un semigrupo de clase C~ si satisface:



Yolanda Santiago Ayala 29

(i) SUl +t2)=S(tl)S(t2), \ftl,t2~0,

(ii) S (O) = 1 ,

(iii) Para cada xE H, S(t)x es continuo en t en [0,00).

Para cada semigrupo S(t), definimos un operador A con dominio D(A)

D(A) = {x,::I lim S(h)x - x},
h---70 h

entonces A es llamado el generador infinitesimal del Semigrupo de S (t) .

Definición 3.

Diremos que S (t) es exponencialmente estable si existen constantes positivas

a y M ~ 1 tales que

Definición 4.

Diremos que S (t) es analítico, si admite una extensión T (A) para

A E !le = {A E e, 1 arg Al < e} para algún e> O; tal que A -7 T(A) es analítico y sa-
tisface:

lim 11T (A) Z - zII = O , \f Z E H
t.e 3 A---70

T(A+Jl)=T(A) T(Jl) , \fA,JlE!le'

Observación> S (t) es analítico sii ::1K> O tal que 11AS(t) 11:<::; K t-1 , t > O.

Teorema 1. (Lumer - Phillips)

Sea A un operador lineal con dominio denso D(A) es un espacio de Hilbert H.

Si A es disipativo y ::1 AO > O tales que Im(J..o 1 - A) = H, entonces A es el genera-
dor infinitesimal de un semigrupo Ca de contracciones en H.

Corolario 1

Sea A es un operador lineal con dominio denso D(A) en un espacio de Hilbert H.
SiA es disipativo y OE peA) (el conjunto resolvente de A), entonces A es el gene-

rador ínfínitesimal de un semigrupo Ca de contracciones de H.
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Teorema 2.

Sea S (t) un semigrupo Ca de contracción en un Espacio de Hilbert. Suponga que

P (A) :::){i f3, f3 E lR} == ilR;

entonces S (t) es analítica

{::? lim 11 f3 (i f31 - A)-lll < 001{3I~oo
acontece.

Teorema 3.

Sea S (t) un Ca semigrupo de contracciones en un Espacio de Hilbert. Entonces,
S (t) es exponencialmente estable

{::? {P(A) d. iR, lim 11 (if3 1 - A)-lll < oo}1{3I~oo •

3. ANALITICIDAD DEL SEMIGRUPO ASOCIADO

De la ecuación (1), haciendo v = Ut obtenemos

entonces,

Definamos el Operador

A: = ( O 1)
_~2 ~

(1) es equivalente a

I

y. - AY

;(0) : (uo, u1)
(2)

Construímos, la energía asociada al sistema. Multiplicando (1) por el ut e
integrando sobre Q se tiene
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Usando la Identidad de Green, se obtiene

Pero

f f aflu
J = - Y'(flu) Y'ut + -. Ut

Q r av~
=0

f f aUt 1 a f 2= fluflu + -. flu = -- 1 flul
Q t r av 2 at Q .

~
=0

Luego,

~~{f luJ +lflul2 dX} =-f lY'utl
2

dx~O
at 2 Q Q

E(t): =

ie. E(t) 1,O~ E(t) < E(O), 't:!t > O.

Ahora, consideremos

donde Hi = {u E H2(Q) talque flu = O}.

Probaremos que el sistema (2) es disipativo.

D(A) 3 u, (Au, u) = [( :,,2u + "VJ.[: ))
= fQ flv flu + fQ -(fl2u + flv)v

= fQ flv Su - fQ fl2uv + fQ Av . v

= f flv flu + f Y'(flu)Y'v - f lY'vl2 + f aflu . v
Q Q Q r av

=Lflv flu - fQ flu flv - L 1v- 1

2

=-f lY'vl2 dx~O.
Q

Por otro lado, necesitamos probar que OE P (A). En verdad probaremos que

:1 (_A)-l E C(X).
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Probaremos que -A es inyectiva:

-AU~O, con U~(:l
f~2u + ~v)=(~1=> {_~2::~
0= - IQ /.12u. U = - tú (/.1u)u = - IQ l/.1ul2

entonces 11 u 11 = O~ u = O. Así,

U=(:l=(~l
La sobreyectividad resulta del Teorema de Lax-Milgram y la regularidad elíp-

tica

Por lo tanto, el Corolario 1 nos permite concluir que A es el generador
infinitesimal de T(t) un semigrupo C, de contracción,'

U(t)o=T(t)Uo ' u¿ =(:: l; UOE D(A),

{

X' = Ax
donde U es la solución de x(O) = U o

En lo que sigue, probaremos que T (t) es analítico, usando el Teorema 2.

Afirmación: if3 e p (A)

Supongamos que exista f3 tales que i f3 E (J (A) = (Jp (A). Luego, 3w"* O tal
que

A w = if3w. (3)

Denotemos

W~(: 1
Así (3) queda expresado por

es decir,

v = if3u

_/.12u + /.1v = if3v

(4.a)

(4.b)



Sustituyendo (4a) en (4b) obtenemos
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Multiplicando (5) por u e integrando obtenemos

Por otro lado,

Tomando la parte real, conseguimos

Re (Aw, ;)= O.

De (7) se obtiene

(8) Y (9) nos conducen a

i.e v = O en HÓ => v = O en L2 => u = O en ¡}
,t

1
U = O en Ho

de (6) Y (10) conseguimos

..t lL1ul2 dx = O

.. Ilwllx = fQIL1u12 dx+ fQlvl2 dx=O=>w=O (=><=).

Sea

(if3l- A) U = F , U =(:) E D(A) , F =( ~) (a)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)
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Probamos que 113111 R (i 13 , A) F 11s el F Ix

if3u - v = F¡
(a) f------7 2

i13v + ~ u - ~ v = F2

(11)

(11)

Sustituyendo (11) en (12), obtenemos

if3 {if3u - F¡} + ~2u - ~(if3u - F¡) == F2

-f32u - if3F¡ + ~2u - if3~u + ~F¡ = F2
-f32u + ~2u - if3~u == F2 - ~F¡ + if3F¡ (13)

Multiplicando (13) por Su , obtenemos

Integrando sobre Q y usando la Identidad de Creen obtenemos

132 f IVul2 dx - f IV(~u)12 dx +f ~ (~) ~u - if3 r 1~12 =JQ JQ idv JQ
== fQ (F2 - ~F¡) !:lii + if3 fQ F¡!:lii . (14)

Tomando conjugado a igualdad (11), obtenemos

if3 fQ F¡Mi dx = if3 fQ ~F¡ u = fQ ~F¡ . if3u = fQ M¡ (-v - F¡)

= fQ ~Fl V - fQ ~F¡ . F¡ = - fQ ~F¡ v + fQI VF¡1
2
. (15)

Sustituyendo (15) en (14) y tomando la parte imaginaria, obtenemos

- 13 f QI.óu 1
2 dx = Im {f Q (F2 - .óF¡) Mi} -1m f Q .óF¡v

= Im {fQ(F2 -.óF¡)Mi .; fQ.óF¡V} (16)

Multiplicando la ecuación (12) por v e integrando sobre Q, obtenemos

Utilizando la Identidad de Green

if3 f Iv 12 + f ~u Sil +f 1~v 12 = f F2 VQ Q Q Q' (17)
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Tomando el Laplaciano a la ecuación (11) tenemos,

if3 /1u - /1v = /1F¡ . (18)

Multiplicando la ecuación (18) por Mi e integrando sobre Q tenemos,

(19)

Sumando (17) Y (19) obtenemos,

f Q 1v« 1
2
dx + i/3 {L21 v 1

2
+ 1Au 1

2 dx } + 2iIm {f Q Au AV}

= f Q F2 v + f Q AF¡ Mi.
(20)

Pero, se observa que

f Q Su Av = f Q Su {i/3 Ait - AF¡ }.

=i/3 fQIAul
2 dx- fQAUAF¡"

Luego,

1m JQAU Av = -/3 JQILlul
2 dx-Im JQAU AF¡. (21)

Sustituyendo (21) en (20) obtenemos,

f Q I v 1
2 dx + i /3 {f Q 1 V 1

2 + I Su 1
2 dx } - 2i /3 f Q 1 Su 1

2 dx

-u 1m f Q Au AF¡ = f Q F2 v + f Q AF¡ Ait "

Tomando la parte imaginaria, obtenemos

sumando las ecuaciones (22) y - 2 (16) tenemos

/3 f Q 1 v 1
2

- 1Au 1
2 dx = 1m {f Q 2Au IiF¡ + F2v + AF¡ Ait }

- 2Im{L. (F2 - AF¡) su - AF¡ v}
tomando I . I se consigue,
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1t3lfQ {lvl2 +lfluI2}dx::;IFlx Iulx
lul~

I t311 U I~ < el F Ix IU Ix
I t311 U Ix ::; el F Ix
I t3111R (i t3, A) F IIs el F Ix
I t3111R (it3, A) II::; e .

Tomando el límite cuando 1t31-7+oo, se tiene lim 1t3IIIRCit3,A)II::;e,
1f3I-HOO

donde e es una constante positiva.
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