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HOLONOMIA Y SU RELACION CON LAS FOLIACIONES
Teodoro Sulca Paredes?

RESUMEN.- Consideremos campos vectoriales no lineales

holomorfos Z definidos en un abierto U de C* con singularidad
aislada en el origen, y se estudia el sistema de ecuaciones
diferenciales asociado al campo vectorial Z, para el caso en que
la parte lineal de dicho campo estd en el dominio de Siegel. Se
hace uso del concepto de holonomia.

PALABRAS CLAVE.- Foliacién, campos vectoriales, holono-
mias, levantamientos.

HOLONOMY AND IT RALATION WITH THE FOLLATIONS

ABSTRACT .- We consider non-linear holomorphic vector

fields Z defined in an open U of C*with isolated singularity
at the origin. We study a system of differential equations
associated to the vector field Z, for the case in which the linear
part of this field is in Siegel’s domain. The concept of holonomy
is used.

KEYWORDS: Foliations, vector fields, holonomy, liftings.

1. INTRODUCCION

El caso mas simple del presente estudio es cuando el campo vectorial Z es

lineal, es decir de la forma
Z(z1.22) = (A4 21, 44 25)

donde la foliaciéon inducida por el campo depende de los niimeros complejos A4
y 4, surgiendo asi los conceptos de Dominio de Poincaré, Dominio de Siegel y

Resonancias.

Cuando Zes mas general, tal que su parte lineal esta en el Dominio de
Poincairé y no hay resonancias existe una conjugacion analitica local con su

parte lineal (Teorema de Poincaré) (Benazic [1]) y cuando existen resonancias
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tenemos una conjugacion analitica del campo con una pequefia perturbacion de

su parte lineal (Teorema de Dulac) (Ramirez [7]).

El método aplicado para la justificacién de los resultados mencionados falla
para el caso del Dominio de Siegel, por tanto nuestro objetivo es ver lo que sucede
en éste caso, para ello usaremos el concepto de holonomia, con lo cual

determinaremos cuando dos campos vectoriales son conjugados.

2. PRELIMINARES

Sean [ — C? abierto. Un campo vectorial Z en U es una aplicacién que a
p P q

cada ze U le asocia un elemento Z(z)e T,C? el espacio tangente a C* en el

punto z. Podemos denotar una base de 7, C* por

0 d
{B_Zl(z), g(z)}

y con ello podemos escribir
: d
Z(2)= Y Z.(2)—(2) , Vze U,
(2) JZ S

En adelante, escribiremos un campo vectorial como

z:ZZ. -82— , o simplemente Z=(Z,Z,).

Se dice que Z es un campo vectorial holomorfo en U si y s6lo si sus funciones
coordenadas Z; son holomorfas, en éste caso en cada punto z, € U existe una

vecindad abierta V, zoe V c U tal que % tiene expansién en serie de potencias

Zi (9= Y, bjoz=2)° M
d1=0

los cuales son convergencias para cualquier z€ V.

En la relacién (1) se han usado las notaciones usuales de los multiindices, es

decir
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Q=(q,q,)e N

2
o1=Ya, v Z=z. 2f
=1

donde z =(z;, z;) € C2.

Definicion

49

*  zy esunpuntosingularde Zsiysolosi Z(z,) = 0; en caso contrario (Z(z,) # 0)

decimos que z; es un punto regular de Z.

* zpe U es una singularidad aislada de Z si existe una vecindad abierta V,

g€V c U, tal que, cualquier zeV, z # z; es un punto regular.

e A cada campo vectorial holomorfo Z le asociamos el sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias:

dz
ar =A®
, z—(zl,zz)ecz,TeC
ke PEUPE
ar -

(2)

Por el teorema de existencia y unicidad de las soluciones de las ecuaciones

diferenciales ordinarias (Hirsch - Smale [4], Sotomayor [8]), las soluciones de (2)

son curvas complejas localmente parametrizadas por T € C. Estas curvas definen

una foliacién F, (Camacho [2]) y cada una de ellas sera llamada hojas de la

foliacién Foi

En el caso lineal las hojas son transversales a los toros Ty : | x;| = R < R,. Algo

analogo sucede cuando el campo es no lineal de modo que debemos analizar el

campo de lineas inducido en 7T,. Como | x| =R, x, =0 es una curva integral de

este campo, entonces su aplicacion de primer retorno %, esta bien definida en el

disco {1 nli=R; | x]= }f} para y > 0 suficientemente pequefio.

Definicién.

La aplicacién h es denominada holonomia de la solucién x, =0 en el punto (R, 0).
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3. RESULTADO PRINCIPAL

Uno de los resultados trazados en el presente trabajo fue obtener una relacién
entre holonomias y foliaciones, asi como determinar cuando dos campos

vectoriales resultan ser conjugados. El siguiente es el principal resultado del

trabajo.
Teorema.
Sean
. . 9 . . 9
Z] = ((Ilj .xl + x]xyfli’ (.xl 5 xZ)) 'é—'“ + (C{ir x2 + xlxzaé (x1 5 xZ)) o
X, ox,

campos vectoriales analiticos definido en una vecindad de (0,0)e C?, con

1 2
i 0 _0 : . ”
(o ,ay)e D, y aT=&5=7L (j=L2).  Indiguemos con h; las holonomias
2 0 .

respectivds de x, =0 en el punto (1,0). Si existe un difeomorfismo local £ de
Cen 0€ C de modo que hy o & =€ o Iy, entonces existe en difeomorfismo local & de

C? en (0, 0)e C? que transforma la foliaciones asociada a Z en aquella de Z,.
Demostracion.

Analizaremos primero para el caso de un campo no lineal y el otro lineal.

Sea el campo no lineal
Z, = (gx + %201 (X, X)), O X + X X205 (Xq, X3))

con ,(0,0)=0, a,(0,0)=0 definido en una vecindad de (0,0) e C?, el cual

puede ser transformado en

con A(0,0)=0. (Camacho - Sad [3]).

Por otro lado, denotemos el campo lineal por Z = (y,, Ay,). El flujo de Z, se

obtiene resolviendo el sistema,

BTJC]
(pz (Ta (xl ’ xz))

, Te C.

X, = A,xz (1 + A (xl s xz)) xz(T)
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Denotemos por ¢ (T, (x;, x,)) al flujo que pasa por el punto (x,, x,), es decir

(T, (x. %)) = (€ x.0,(T, (%, %))

En forma analoga, denotamos el flujo de Z por

W0, ) = (e 3, T yy).

Se tiene por hipdtesis que h; es holonomia respecto de x; =0 en el punto
(1,0) y h, respectoa y, =0 en el punto (1, 0) siendo £ un difeomorfismo local

de C en 0e C de modo que,

hyof=Eoh
£:{1}xD,(0) - {1}xD, (0)
Lx) - 1x)=(1Ex)).

.

Queremos extender ¢ a

£ : 8'x D, (0) - S'x D (0).

Supongamos que |A(x;,x,)| <1/2, V(x,x)€ D, (0) xD(0) y que el
difeomorfismo de 1la holomonia % correspondiente al lazo

y:[0,1] = Ly, 7®) =(¥"?,0) eslarotacion h: y — "4y,

La extension de £ a £ lo haremos por el método clisico de levanta-
miento de caminos (Mattei-Moussu [6]) contenidos dentro de la hoja
Ly(Ly = s'n {x, =0}) en caminos dentro de las hojas de 7“2} (e F;) siguiendo la

proyeccién (x, y) — x.

El difeomorfismo de la holonomia A, de L, en (1,0) es una rotacion, asi existe
p >0 tal que la hoja ' z|s'xp, que pasa por (I, x,) para |x|< p estd contenida
en §' x p,. Launién V, de esas hojas es una vecindad abierta de S§' x{0} dentro

de §'xD,.

El camino
o: R = L
0 > @) =(c%,0)
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se levanta dentro 7; pasando por (1, x,) para |x,/<p en
= 7 o= |0 -
a, RV, a = (e » Oy, (9)), con a, (0) =x,,

donde
(¢”. ,, ©)) = 9,6, %,)) = 00,01, x,))
=(?, 0,(8.0, x,)))
= o, 0) =9, (0, (1,x2)) es el flujo real de %, =Ax,(1+ A(l,x;)) en la
direccién i .

Por otro lado, dentro de las hojas de 7, el camino &, se levanta de la misma

forma en el camino

0 l_)(efe, yzeua): (ei{i‘,gl(eiﬁ" )’2))

81 (eies yz) = yzeim s

donde £(1.x) = (Lyy):=(1,€(xy) , E(xp) = 35
Sea £ : V, — S'x D, definido por,

E(eiﬂ Lo, (9)) - (eiﬁ ) yzei)’ﬁ)
= (¢, %€ (xy)), pues E(xy) =,
E(e®, 0, ©) = (7. 1(e?. £(x))),

donde g (¢, £(x,)) = €€ (x,) es acotado.

Observacién.- £ es una conjugacién entre hojas de Z, restringida a S! x D, (0)

con las de Z restringida también a S' x D, (0) -

En efecto, sea P=(x,x%)€ s' xDp(O) = 30e€ R/ @0,1, %)) = (%, %), X =Y
= (Pz(lfa (P(IB,(LX/E))) = Qoz(ita (-xle -ﬁ)) .

Debemos probar que,

E,t, P) =y, (t, E(P)).
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Veamos,

E@(t. 3. %)) =&t (v, 1)) = £ (" x. @yt (3, x)))
=E(" e, ,(it, 030, (1, x5))
-_—(g‘('+9),g02(i(t+6), L %))

(e”e‘e ”“é(x’z) eiw)
—y(it, (¢®, £
=y (ir.£(P))
=Y ((I,E(P)))

Luego,

E@;t,P) =v;((t,E(P))), VP =(x,x,)€ S xD,(0), V.

Asi hemos extendido

£:{1}xD;(0) - {1}xD,(0)

& : s'x D, (0) - S'x D, (0).
Ahora usando levantamiento de caminos radiales, extenderemos f a

&:D;(0)x D;(0) — D, (0)x D, (0).

Sea r,:[0,~Log|x|] = Ly, r (1) =(xe',0) para 0<|x|<1. Por lo pronto,
mostraremos que r, se levanta dentro de las hojas de F; en

eyt = (xe', y(@®); yO) =y, Vye D, | y| <1, es decir, que la solucién y(t) de

la ecuacién diferencial con parametro x,0 <|x|<1,
d
2y L+ Alx, )
dt
con condicion inicial y(0)=y es definido sobre I:O,—Log]x[[. Luego,

Y(s)=Ay(s) L+ A(xe’, y()) -

Entonces, (s )a’ J. A+ A(xe®, y(s))) ds
0 y(s)
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Luego,

[Log y ()] = ).L:(l +AGxe®, y(s) ds

t
Log y (s) — Log y (0) = ;L_"O(1+ Alxe®, y(s))) ds.
Considerando la parte real, en ambos miembros de la igualdad anterior

t
Log|y (| -Log|y| = Re[lfou + A(xe’, y(5)) ds]
= Re[lr + AI;A(xeS, y(s)) ds:| ,

entonces

. = At + RB[RIOA(xe , y(8) ds]

< At+'lfJ.;A(xeS,y(s))ds, puesRe(v;)S_w| : Uf‘ < “'f‘

IA

ho+ (214 [ ds, pues|Acx, ) <}
= At+|A|5

:/'I.t—ilzi:ilzi,pues AeR™.

Aplicando el exponencial,

‘y(r) <e%

¥

Al
|y(1f)]$|y|e2 < |y|<1, ‘v’te[O,—Log|x|:|_ Sif_>oo,|y(r)|_)0,

En el resultado anterior, usando las notaciones convenientemente (por estar
en el campo Z,) se deben cambiar x por x; e ¥ por x,. Con ello se tendrd que
si t — o (cuando x — 0), entonces | x, (1)) — 0. Luego el conjunto V de los puntos
(x, x,)€ U (x #0) vecindad de 0e C?, tales que el extremo de 7, , €V, es un

abierto y V U{x =0} es una vecindad de 0 dentro de C°.

Por otro lado, el camino inverso de r,
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se levanta dentro de las hojas de F, pasando por el punto (rﬁ!, }’2) en un camino
cuyo punto inicial es (ﬁ, )’2) y el extremo ( x,e"“ ¥,), T =—Log |x|, es decir que,
la solucién y, (r) de la ecuacion diferencial % =Ay,, con y,(0) =y, esdefinido

sobre [ 0, - Loglx|]. Luego
32(8) = Ay, () = ¥, (1) = €™y,, V1 €[ 0, Loglx].

Vemos que si t — oo,

¥, (1) = 0, es decir,

¥, (#)| es acotado, Ve |:0, —Loglxi].

Asi entonces &, la aplicacién de V dentro de C? definido por

(1) (3, 0D y,)
donde 4

£(E 2 @)= 7)= 2 =45 =@).
Asi,

Ex, x3) = (xl ’ A Loglx| 52 (Tﬁ{" X, (f)))

_ (xl , euboglxllgz (I_il ¢, (~Log|x|, (x, xz))))

o también,

é(xlv xz) . (xl’g(-xla xz))
donde

Ag {x
glx,x)= |x11 & (|,1_:|’ ¢, (-Log lxll’ (X, xz)))
ademds vemos que g (x,, x,) es acotado. Luego, § es acotado (pues sus funciones

componentes lo son), también es holomorfa y se puede ver ademas que ¢ es una

conjugacion de las hojas ]:z||v y fz\;(v)-
Para verificar la ultima afirmacion debemos probar que

‘:(@(Tv X5 )Cz)) =UI(T,§(JC1, xz))
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tenemos que,

EOTT )y = Bie wy @10 2T

:[e;r Xp.e (Log‘e 1:1!)9‘: [|:

,(Pz( L08|

|

Si consideramos T=:+0i = Alog|eTx1; = —log‘eT“x[l = —t —log| x| ,

entonces

E(@(T, x,x)=

xz)))J

02 (-

2( t—Log|x |+t +i8, (x, xz)))J
¢2(-
o2 (

0, L0g|x1‘ + 160+ (x, x2)

)
i, ¢ (—Log| x|, (xl’xZ)))]
)

B % e'h|x1|/1 Wz(ie E(M 6’-’2( Logl|x, (x, xp) )))
= eTxl ) efu ' xlll eMe 52 ( |x }" ) ( L0g|x1|, (x‘l s )Cz))))
eTxl M ,ir0 zlloglx;lé: ( Mk 'Pz( L0g|x1|, (%, xz))))

eTx], e)b! e!ﬂ.@é (xl, xz))

( 51("1!"2) e* éz(xl’xz))
w(T,E(x, x)).

I
I~

Asi hemos probado que
E@T. %, x)=w(T.E(x,x,),

Luego, por el teorema de extensién de Riemann (Gunning - Rossi [5]), £ se extiende
a VU{x=0}. Asientonces, existe un difeomorfismo local de C? en (0, 0)e C*
que transforma la foliacién asociada a 21 =(x, %A (1+ A(x;, x,))) en aquella

asociada a Z = (y;, Ay,).
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Sean ahora dos campos no lineales W, y W, con
Wj = (Ollj x1 + xl xZalj (xl 4 xZ) = ai’ x2 + x] .xz Oli" (.xl 5 X2)),

entonces dos campos no lineales son conjugados, si existe £ difeomorfismo local
de 0€ C talque, h, & =& o by, donde %; (j=1,2)son las holonomias asociadas

a W, y W, respectivamente en (1,0).

4. CONCLUSIONES

Las holonomias h:C — C consideradas en la seccidn anterior tiene la

caracteristica de que
K@) =™ JecC.

Ademds tienen otras propiedades las cuales nos informan si el campo vectorial
es linealizable o no. La justificacién de éstos hechos serd motivo de un posterior
estudio.
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