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SINGULARIDAD DE SOLUCIONES DE UNA ECUACION DE
KIRCHHOFF NO LINEAL CON TERMINO DISIPATIVO

Tedfanes Quispe Méndez!

RESUMEN.- Se estudia la singularidad en tiempo finito de las
soluciones locales del problema mixto para un tipo de ecuacion
de Kirchhoff no lineal con término disipativo.
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BLOW-UP OF SOLUTIONS OF A NONLINEAR KIRCHHOFF’S EQUATION
WITH DAMPING TERM

ABSTRACT.- We study the blow-up in finife time of the local
solutions to the mixed problem for a type of nonlinear Kirchhoff’s
equation with damping term.

KEYWORDS: Blow-up of Solutions, Nonlinear Kirchhoff’s
Equations, Nonlinear Hyperbolic Equations.

1. INTRODUCCION

En este articulo consideramos el problema de valores iniciales y frontera

un+(x(x)ut—M(J.Q|Vu|2dx}Au_=f(u) en Qx[0,o] (1)
u=0 en 0QX[0, oo @
u(x, 0)=uy(x), u(x,0)=1y(x) en Q (3)

donde Q es un conjunto abierto y acotado de R" con frontera bien regular d Q, V esel gradiente,
A el operador laplaciano, ¢ (x) una funcién real no negativa para x € Q, M (s) funcién real

positivapara s 2 0 y f (s) funcidn real no lineal para s € R.

En caso n =1, el problema (1) - (3) describe las vibraciones transversales no lineales de

una cuerda eldstica fuertemente tensa entre dos puntos fijos x =0 y x = L eneleje x del plano

xu. La ecuacion resultante es

phu, + o (x) u, —(po +@ ‘

ux

5 2deu_u:f(u) en ]0,L[x[0,e][,
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donde u = u(x, ) es el desplazamiento transversal en el espacio de coordenadas x y en el
tiempo #, O denota la densidad de masa, }; el drea de la seccién transversal de la cuerda, p, es
la tensién inicial, £ es el modulo de Young del material, o (x) se refiere al médulo de resistencia
en la coordenada x por intervencién de la fuerza amortiguadora, y f (1) la fuerza restauradora.
Parael caso « = f =0, la ecuacién fue propuesta primero por Kirchhoff [8], por lo que se le

denomina ecuacién de Kirchhoff. Para el caso general n = 1, el problema (1) - (3) tiene diversas

aplicaciones, tales como por ejemplo en el drea de la 6ptica no lineal, fisica del plasma, mecanica de
fluidos, etc.

Diferentes autores investigaron la solubilidad del problema (1) - (3), para diferentes condi-
ciones de las funciones ot, M y f, la dimension n y los datos complementarios, entre ellos

podemos mencionar a Ikehata [6], Ikehata and Okazawa [7], Maciel and Lima [10], Ono [12],
Cabanillas Lapa [3], [4], Aassila and Benaissa [1].

Son escasos los resultados sobre el estudio de la singularidad en tiempo finito de las solucio-
nes locales del problema (1) - (3) para diferentes hipotesis sobre las funciones &, M y f.
Bainov and Minchev [2] investigaron la singularidad para cada pequefio entorno del
origen de coordenadas de la variable espacial cuando @(x) =0, M(s) =1y

f(s) =g (\S lh ) §, Ikehata and Okazawa [7] obtuvieron singularidad con energia
inicial positiva para elcasoenque a(x) = 0, M(s) = a + 2bs, f(5) = ,Uv53 y

n=3. Cuandox(x)=0,M(s)=a+ (p + 2)bs"*, f(s);y|3|2p+2 sy 1€£n<3,
Carrillo Diaz [5] obtuvo singularidad con energias iniciales positiva y no poéitiva. Para el caso en
que «(x) =08 constante no negativa, M (s) =a + bs", f(s) = 1 § ‘p s yn=1, Ono[l2]
investigd la singularidad con energia inicial positiva y no positiva. '

El propésito del presente trabajo es discutir la propiedad de singularidad en tiempo finito de
las soluciones locales del problema (1) - (3) con energia inicial £(0) <0, E(0) =0y E(0) >0,

cuando las funciones &, M y f cumplan ciertas condicionesy n = 1, Enladiscusién emplea-
remos las estrategias seguidas por Ono [12] y Li and Tsai [9].

2. PRELIMINARES

Sea O un conjunto abierto y acotado de R" con frontera bien regular d Q. Denotamos el

producto interno y la norma de [ (Q) y LF(Q), con (.,,.)y ‘ »a » T€Spectivamente, para

, denotardn el producto interno y la norma de H, (Q),

1< p <co. Ademis a(.,.)y H

donde a( u ,v) = J‘Q Vi . Vo dx es la forma de Dirichelet,

Sea X un espacio de Banach, 0 <7 <o y 1< p<eco. Representamos con

L? (0, T; X) al espacio de Banach de las funciones vectoriales u: lo, T [ — X tales que
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son medibles y ||u (f) ”X € L’(0,T), conlanorma

T 7
i hrars = ([Tl @) o 15p <

[

|;~(0,r;x> = 03:3 ess|u@|, ., p=-e.

Denotamos ' =0, , v" =0,y v(t)(x)= v (x,f).
Hipotesis.

Impondremos las siguientes condiciones sobre las funciones reales & (x), M (s) y f (s)

(H1) ae W"™(Q) que satisface

a(x)=0, Vxe Q. 4

(H2) MeC 1([0, oo [) satisfaciendo
M(s)2m ,Vs20, 5)
(2y + ) M (s) > sM(s), ¥s>0, (6)

donde m, y ¥ son constantes positivas y M (s):= J: M (&) dE.
(H3) fe C'(R) satisfaciendo

lF@[<k|sI" y |f()|<k]s]”, VseR, o
f()sz22Q2y+D) F(s), VseR, (8)

donde k; y k, son constantes positivas, ¥ es la misma constante de (6),

F(s):=[ f©dé, y

O0< p<

para n=3 o0 p >0 para 1<n<2. )

Los siguientes resutados serdn utilizados en la demostracién de la parte principal del
trabajo.

Lema 2.1. (Desigualdad Generalizada de Gronwall [11]). Sea f:[0, o[ — [0, oo[ conti-

nua, g:10, e[ — ]0, o[ continua y no decreciente y sea C una constante positiva, tal
que se satisface la desigualdad

fH<C+ ju'g(f(s))ds, Ve [0,].
Entonces,

fO <G (T) <, Vte[0,T],
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para cualquier niimero fijo T, < G (==), donde

G (1) :J';g‘g) Vie[C, .

Mds atin, si G (e0) = oo, entonces

fOSG'(t), Vie[0,].

Definicién 2.1. Una funcion u: QX [0, T[ — R es llamada solucién del problema (1) -
(3) sobre [0, T[ st
ue 7 (0, T; H (Q) n H*(Q)),
uw'e L°(0,T; Hy(Q)),
u'e L (0, T; }(Q)),
W)+ ' @), v) + M ([u@] ) a@®v = (f @@)v),

Vve Hy(Q) en el sentido de D' (0, T).
u(x,0)=uy(x) y W (x,0)= ulx).

Teorema 2.1 (Solucién Local). Supongamos que las funciones o, M 'y f satisfacen (4),

(5) y (7) , respectivamente. Si u, € Hé(Q) NH*Q) y u € Hé (Q), entonces existe un
tinico intervalo [O, Lixe [ con 0<T,, <eco yuna inica solucion del problema (1) - (3) sobre
[0: T,

Demostracion. El Teorema se demuestra utilizando el método de Galerkin; el método de estimativas
de Tartar, en el cual se utiliza la inmersién de Sobolev con (9) y la desigualdad generalizada de
Gronwall; resultados de Compacidad de Lions; y finalmente el Lema de Zorn. Asi se obtiene el

resultado del teorema, ver por ejemplo Quispe Méndez [13].

Observacion. Supongamos que la funcién ¢¢ satisface
ae 70,0, W(Q) y a(x,)=0,V(x,10)eQx[0,]. (10)

Si reemplazamos la hipétesis (H1) por (10), se obtiene los mismos resultados del Teorema
2.1

Lema 2.2 (Li-Tsai [9] ). Sea ¥y >0 ysea b(t): R® — R" una funcién de clase C? que
satisface

B"(t) —4(y + D' () +4(y + ) b(t) 20,V =0.

Si b'(0) > r,b(0), entonces b'(t) >0, V>0, donde
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n=2y+1) -2y (@ +1y
es la menor raiz de la ecuacion cuadrdtica r* — 4y +Dr+4@y +D=0.

Lema 2.3 (Li-Tsai [9] ). Sea y > 0. Si J(t) es una funcion no creciente en [IO, ©o [ ity 12 )

v satisface la inecuacion diferencial

[7OT 2a+b[IOT7, para t>1,,

donde a >0y be R, entonces existe un miimero real positivo T, tal que f]ir{]_ J)=0,

una cota superior de T, puede ser estimado, respectivamente, en los siguientes casos:

(i) cuando b<OyJ(t0)<rnin{l, -%},

(ii) cuando b =0,

(iii) cuando b > 0,

T2t + 235?’}—‘:(1- [1+ el ()] ),
a

2+1
donde C = s ”
on b

3. EL RESULTADO PRINCIPAL

El objetivo central del presente trabajo es discutir la propiedad de singularidad en tiempo

finito de las soluciones del problema (1) - (3) sobre un intervalo maximal [ 0,1, [ , es decir que

una solucién i del problema (1) - (3) sobre [ | Ay [ tiene la propiedad

= o

T,, <o y ,ll)r% Iu(t) 2@
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Definicién 3.1. La funcién energia E(t) del problema (1) - (3), se define en el espacio
Hy(Q) por

Ly, .02 1~ 2
E@):= | O +5M(\u(t)H )—JgF(u(x,t)) dx, >0,
donde
M(s):=['M@©dE y F(s):=] f(& dt.
Lema 3.1. Si u es una solucion del problema (1) - (3) sobre [O, TM[ , entonces,

E@+ [ |Jow'@, dr=E@©), 0<i<T,, an

donde E(0) es la energia inicial definida por

»

E(0): = %| u, ‘;(g) + %A’i( | g ”2) ~ [ F (g (x)) dx.

Demostracion. Multiplicando la ecuacién (1) por u, integrando sobre () y aplicando el teorema

de la divergencia, obtenemos E’(z) = 0. De aqui, se obtiene el resultado.

Lema 3.2. Si u es una solucion del problema (1) - (3) sobre [0, T;,,[ , entonces,

2[ WOz, + | ;[ﬁu’(r) \;m dt} = ;A’(r) +2E(0)
M (Jue ) jue] - M (Juo]’)
+2f Flu(x,0) dx—(f@®),u@), 0<1<T,, (12)

m(Ju@ ) Ju@ | + ¥ (Juw]*) = 2£0 - éfm)
+2] Fu(x,n) dot (f @@), u@®)

2]

2
<
g 4T2 0S1<T,, (13)

donde

2

20, (14)

A@:=|u O, + [[Jar @], dr+@ -0 o,

y 1, es una constante positiva que serd determinado mds adelante.
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Demostracion. Derivando (14) una y dos veces, obtenemos

A(t) = 2[ @ (1), u (@) + [ (0w’ (x) , u(x)) dr} (15)

u' (1)

X @ =2 | fg - M (Je@f) [u@f +F @@ u@]. ao

De (11) y (16), se obtiene (12). También de (11) y (16) resultan, respectivamente,

M(|uof)=2E© + 2] F, (x,0) ax

2@

7 2
o dt —|u (t)‘LZ(Q)

2
L3

M (Ju@f ) [uol =|v'®

2 1 ”
vt F@O) u@) =2 A0

Sumando estos dos resultados, se obtiene (13).

Lema 3.3. Supongamos que las funciones o., M y f satisfacen (4),(6) y (8). Siu es una

solucion del problema (1) - (3) sobre [0, TM[ y uno de los siguientes casos se satisface:

(i) EW0)<O0,
(i) EQ=0 y A(0)>0,

(iii) E)>0 y A(0)> [2 (y+1) -2 m} [A(O) L a +121)YE(0)} ’
donde

AO:=|u, [, +T|ow| ¥ AO:=20, 1),
entonces

A)>0, Vre]ro_,TM[, (17)

A'(0)
4(1+2y) E(0)’

donde tU::maX{ 0} en el caso (i) y t, =0 en los casos (ji) e (iii).

Demostracion. Para y > 0, definamos la funcién

J@):=[A®]", vee[0,T,[. (18)

Donde A(?) estd definida por (14). Derivando (18) una y dos veces, obtenemos
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J @) ==y[AO]" A1) (19)

7o =v[A0]"?[ @+ [A0f - A0 4©)] (20)

De (15) por la desigualdad triangular y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene

t 5 2 :
[A @] <4A0) [ W O)aig, + [ | o' @) o dt] 21
De (20) y (21), se tiene
IO<-y[AO]" K @). (22)
Donde .

2
2

) dr:| ) (23)

2 I ’
e J'Olﬁ/au (1)

Kt):=A"(t)-4(y+1D [ w' (1)

Por (12) y (13) , obtenemos

K@) =-4Qy+1) E(0) + 2[(27 +) M ([u]?)

- M ([u)]’) |u(r)ﬂ 2 [(f(u ), u(t)

t 7 2
202y + 1) _[QF(M (x, t))dx} + 4y fﬂ\,/au @ 47 @)
Por (6) y (8), de (24) , resulta
| P s £ ! 2
A"(1)-4(y+ 1) [;u (t) igm) + J-O‘,/Otu (T)LZ(Q) d‘c}
(25)

2-42y +1) E(0).

Ahora vamos a considerar tres casos diferentes de acuerdo al signo de la energia inicial
E(0).

(i) Si E(0) <0, por integracion de (25), resulta
A@)=A0)-4Q2y+1)E0)t, para t20.

Asi tenemos A’(r) > 0, para t > 1, donde
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t0:=max{ A ,O}.
4(1+ 2y) E(0)

(ii) SIE(0)=0 y A’(0)>0, entonces A”(f) >0, para ¢t > 0. Integrando, resulta
A'(t) >0, para t>0.

@2y +1 EQO)

(iii) Si E(0) >0 yA%®>Q{AK»+
i ol |

:|, donde r,: =2(y+1) =2,/ (Y + D)y.
De (15) , por la desigualdad triangular y la desigualdad de Cauchy - Schwarz, resulta

2

A <A@ +

u'(t)ﬁ%m + m \/au'('c)

dr. (26)

12(Q)

De (25) y (26) , se tiene

A -4y + DA @O +4y+ D) A +4QRy+ D E0)=0.

Definimos la funcién

b(t):=A@) +

(1+—12Y)_E_(_0).,para tZO_

Ty

Entonces b (1) satisface las condiciones del Lema 2.2. Asi se tiene A'(¢) > 0, para t > 0.

Teorema 3.1 (Singularidad de Soluciones). Supongamos que las funciones oo, M y f
satisfacen las hipotesis (HI), (H2) y (H3), respectivamente. Si u es una solucion del proble-

ma (1) - (3) sobre [0, TM[ con datos iniciales u, € Hé (QNH* Q) vy u, € Hy(Q) sa-

tisfaciendo uno de los siguientes casos:

(i) E(0)<0,
(i) E(0)=0y A(0)>0,

L [AO]
i) LEOL S poy>0 y @5 1| a@+ CHEQ]
8A(0) ” +1
entonces T,, < oo y lim A(t) =oo. Ademds, el tiempo finito T,, es estimado, en el caso (i),
=Ty
J (1)

L. St = ;
M 0 J.F (IU) (27)

Ademds, si J (t,) < min { 1, ’%}, entonces

(28)



27 Quispe: Singularidad de Soluciones de una Ecuacién de Kirchhoff ...

En el caso (ii),

T (1) 2

En el caso (iii),

T, &4 +2%£(1-[1+cj(t0)]‘*).

'

Aqui ¢: = [%]%# con a:i=Y’ [ A(tg)]—zwﬂ)([A,(ro):lz ~8E(0) A(tﬂ)) y b: =8y’ E(0).

(30)

A'(0)
41+ 2y) E(0)’

En el caso (i), t,: = max{ 0} y t,: =0 en los casos (ii) y (iii).

Demostracion. De (22) y (25), resulta
I’ <ayQy+ D EQ) [A@]"", pafa 121, . 31)
Por (17) y (19), se tiene

J'(t)<0, para t>1,.

Multiplicando (31) por J'(¢) y luego integrando de 7, a 7, se obtiene

(7 O] 2a+ b[J(z)]”'lf , para >f,, 32)
donde
a: =[7Of -8y EO [J )]
=v[aw) ] ([4@)] -3E© ac)
y
b: =8y E(0).
[ AT

Observemos que a > 0 siy sélosi £(0) < =————.
v ql.l a S1 Yy SOI0 s1 SA(O)

En el caso que E(0) < 0, por (22) y (25), se obtiene la singularidad y la estimativa del

J (1)

tiempo finito T, <1, — TI)
0

Para los demds casos, por (32) y Lema 2.3, se obtiene los

resultados del teorema.
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Para terminar la prueba, debemos elegir la constante positiva 7, de (14) tal que satisfaga

(27);
J(t
0 ﬁ = To-
J(1,)
Para (28),
J(xo)smn{LJ%} y to+\/1_bln & ST .
IR A R Y
-b
Para (29),
J(t '
t, - ,( o) T .
J ()
Para (30),

f, +2_£( m[1+c1(:0)]"3'*)s:{;.

‘\/ a
Finalmente, se concluye la demostracion.

Comentario. La aplicacion del Lema 2.3, permite estudiar la singularidad en tiempo finito de las
soluciones, de una variedad de ecuaciones diferenciales de evolucién.

En el futuro, seria interesante estudiar la singularidad en tiempo finito de las soluciones, del

problema mixto asociado a la ecuacién diferencial no lineal

u,r+a(x,:)g(u,)—M(Uqudx)Au:f(u) en Qx[0, 0,

donde 0(x,7) es una funcién real no negativa para (x,71)€ Qx[0,[, g(s) y f(s)
funciones reales que satisfacen ciertas condiciones para s € R, y M (s) funcién real positiva

para s = 0.

En conclusion el Teorema 3.1, en cierta manera generaliza los resultados mencionados en la

introduccioén, aunque las estimativas del tiempo finito 7,, no son las Gptimas.
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