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DECAIMIENTO EXPONENCIAL PARA LA ECUACION
DE LA ONDA SEMILINEAL CON POTENCIAL Y
AMORTIGUAMIENTO LOCALMENTE DISTRIBUIDO

Alfonso Pérez Salvatierra!, Victoriano Yauri Luque!, Rodolfo Galvez Pérez!

RESUMEN.- Se estudia el decaimiento exponencial de la ecua-
cion de onda semilineal con potencial y amortiguamiento local-
mente distribuido, empleando el Principio de la Continuacidn
Unica, resultado estudiado por Ruiz [9] v aplicado a problemas
de comportamientos asintéticos por Zuazua [10].
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EXPONENCIAL DECAY FOR THE SEMILIIF\IEAR WAVE EQUATION
WITH POTENTIAL AND LOCAL DISTRIBUTED DAMIPING

ABSTRACT.- In this notes we shall study the exponential decay
for the semilinear wave equation with potential and locally
distributed damping, using the unique continuation principle,
result studied by Ruiz [9] applied to problems of asymptotic
behavior by Zuazua [10].
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1. INTRODUCCION

En esta seccion plantearemos las hiptesis y algunos resultados necesarios para el desarrollo
del presente trabajo.

Hl. < R” esun abierto, acotado (n = 1), I' = 0Q frontera de clase 2
H2. Wkx)e L' (), W=>0 cs.en & con p=2 si n=1y
p > n parael casoenque n = 2.
H3. a(x)e L"(Q), a(x) 2 a, >0 cs. en ®, donde ® < L es una vecindad de " = dQ.
y a(x) =0 en Q\@
H4. f esuna funcién semilineal que satisface:
i) f(s)s=0, Vse R.
i) 30>0: f(s)s=2(2+08) F(s); Vs€R.

iii) f tiene la propiedad del crecimiento, es decir,
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-1 -1
[F@-roNscli+]x["+ [y ]lx-: va.yeR y g
C>0,p>lcon (n-2)p<n.

iv) F(s) :j':f(z) dz>0, Vse Rpues f(s)s>0; Vse R.
Con las condiciones H1 - H4 se estudiara el sistema siguiente

u, —Au+Wxu+ f(u)+alx)u =0, en £ X (0, o)
u=0 , sobre I'x (0, o),
iu(0)=u0 su, (0) =u, , en Q.

*)

con datos iniciales U, € Hé (), u € & (£2) , donde existe una tnica solucién débil de (*)
enlaclase, u€ C ([0, 00); Hy(Q) )N C' ([0, +e0); I} (Q)).

Podemos ver, referencias con aplicaciones en la fisica en Komornik [3], Muifioz [6],
Pérez [7].

Se define la energia del sistema (*) como

{2

u,l

E(t)=%{ +]Vuf}+jQF(u)dx.

El objeto del trabajo es conseguir la estimativa de la energia para un 7 > 0 adecuado,
T 2
E()<C [ [ aC|u (e, 0| dudr. (1)
Combinando (1) con la identidad dada por
E@)-E@)=~[*] at|u 0| dxdr )
2 1 f Q 1 ? ?

Utilizando la Seccién 1 de Zuazua [10] y la propiedad de semigrupos se obtiene el
decaimiento uniforme exponencial de la energia para las soluciones del problema (*).

II. RESULTADOS PREVIOS

El resultado de Ruiz [9] nos dice, que si be L™ (wx (0,7)), we H' (Qx (0, T)) vy

T > diam (Q) tal que w satisface:

lw, —Aw+bx,1)=0 en Qx(0,T);
o] w=0 en x(0,T);
w=0 sobre dQ x (0, T).

entonces w=0 en Q.
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Este resultado caracteriza el método de la continuacidn tnica, que consiste en que si w es

solucién del sistema (**) , el cual es cero en una vecindad w x (0, 7) < Q x (0, T) de la fron-

tera, esto es suficiente para que w sea cero en £2 .

Dada la ecuacién de la onda no homogénea:

¥ -A9=f en Q0=Qx[0,T]
| 90 =0, , 90)=0 en Q
¥ =0 sobre T=Tx[0,T]

se deduce el siguiente lema.

Lema 1.

E 2 .
Sea Q un dominio acotado de R" con frontera T de clase C* , q = (q,) un campo vectorial

s n
de clase [Cl ( Q )] ; entonces, para toda solucion 9 de ( % ), se tiene

T

2 +(Iz9’ q.Vﬁ} +
Q

0

, ] 90
¥ -AD g A =—= LV —
i( ) q 2£q i~

i %4, 98 99

2
~|vo
| 5 0x; Ox, ox,

+ [div(g)| |

Demostracion. Ver Lions [5], Lema 3.7 , pags. 40 - 41.
A partir del Lema 1, podemos deducir el lema siguiente.
Lema 2.

Para u solucién de (*) y con las hipétesis Hl — H4 dadas en la introduccion,

q=(g)e[ W (@] se tiene:

[J-utq.Vu} + %E[div(q)[ u, i —Vuf} + 9& Ju du

’ . 50x; ox, 0x;

2

ou - Iw(x)uq « Nk,
Q

av

- jdiv(q) FQ) + ja(x) a. Vu=o jq Ly
o o] 2 b3

Demostracién. Multiplicando (*) por ¢ .V u y por el lema 1, se obtiene el resultado.
Proposicion 1.

Con las mismas hipdtesis del Lema 2y la definicion de la energia del sistema () se tiene:
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rEm <[ E@ <) [ [aw|uf + [ [luf

0

T
+‘{J‘urh.Vuj| +‘52'+H"
Q

T T

utm.Vu+Otu(ur+%l£) : J'nu(u!+@)
0 Q 0

donde X =

0 —

Demostracion. De los Lemas 1 y 2 se deduce la proposicidn.

Lema 3.

A ~

Considerando la definicion de la energia del sistema (*) ; X e y en la Proposicion 1y las
hipotesis H3 — H4 se obtiene,

]£|+l§:‘+i(J‘uth.Vui|Z SC[ZE(T)Jr‘[;J‘a'uJZ].

Demostracion. De la definicién de x e y

T
1’%{+|5’|+(J.“¢h-vui|z= J‘urn-I.Vui—(xu(u{-f-a—z”) +
’ T| ' T
+ wluw, + 2| |+ || |u, h.Vu
frs,+2)] [+ [
. 0 l Q 0
< J.[ul (T)m.Vu(T)+au(T)[uz(T)+ au;T)H "
Q

+

nu(T)(u’(T) 2 ““éT))

g

J“u (T)h. Vu(T)‘ I u,m.Vu +au0(u1+a%J

Q
Inuo(u + A) f h. Vu (3)
Q Q 7

Las acotaciones de los 3 primeros sumandos del lado derecho de la desigualdad dada en (3)
se realizan de la misma forma que en los 3 ultimos sumandos, por lo que acotaremos sélo los 3
ultimos sumandos. Por lo tanto de (3) tenemos
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au
u +—2
2

au,
u m.VuO-{-OLu u, +*

[lu j\ | [m] g | + [t ug|

Q Q

< RO [l [Vag | + o flug | + G Jal fluof
Q Q Q

< R(;%U,uy +j\vu0y2J + %@uoﬁ +§[ywﬂ+

Q

pak? IIL c'ﬂv M\ulﬂi\wof]

Debido a que ‘n| |

E‘;Uuo[ul+——) ﬂ OHHIHI ] @)

En forma andloga a la acotacién del primer sumando se obtiene la acotacidn de la desigualdad (4).

inuo(ul +%J < cwulz +J§;Vu0|2}

M+

I|n|iu0|

Finalmente se tiene

J.iulh.Vuo[S ﬂuIHhHVuO; S”hH(W‘-“’)" J.‘ulHVMO‘ < C[j‘ull'z +IVMO|2:|.
Q Q

Q Q Q

Luego de las tres acotaciones y por la condicion iv dada en H4 obtenemos

i yn[_]

< CNur () + J'Wu(r)| } S CE(T).
Q Q

au

0
u.m. Vuo + Otuo(u1 + »E—J

1

J.‘ulh Vu l

Por tanto, se tiene

Q 0

T
|Z]+]9]+ [J-uth.Vu} < C[E(T) + E(0)]. (5)

Haciendo t, =7y t, =0 en(2) se tiene

E(T) - E(0) =4.|‘0TJ.a|uriZ = E(0)- E(T)= I;Ia\uf.
Q

Q
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Luego,
E(0)+ E(T) = 2E(T) + J‘OTJ'a\ u|’. ©)
Q

Reemplazando (6) en (5) tenemos

T

+ 9]+ J.uzh.Vu SC[ZE(T)"“IJJ‘“i“r'Z}“
Q

Q 0

X

Proposicion 2.

Con las hipétesis dadas en la Proposicién 1y en el Lema 3 resulta

T T
E(T)<K |iJ.0 J.a(x)’uli2 + J.o J.\u 2} , donde K esuna constante positiva .
Q Q

*

Demostracion. Aplicando el Lema 3 en la Proposicién 1 se obtiene

TE(T)SC[J':J'a\u,z +J.;-J.u2 +2E(T)+J';_faiuxz]
Q Q Q
(T -2C) E(T) < K[J‘OTJ.G,MI‘Z +J'§_|';u|2].
Q Q

55| [o Jelu + [ [l
E(T)s —>— + s 220,
Ty (r-z(:)[ " fafu [Tl
Q Q
Para T suficientemente grande tal que T > 1+ 2C tenemos

E(T) sKUOT'[a(x)]uf +J.0T'|.|u|2:| , T>2C.
Q Q

Proposicion 3.

Bajo las hipdtesis H1 - H4, se tiene que,

T T
I .|-|ul2 $CI J‘aiuf
0 0
Q Q

Demostracién. Se demuestra por el absurdo, suponiendo lo contrario y usando el Principio de la
Continuacién tnica de Ruiz [9] dado por el sistema (**), llegando a una contradiccion. Este proce-
dimiento es idéntico al usado en el Teorema 2.1, en Zuazua [10].
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EL TEOREMA CENTRAL

Sea Q — R" abierto, acotado con frontera de clase €. Asumamos fe cl! (R), ae L‘_’: (Q2) vy,

W (x) satisfaciendo H4, H3 y H2, respectivamente. Entonces, para toda solucién g de (*)

existen constantes C >0 y y >0; tal que,

E(t)<Ce™", Vt20.

Demostracion. Usando la Proposicién 3 en la Proposicién 2, 3 C > 0, tal que
r 2
E()SC, [ [afu due , ¢y =max{K.C}.
Q

Se deduce que; para #; < #, en la energia se obtiene

*

E(tz)—E(tl)s—jrrz.[a‘u!|2. (7)
‘o

Luego,si T =1, y t, =0 setiene

T 2
EC)-EQ) == | afu|" ®)
De (6)y (7)
E(T)< € E(0)
()= 1+€, '
. C, : N
Definimos ¢ = , donderesultaque & <1, T > 0. Luego por la propiedad de semigrupo,

1+6,

y dado que el problema estd bien puesto su solucién es representada por
U@)=(u,u)=S@U, Con U,=(uy.u,)e Hy(Q)xL(Q).
Ademads, S(t) satisface S(r+ 5)=S(1)S(s), entonces
E(nT)=E(S(nT)U,)=E(S"(TYU,)) < E(0), 0<o<l.

Para T, > 2R, fijo se. R* cualesquiera, existen g, re R tales que s=¢g7T, +r, con
0 JO Y q q, 0

re [0, To[ , de donde se tiene

t=g—r=g¥, , teR".
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Luego,

E(1)<al E(0) = exp|i —?1—(111 ol )} E(0)
0

Por lo tanto,

E(I)SCe_Yr,VIZO, donde }/=%(1n0¢‘1)>0,C=E(0)>0,
0

IV. COMENTARIOS

Existen muchos métodos para el estudio del decaimiento de una ecuacién de onda, con
condiciones iniciales y de frontera. Nosotros abordamos el estudio del sistema (*) gracias al gran
resultado obtenido por Ruiz [9], el del Principio de la Continuacién Unica usando herramientas de
inmersiones de Sobolev y el método indirecto (reduccién al absurdo). -

Cada termino que se agrega en la ecuacion de la onda, tiene una interpretacion fisica, ade-
mads sirve como término disipativo para que las soluciones tengan un decaimiento exponencial, que
eslo 6ptimo, puesto que también existe decaimiento polinomial.

Podemos citar algunos sistemas que modelan fendmenos fisicos como:

I. Sistemas Parcialmente Viscoelasticos.

", —Au+J.0rg(t—T) div{a(x)Au(x,7)}dt =0 en Qx]0,+oo]

() sobre Tx]0,+°°[
u(x, 0y =uy(x), u,(x,0) =u (x) en Q

Para mayor informacion ver Pérez [7].

II. Sistema Parcialmente Termoelastico (unidimensional).

iuu—ﬁun+(a(x)8)l_:0 en |0, L[ x ]O, +oo]

0, —ab_ + a(x)u, =0 en 1L, L[ x ]0,+eo]|

| t

%u(x, 0)= U, (x), u, (x,0)= u, (x),08(x,0)=0(0), en ]O, L[

o, B constantes.

Ver Mufioz - Bisogmin - Bisogmin [6]. Otros ejemplos pueden verse en Cabanillas [1]y
Portillo - Mufioz [8].

Si el término disipativo #, no estuviera presente posiblemente la energia del sistema (*) para
soluciones débiles no tendria un decaimiento exponencial.

Considerando £ como el cuerpo afectado por el fendmeno Fisico, teniendo en cuenta que la
funcién a(x) e L™ (Q) que acompaiia al término disipativo u#, determina un amortiguamiento

local del fenémeno fisico reducido a una vecindad @ de I' = d Q, lo cual es suficiente para que
el comportamiento del fenémeno fisico se dé en todo el cuerpo.
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Graficamente podemos mostrar la vecindad @ en la figura

donde @, =@ = U (B, (x) N Q). x, punto fijo arbitrario y

xel’

I, ={xeT/m(x).v>0}
[ ={xel/m(x).v<0}

m(x)=x-—x,.

V. CONCLUSION

El presente trabajo estudia el fendmeno fisico afectado solo en una parte de la frontera del
cuerpo, lo que es suficiente para ser afectado sobre todo el cuerpo. Estos estudios en la actualidad
son fuertemente aplicados en las diferentes ramas de la ciencia, tiene sus principios por los afios
1990, a través de los articulos de Haraux [2], Komornik - Zuazua [4].

En los articulos recientes se viene trabajando con variacién en la frontera incorporando una memo-
ria.
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