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RESUMEN.- Estudiamos la existencia y singularidad de soluciones locales
del problema mixto para un sistema de Kirchhoff no lineal.
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ABSTRACT.- We study the existence and blow-up of the local solution to the
mixed problem for a nonlinear Kirchhoff's system.
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1. INTRODUCCION

Un fenémeno natural importante es el estudio desde el contexto de la Fisica Relativa de la
interaccion de ciertas particulas elementales llamadas mesones en un campo electromagnetico. Un
modelo matematico que describe la interaccion de los mesones es el siguiente sistema propuesto

por Segal [10]

u, — Au+ a’u+ghv*u=0 en Qx[0, o]

vy —Av+ v+ Bu’v=0 en 0Qx[0, o] )

donde ¢ y S son las masas de los mesones u y v respectivamente, g y 4 son constantes de interaccion

y () es un conjunto abierto de R,
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Muchos autores estudiaron desde diversos puntos de vista el sistema (1.1) y entre ellos pode-
mos mencionar a Jorgens [2], Makhankov [4] y Medeiros & Perla Menzala [6].

Una generalizacion posterior de (1.1) es el siguiente sistema de Kirchhoff no lineal

U, - MUQWLAZ dx) Au+ miu+ (p +2) SWP|ul” u=0 en Qx [0, oo
(1.2)
u, - M(jﬁlV’vl2 dx) Av + m%v +(p+2) 51ufp+2]v|p v=0 en Qx [0, oo[

donde M (s) es una funcién real no negativa de clase C' para s 20, Q es un conjunto abierto de
R";m,, m,,8 vy p son constantes reales.

Diversos autores investigaron el sistema (1.2) y podemos mencionar algunos de ellos. La
solucidon global: Medeiros & Milla Miranda [5] usando el método de la energia para

M(s)=1y 6 =1,Milla Miranda & Medeiros [7] usando el método del pozo potencial para
M(s)=1y & =-1. La solucién local: Quispe Méndez [9] usando el método de estimativas de
Tartarpara M(s)=my, >0 y o <0. Lasingularidad de las soluciones: Carrillo Diaz [1] utilizando
el método de concavidad de Levine para M(s)=1, p =0 y con energia inicial no positiva; Quispe
Méndez [9] utilizando el método de concavidad de Levine para M (s) = a + bs” *1'y con energia
inicial no positiva y positiva.

Sea () un conjunto abierto y acotado de R” con frontera bien regular Q2. El sistema (1.2) es
un caso particular del siguiente problema mixto para el sistema de Kirchhoff no lineal

u!r—M(JQ|Vu|2dx) Au+m]2u+af(u,v)+(p+2)5|v|p+2!u|pu=0 en Qx[O, oo[

v, — M(jQ|Vv|2 a’x) Av+mdv+ B, v)+(p+2) 8lul” 2P v=0 en @x][0, [ i
que satisface las condiciones de frontera
u(x,)=0, v(x,t)=0 en Q x [0,00[ (1.4)
y las condiciones iniciales
u(x, 0) =uy(x), u,(x,0) =1;(x) en Q
{v(x, 0) = vy (x), v, (x, 0) = v (x) en Q (1.5)

donde M(s) es una funcién real de clase C' definida en [0, oo[ con M(s)zmy>0,Vs20;

fu,v)=2(p+2)A|ou + PP (ou + Bv); my, my, my, @, B, 4,8y p son constantes reales.

El problema (1.3) - (1.5) fue estudiado por Li and Tsai [3] para el caso M (s)=1y p=0,
obteniendo la existencia de la solucion local y la singularidad en tiempo finito de las soluciones.



El propésito del presente trabajo es discutir la existencia y la singularidad en tiempo finito de las
soluciones locales del problema (1.3) - (1.5). En la prueba de existencia, utilizaremos el método de
Galerkin y las estimativas de Tartar, y en la discucion de la singularidad, emplearemos resultados de Li

and Tsai [3] con energia inicial £(0)< 0, E(0)=0y E(0)>0.

2. PRELIMINARES

Sea () un conjunto abierto y acotado de R" con frontera bien regular 6. Denotemos el

producto interno y lanorma de L* () y LP(Q) con(.,.) ¥y [ [P(Q) , Fespectivamente, para | < p < o,

Ademas a(.,.) y |lll, denotaran el producto interno y la norma de H}(Q), donde
a(u,v)= IQVu . Vvdx es la forma de Dirichlet.
Sea X un espacio de Banach, 0 <7 <o y 1< p <. Representamos con 7’ (0, T; Xx) al

espacio de Banach de las funciones vectoriales u: ]0, [ — X medibles con ||u(t)||, € L7(0,T),

dotados de la norma:

([l @) 15 p<e,

sup ess"u(t)”X » D =00,
0<t<T

”””L‘"(O,T;X) :

”u"ﬁ“(o,r;){) :

Similarmente cuando 0 <7 < <0, representamos con @ ([O, T] 5 X ) al espacio de Banach de las

funciones continuas u : [0, T] —» X, con lanorma

” H "c“([o,r};x) ~E oil;lf?"" u ().

También representamos con CE, ([0, T]; X ) al espacio de las funciones débilmente continuas

u: [0, T] - X.
Denotamos u':=u,, u":=u, y u(t):=u(.,1).
Hipoétesis:
Supongamos que M (s) es una funcion real que satisface:
(H) MecC! ([0, oo[) y M(s)=my >0,Vs>0 m, constante real,
(H2) 2y + 1) M(s)2sM(s),Vs >0,

donde y es una constante real tal que 0 < y < pTH con p20,y M(s) = EM(f)dé.
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Supongamos que m;, m,, &, f, A y § son nameros reales fijo con 22 + §2 % 0 que satis-

facen:

(H3) mi& + min® + A|a& + pu|*** + 8lenff ™ <0,vE, neR.
Lema 2.1 (Li - Tsai [3]). Sea y >0 ysea b(t): R* — R* una funcion de clase C* que satisface
") -4y + DB +4(y +D)b()=0, YVt =0.

Si b'(0) > nb(0), entonces b'(t)>0,Vt>0, donde r, =2(y +1)=2./(y +1) ¥ es la menor

raiz de la ecuacion cuadrdtica »* — 4y +Dr+4(y+1)=0.

Lema 2.2. (Li-Tsai [3]). Sea y >0. Si J(t) es una funcicn no creciente en [ro , 0 [ , g 20

y satisface la inecuacion diferencial

[0 2a+b[J@©)] 7. V21,

donde a >0 y beR, entonces existe un mimero real positivo T« tal que lim:—;T‘ J)=0y

una cota superior de T+ puede ser estimada, respectivamente, en los siguientes casos:

(i) Cuando b<0 'y J(t0)<min[l, j%},

(ii)  Cuando b =0,

(iti)  Cuando b> 0,

3y+1

TSty +2 7 —y\/é{l —[1+cJ(to)]g$}:
a

donde ¢ = (%)2% :

Lema 2.3 (Desigualdad generalizada de Gronwall [8]). Sea f:[O, oo[——> [0, oo[ continua,

g: ] 0, 00[ —> ]0, oe[ continua y no decreciente y sea C una constante positiva, tal que se satisfa-

ce la desigualdad

f0y<C+ [g(f(s)ds, V[0, <.



Entonces

f<G ' (T)<w, Vie[0, L],

para cualquier nimero fijo Tx < G(®), donde

ds

0k

; Vte[C,oo[.

Mdas aun, si G(x) =0, entonces

fO<G),Vte[0,].

Definicion 2.4. Un par de funciones {u, v} es llamada solucion del problema (1.3) - (1.5)

sobre [0, T[ si las funciones u,v:Q x [0, T[ — R satisfacen las condiciones (1.4) - (1.5) y
las igualdades

@"(@), w) + M([[u@|) a@@), w) + (mPu(e) + af (u(z), v(£)
+(p +2) 8|y u@| u @), wy =0

"), w) + M([vOI}) a @), w) + (mdv(e) + B w(@), (1)
+(p+2) 8|u@ | v©), w) =0

para todo w e Hé (Q), en el sentido de las distribuciones D'(0, T).

3. EXISTENCIA LOCAL

La estrategia para obtener la solucion local del problema (1.3) - (1.5) es primero obtener las
soluciones aproximadas del problema dado por el método de Galerkin, después obtener estimativas a
priori por el método de Tartar y finalmente por argumentos de compacidad de Lions, se obtiene la
existencia de soluciones. Para la unicidad de soluciones, se utiliza el método estandar de la energia.

Teorema 3.1 (Solucion Local). Si M verifica la hipdtesis (H1). p=20 para n=1,2, p=0
para n=3,uy,vy € Hy(Q)N H*(Q) ¥ wu,v eH)(Q), entonces existe un inico

Ty > 0 < Ty <o y una unica solucion {u, v} del problema (1.3) - (1.5) sobre [0, Ty[ tal que

u,ve L (0, Ty s Hy(Q) N HA (),
u',v' e I°(0, Ty ; Hy(Q)),
u",v' e [7(0, Ty, ; L*(Q)).
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Demostracion
Soluciones Aproximadas. Sea {wk} una base hilbertiana de Hé(Q) N H*(Q) formada por las
funciones propias generalizadas del operador eliptico —A, esto es, satisfacen ~Aw, = 4, w, en Q,

w, =0 sobre 0Q.

Sea V,, = [w;, Wy, ..., w,, | el subespacio generado por los primeros m vectores Wi, Wy, oy W

» Wm

de {w;}. Sean

um(!) = zgjm (t)w 3 Wm(‘t): ih_’rm(t) WJ ]
J=1 Jj=1

las soluciones aproximadas en V, del problema (1.3) - (1.5), donde las funciones
Eim(t) Y him(), j=1,2, ..., m, son determinadas del siguiente problema en ecuaciones diferencia-

les ordinarias, para j =1,2, ..., m

), ) + M () alitn 00, )
+ 1] Uy (8), ) + @ (f (W (£), Ve (D), W)) 3.1
(0 +2) 8 (vl i O s (00, w,) =0

wn (@, w;) + M ([ ) a@n(®, w))
+ 15 (W (1), W) + B (U (1), v (D), W) (3:2)

(0 +2) 8" @ v (1), w;) = 0

Uy (0) = 1y, 5 Upy — 1y fuerte en Hy(Q) N H*(Q)
Vpy(0) = Vo, » Vom =V fuerte en Hg(Q) N H*(Q)
<

), (0) =y, , Uy, —>u fuerteen Hg(Q) (3.3)

Vm(0) = Vi 5 Vi >V fuerte en Hy(Q)
donde
m m
uom:Zanmwj avOm:ZJBDijJ‘ s
J=1 J=1
m m
I"!lm=Z:aljm1"l"j ’ Vlm:zﬁljmwj '
j=1 Jj=1
Por el teorema de Carathéodory, aseguramos la existencia de una solucion local {um , V } del proble-

ma aproximado (3.1) - (3.3) en el intervalo [0, Tm[ . Las siguientes estimativas a priori nos permitira

extender la solucién {u,, v,,} aunintervalo [0, 7y ] independiente de m.



Estimativas a Priori I. Multiplicando (3.1) y (3.2) por g, (t) ¥ A}, (1), respectivamente, sumando
J de 1 hasta m, después sumando miembro a miembro las dos ecuaciones, obtenemos

L @Fs y + P Ol oy + 1 (ln @IF )+ #1 (50F)
# 1 | Oy + 18 Pom O g
= =2[a (f n(®), V), g (D) + B (1) v,y (1)), Vi (0))] (3.4)
~2(p+2) 5[( |V (f)"J+2 [t O 14,y (1), 14}, (1‘))
(e OF 2 O v, % ) |

Denotemos con g, (¢) al segundo miembro de (3.4). Aplicando las desigualdades de Cauchy-

Schwartz, Holder y las inmersiones de Sobolev, para alguna constante C; > 0, obtenemos

#in @ = Cy | O POy + 1o O1 7 i O] 2
+Jun @I POl + 12O P 2
+ @1 Nt O s O] 2

L Pom @ Ol |

(3.5)

En lo que sigue, se emplea el método de estimativas de Tartar. Sea la funcion ¢, (¢) definida

por

o (©): = i 3z 0 * o O gy + 9 (Jen I ) + 2 ()

2 2 3.6)
+ i [ (1 )ILZ(Q) + v ( ’)lﬁ(m
Como mys < M (s), Vs = 0, luego de (3.6), obtenemos
4ty O] 20y SO0 O o Ol < 0 O
(3:4)

[ )] < rwﬁf(t) [V (t)||< If’z(r)

Por (3.5) - (3.7), de (3.4) para alguna constante C, > 0, se obtiene

@, (1) < Co B2 (1). (3.8)
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De (3.8) y de la desigualdad generalizada de Gronwall, existe 7} > 0 y una constante X, >0, que
depende ambas de los datos del problema, tal que

[ 2y * POz gy + et O + O < K1, v € [0, 7], (3.9)
() ()

Estimativa a Priori II. Multiplicamos (3.1) y (3.2) por g),(t) 4; y A} () A;, respectivamente,
sumando j de 1 hasta m, luego sumando miembro a miembro, se obtiene

d
L@l + Il + 7 (it OIF ) 18500 @z

+ M([vm OIF ) |89m OF gy + 72 it O + 72 o |
e = 2[Q(Vf(um (t): Vi (t)): Vv;n (t))
BV (g (1), (1), VYl (1]
==2(p+2) 8| (V|0n O n O 40, Vit ()
V| OF P ®) @), Vop@)]

+2 [ Mr(" U, (;)||2) a(u, (1), up, (D) |Au, (t)lig 5

+ 0| "m(f)"2) Ay (€) 5 v () ]Avm(r)liz(m} | (3.10)

donde M'(s) es la derivada ordinaria de M (s). Denotando con y,, (f) al segundo miembro de
(3.10), y luego aplicando las desigualdades de Cauchy-Schwartz, triangular, las inmersiones de Sobolev
y (3.9), para alguna constante C; > 0, se tiene

2042,
e 4 @)

v (O] + |80, O o )

Q)

w (0 < e DAum OF22 s, )] + |Av,, ©)

2p+2
Q)

+ |Au,, (1)

p+l

+ |8t (Ol 1AV Ol [ ]

+|Av, (05, |Au, (1)

p+2
()

2o 10 @) 3.11)
+Av, O, |8, @, [ @)

Q) 2Q)

+ |t () gy 18 Oz gy [0 O]

+ |81, (O [ O] + 189, O 0 I O

A continuacién, nuevamente emplearemos el método de estimativas de Tartar. Sea la funcion
v, (t) definida por



V@) = fun OF + O + M (e, OF ) 8, ()

+ M (v, OF Ay, g, + 7 Ju, O + 7 v, @O o
Como 0 < m, < M(s), Vs = 0, de(3.12), se obtiene
fu, @] < w2 @) s o @ swil@)
{IAum iy S T VO s (89, Oy < = w0, R
De (3.10), por (3.11) - (3.13), para alguna constante C, > 0, se tiene
v () < Clwe™ () + v ] (3.14)

De (3.14) y por la desigualdad generalizada de Gronwall, existe 7, > 0 y una constante K, > 0, que

dependen ambas de los datos iniciales del problema, tal que

lut O + v, @I +|Au,, (2) + (A, (©)

2 2
VE{Ce! Q) = KZJ Vi e [O= Tg] (3.1%)

Estimativa a Priori II1. Multiplicando (3.1) y (3.2) por g}, (¢) y 4, (), respectivamente, suman-

do j de 1 hasta m, resultan

[ Oy = M (it O ) (2t 1), 25 00) = 7 (1, 0), 5,60
= a(f u, (0), v, () , (1))
= (p +2) 8 ([p O ey O w, 0, 43 ),
2Oy = M(Va ) A9, ), Y50 = 70,0, Vi ()
= BUS @y (1), (00, V3 (0))
= (p+2) 5 (ju, O o OF v, ), 7))

Por desigualdad de Cauchy - Schwartz y simplificando, se obtienen

|H;(I)Lz(n) = M(H”m (I)HZ) A, (I)‘L’(n) +m |M’"(I)‘LZ(Q’
= |o| @, ®), v, )
+(p +2) 8] v, )

()

u, (D u, ()

2@’
‘V; (I)Lz(n) = M(”"’m (f)“z) |Avm(r)lﬁ(n) +m \V”’ (r)hzm)
VB @, 7, )

lu, (O

()

+(p +2) 9] v, (O v, (®)

)
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Por la desigualdad de Hélder, las inmersiones de Sobolev, utilizando (3.9) y (3.15), y tomando

T, = min {7}, 7,}, existe una constante K, > 0 tal que
|u,’;(t)|i,m) + |v,’;(t)[;(m <K,, Vte[0,T,]. (3.16)

Solucién sobre [0 ; To] Con las estimativas (3.9), (3.15) y (3.16) y con argumentos de compacidad
de Lions, se deduce que existe un par de funciones {u ; v} que verifica el problema (1.3) - (1.5) sobre

[0, To] tal que

u,ve L0, T,; H(Q) N H*(Q))
u's v e L0, T HAQ) (3.17)
., ¥ BP0 IO

Procediendo como en Quispe Méndez [9], utilizando el método estandar de la energia, se obtiene la

unicidad de soluciones sobre [0 Y i ]

Solucidn sobre [0 5 Ta [ Determinemos el intervalo maximal [0, TM[ de la solucién del problema

(1.3) - (1.5). Desde que {u, v} es solucion del problema (3) - (5) sobre [0, TO], se obtiene

ditE(t)=O,0£t£'f0, (3.18)

donde

¥ O+ 1 (j0F ) + (b

2
Q)

1 N
E(): 5 WO +
2p+4
LZp-M(Q)

+ 22 |au(t) + v (@)

+ mu()| ., + m; V(@)

p+2
Lp+2(Q) .

2
Q)

+ 25 |u(t) v()

Por (3.17) y (3.18), resulta que E es una funcién continua en [O, 75] También de (3.17), se obtiene

u,veC([0,T]; Hy (@) n H (@) (3.19)
w,v'e CS([O, ) i He (Q))-

Desde que E es continua en [0, TO] y (3.19), se deduce



u,veC'([0,T,]; Hy(Q) N H(Q)) A5
v eC°([0,T]; Hy(Q). |
De (3.20), existen u (7,), v(t,) € Hy(Q) N H*(Q) y u'(T,), v'(T,) € H ().
Por los mismos argumentos para la solucién {u, v} sobre [0, TO], existe 7, > 0 y una Gnica
solucidn {u' 5 vl} del problema (1.3) - (1.5) sobre [0, Tl] con los datos iniciales

u(Zy), v(Ty), w' (1y), vi(Ty).

Definamos las funciones

: u(t), si 0t < T
wit) =3, :
Wt =1) i st + T,
v(1), si 0<¢r <T,
Wiy ={" | °
vilt=T): sl Ly st 2T AT,

-

Entonces {wl : wz} es una tnica solucion del problema (1.3) - (1.5) sobre [0, Iy + TI] con los datos
iniciales u,, v, € Hy(Q) N H*(Q) y u,, v, € Hy(Q).

Ahora consideremos la familia {M" > V"}jef de todas las soluciones del problema (1.3) - (1.5)
sobre [0,7]] con los datos iniciales u,, v, € Hy(Q) " H*(Q) y u,, v, € Hy(Q). Si 1, <T,, la
unicidad de soluciones implica que {'(t), v' (1)} y {#/(£), v/ ()} coincidenen [0, 7;]. Entonces
el intervalo [0, I M[ dado por

[0, 7,[=U[0.7]

iel

es el intervalo maximal de existencia de la solucidn {u s V} del problema (1.3) - (1.5). Esto conclu-

ye la demostracion del Teorema.

4. SINGULARIDAD DE SOLUCIONES

El objetivo de esta seccion es discutir la singularidad en tiempo finito de las soluciones del

problema (1.3) - (1.5) sobre un intervalo maximal [0, Ty [, es decir que una solucién {u, v del

problema (1.3) - (1.5) sobre [0 . TM[ tiene la propiedad
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Ty <=y 11—13% Du (t)ﬁzm) s |V(t)|i’<ﬂ)} T %

Definicion 4.1. La funcion energia E(t) del problema (1.3) - (1.5) sobre [0, TM[ se define

por

ry VO + M (@ )+ M (o)

By % Du’(r)

2 2 2 2p+4
+ mE () p gy + MV Oy + 24|au(®) + YOS
2
+ 25 [u(t) v(;)|f;2(m], 0<t<T,,

donde M (s):= [RUGES

Lema 4.2. Si {u,v} es una solucién del problema (1.3) - (1.5) sobre [0, TM[ , enfonces
E(t)=E0),0<t<T,, - (4.1)

donde E(0) es la energia inicial definida por

2

1 - 23
EO): = 2 Du’b(ﬁ) " |V1E1(m * M(HMOIF) " M(||v0||2)

2
)

2
Q)

2p+4

+ 2A|au, + B g g

+ m’ {uof + m? ]v0|

+ 25|u0 Vv il ]

£ Q)

Demostracién. Multiplicando las ecuaciones (1.3) por #, y v,, respectivamente, integrando sobre

Q, aplicando el teorema de la divergencia y sumando miembro a miembro, obtenemos E'(¢) = 0.
De aqui se obtiene el resultado.

Lema 4.3. Si {u, v} es una solucidn del problema (1.3) - (1.5) sobre [0, TM[, entonces

[ WO ey + P Ofsey | = 3470 + 2EO)

+2(p +1) Aau@) + Bv()

2p+4
LI{)J—!I(Q)

2p+4
LZp+4 (Q)

+ M(u@f ) o - % (ol
+ M(pOF)poF - #(pol), 0se<, . @2

+2(p+1) 5|u(1‘) v(1)




M (Juff ) @l + 2 (e )
< u () ol + (ol )

1
~250) -1 40 - [Zmﬂu(t)'iz(m £ 2m2 v (O

£ 2(p + 3) A|au) + B(®fiays
+2(p +3) 8 |u@) v m)] L 0<t<T,, (4.3)
donde
AW = O g + PO - (4.4)

Demostracion. Derivando (4.4) unay dos veces, obtenemos
A'(t) = 2@u(t), W' (@) + 2(v (1), V(1)) (4.5)
20 =2 WOy + VOl ] - 22 (e OF ) e OF

+ M@ ) O + m b @, +m VOl

2p+4
Llpfd{n)

+2(p+2) Aau () + fv(1)

+2(p+2) Slu@) v(t)

i:*zz(n)}' (4.6)
Por (4.1)y (4.6) resultan, respectivamente,
i (el ) + 1 (Of ) = 260 = [W Oz, + P Olica

¥ mlz |u (t)liz @ T m; lv(t)LZLZ(Q)

+ 2A]ou () + Av (@)

2p+4
L]p-wt(g)

+26 1u () v(@) i:i(m:\

¥

m(Ju@f ) e @f + M (@l ) pof
= [ (O + Oy~ 34O
[ O + MG Wiy
+2(p +2) Ao + AO[E0

+2(p+2) 8 u® V(t)lz:j(m} :
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Sumando estos dos resultados, se obtiene (4.3).

Lema 4.4. Supongamos que se verifican las hipdtesis (H2) - (H3), sea {u, v} una solucion del

problema (1.7) - (1.5) sobre [0, i M[ v uno de los siguientes casos se satisface:

(i) E)<0,
(i) E@Q)=0 y A(0)=0,

(i)  E0)>0 y A'(0) > [2(;/ +1) =24 + l)y:] [A(O) 3 —_-H(‘””E(O)],

1+y

A'(0)

Entonces A'(1) >0, Vt e ]to \ TM[ , donde 1, := max {W, 0} enel caso (i) y t,: =0

en los casos (ii) y (iii).

Demostracion. Sea la funcion J(¢) definida por

J@) :=[4®]", vie|0, T,[.

Derivando (4.7) una y dos veces, obtenemos

JO) =-y[A0O]"" 4@

70 =740 [+ [4 0T - 40) 20

De (4.5) por la desigualdad de Cauchy - Schwarz y la desigualdad triangular, se obtiene

40 <44() [u'(z) s 1v’(r)|iz(m} .

De (4.9) y (4.10), se tiene
J"0 < -r[A0] "V K@),

donde

2
L@’

K@) :=A"() - 4(y +1) [Iu’(t)li;(m + ' (1)

Por (4.2) y (4.3), obtenemos

4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)



K@) =-4Q2y +1) EQ0) + 2[(2;/ +1) M(Hu(r)“z)
- M (Jue@f ) Juoff
+ @7+ DM (o) - #(boff ) pof ]
+4@2y = p =DM O o + PO,

Alau(t) + Bv(t)

o+ Slu) v () ]

2P Q)
+4(p+1- }’)[mﬂu(!) r TV O |- (4.13)
Por las hipotesis (H2) y (H3), de (4.13), resulta
" ] 2 ]
A"(E) — 4y + I)Du Ol + IV O (m] > —4(1+ 2y) E(0). (4.14)

Ahora vamos a considerar tres casos diferentes de acuerdo al’signo de la energia inicial £ (0).
(i)  Si E(0) < 0, por integracion de (4.14), resulta
A'(t)2 A'(0) —4Q2y +1) E(0)¢t, para t20.

Asi tenemos A'(t) > 0, para f > £,, donde

f, : = max { 40 ) O} :
42y +1) E(0)

(i)  Si E(0)=0y A'(0) >0, entonces A"(¢) > 0, para t > (. Integrando resulta A4'(¢) > 0

para t > 0.

i) Si E0)>0y A(0)>nr[A40)+ O donde r, =2y +1) -2,/ +1) 7 .
De (4.5), por la desigualdad triangular, resulta

2

A0 S A + WO + PO, (.15)

De (4.14) y (4.15) se tiene
A -4+ D) A@Q+4(+D) AD+4(1+2y) E0)=0.

Definamos la funcion
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1+ 2y) E0)

b(t) = A(t) +
1+

, para 2= 0.

Entonces b (¢) satisface las condiciones del Lema 2.1. Asi se tiene 4'(¢) > 0, para ¢> 0.

Teorema 4.5 (Singularidad de Soluciones). Supongamos que se verifican las hipétesis (HI) -

(H3). si {u, v} es una solucion del problema (3) - (5) sobre [O,TM[ con datas iniciales

Uy, vy € Hy(Q) m H*(Q)y u,, v, € Hy(Q) satisfaciendo uno de los siguientes casos:
i) E0)<0,

(i)  E@©)=0 y A(0)>0,

(iii) [#©F > E(0) y A4'(0) > rz I:A(O) +(,+2},)5(0)} ;

8A(D) T+y

entonces T,, <o y h’m,_,m A(t) = ©. Ademas el tiempo finito 1, es estimado, en el caso (i),

Ademds, si J (f,) < min {1, \,'rag}, entonces

-b

1 a
< — | — !
L= i+ o n{ _%—J(ro)]

En el caso (ii),

TM_t0+J,(—t°).
J (1)

En el caso (iii)

T, <1, +27 1S [1 =T cJ(:O)]“ﬂ .

B

dqui ¢:= (2" con = P[4 4@ -8B A®)} y b:=852 E(0). Enel

’ (0 3
caso (i), 1,.= max {Wé‘%‘%’@—),o} y t,:=0 en los casos (ii) y (iii).



Demostracion. De (4.11) y (4.14), resulta

T <4y @2y +1) EQ) [A0], vees,, T,[.

Por (4.8) y resultado del Lema 4.4,
J'(®)<0,Vtel, . T,[.
Multiplicando (41) por J'(¢) y luego integrando de £, a ¢, se obtiene
[VOT za+b[JOF7,Veely,, T,[ .

donde
a:=[J )] - 8> EO)[J )"
=7 [4@)] {[4 6] - 8E©) 4,))

b:=8y*E (0).

Observemos que a > 0 siysolosi £(0) < _—[ﬁﬁﬂ ;

(4.16)

(4.17)

Enelcasoque £(0) < 0, por(4.11)y (4.14), se obtiene facilmente la singularidad y la estima-

I )

tiva del tiempo finito 7,, <, — 7y - Para los demds casos, por (4.17) y Lema 2.2, se obtiene los

resultados del Teorema. Esto concluye la demostracion.
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