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UN PROBLEMA BIEN PUESTO EN EL SENTIDO DE
HADAMARD PARA UNA VIGA TERMOELASTICA

José Luyo Sanchez!

RESUMEN.- En este trabajo presentamos un modelo no lineal de una viga
de longitud finita afectada por una fuente de calor, el cual describe los des-
plazamientos longitudinales y transversales, siendo este ultimo fenémeno
afectado de gradientes de temperatura. Demostramos que el sistema es bien
puesto en el sentido de Hadamard para soluciones fuertes.

PALABRAS CLAVE.- Modelo no lineal, Hadamard, soluciones fuertes.

ABSTRACT.- In this work, we present a nonlinear model of a beam of finite
length, which describes the longitudinal and cross - sectional displacements,
being this last phenomenon affected by gradients of temperature.

We demonstrate that the system is well - posed in the sense of Hadamard for
strong solutions.

KEY WORDS.- Nonlinear model, Hadamard, strong solutions.

1. INTRODUCCION

Consideramos un modelo no lineal de viga uniforme prismatica, de longitud finita, que describe
desplazamientos transversales y verticales; estos ultimos vienen afectados de una fuente de calor.
Gradientes de temperatura contribuyen, en cuerpos solidos, a su deformacion; pueden causar cam-
bios en su rigidez, en el caso de la viga, cuando es sometida a las fuerzas externas, pueden también
causar cambios en las frecuencias de sus vibraciones y hasta torsion, motivo por el cual hallamos
importante considerar el estudio de este sistema.

Este modelo, sin presencia de temperatura, fue presentado por Lagnese y Leugering [7] para un
modelo de viga de longitud finita y con efectos disipativos en los extremos de la viga, este también es
conocido como el modelo termoeléstico unidimensional del Von Karman.

En este trabajo mostramos que el modelo no lineal es un problema que posee una tnica solucion
global fuerte y que ademas esta depende continuamente de sus datos iniciales. El punto principal de la
prueba radica en el uso del método de Punto Fijo en conjunci6én con estimativas a priori, estas tltimas
son consecuencia de resultados de la teoria de semigrupos y de problemas elipticos.

2. PRELIMINARES Y NOTACIONES

Sea u =u(x,t) y w=w(x,t), con (x,1) € [0, L] X [0, 00), variables reales que represen-
tan los desplazamientos horizontales y verticales de la viga, ademas con la variable 8 = €(x, ¢) con
(x,£) € [0, L] x [0, ) describiremos la temperatura que actiia sobre los desplazamientos vertica-
les de la viga. En estas condiciones consideremos ¢l sistema termoeléstico que describe el modelo,

ver [7].
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ttyy f[ux +%(wx)2} =0, en (0, L) x (0, ),
X

Wit = Wyxtt + Wxxxx — [Wx (uy + %(Wx)z)L +aby =0, en (0, L) x (0, ),
O = Opx — awyyy =0, en (0, L) x (0, ),

u(0)=u(L) =0, w(0) =w(L) =w,(0) =w, (L) =0, 8(0)=H(L)=0, V>0

u(0)=up, w(0)=up, w0)=wy, w;(0)=wy, 6(0)=06y, en (0, L).

2.1)

La energia total de la viga esta dada por

1 (L 1 1
o=y Jo {|"‘f’2 L R R I lglz} dx + - jOL(ux - E(W,C)z)2 dx.

Definicién. Decimos que {u, w, 8} es una solucién fuerte de (P) si

ue C(0, w3 H*(0, L) n Hy(0, L)) 1 C1(0, 03 H(0, L)) ~ C3(0, w03 I2(0, L)),
we C(0, 03 H2(0, L) N HZ (0, L) " C1(0, 03 H2(0, L)) A €2(0, 003 H) (0, L),
8 C(0,0; HA(0, L) N Hy(0, L)) N C'(0, 05 12(0, L)

y estas funciones satisfacen

Lw, ) + (ux +L0nx)?, 02) =0, Ve Hy(0, 1), W20,
Ly, ) + Wy s W) + (W W) + (0t + 2000, 0) —aByri) =,
: Yy e HZ(0,L), V120, (22)

L0, §)+ (Ox, ) + gy, ) = 0, Vg€ Hy(0, 1), Ve 20,
u(0) =uy, u(0)=up, w(0)=wg, w(0)=w, 6(0)=6, en (0, L).

Donde ( , ) representa el producto interno en LZ 0, L).
Lema 2.1. Sea {u, w, 9} una solucion fuerte de (2.11) entonces se tiene que
E@)<E(0),Vt=0.

Demostracién. Suponiendo la existencia de una solucién fuerte {u, w, 8} y considerando

en(22) p=u;, W =w; y ¢ =6 se tiene que

d Lys 12
EE(:):—jO |6,|" dx, £>0.

de donde obtenemos el resultado.



3. EL PROBLEMA LINEALIZADO

Con el objetivo de obtener solucion del problema (2.11), linealizamos este sistema y obtenemos
las siguientes ecuaciones

Uy —Uge — fx =0, en (0,L) x (0,7)
u() =upy,u, (0) =12, en (0, L), (3.1)

donde f:[(}, L] % [O,T] — R

Wit — Wyxtt + Woex T Oy — 8x =0, en (0, L) x (0,7),
O — Opx — Wyxr =0, en (0, L) x(0,7),
w(0) =wy, w; (0) = wy, 6(0)=6y, en (0, L),

(3.2)

donde g:[0,L] x [0,T] » R

A continuacion demostraremos que estos problemas tienen solucion; para tal efecto la teoria
de semigrupos nos auxiliara en este proposito.

Teorema 3.1 Sean upe H? A H(l) , U E H(]) y fe€ Cl([O, T];H(I) (0, L)), entonces el

problema

Upp — Uxx :fx: en (0: L) X (07 T)’
(P1) s u(0,0) =u(L, =0 en (0, T), (3.3)
u(x,0) =uy(x), u(x, 0) =u(x), en (0, L).

admite una unica solucion u tal que
uwe ([0, T]; H2(0, L)~ H) 0, L nCl ([0, T]; B0, L) N ({0, T]; L2(0, L)) (3.4)

y satisface las condiciones iniciales del problema. Ademds existe una constante C >0,

independiente de u y f, tal que

g2 a0y + IOl +ben L2 bl + oligz gy +17 @l +

T _[(I)HJ?(S)HH(I} ds, para cada t [0, T (3.5)

El segundo problema linealizado, serd estudiado desde el punto de vista variacional, establecemos
entonces el sistema (P2) como

Wyt — Wegtt + Wy + Ox — 85 =0, en (0, L) x (0,7),
B — O — Wiy =0, en (0, L)x(0,7),

w(0)=w(L)=w,(0)=w,(L)=0, 8(0)=6(L)=0, Vi 20
w(0) =wp, wy(0) =w, 8(0) =6y, en (0, L),

(P2) (3.6)



20

Comenzamos definiendo el conjunto

D(B) = {9 e H? nH) [3z€ H? " H), tal que, (By,6y) = (2, §) + (24> ), Vo H(l)} (3.7)
Se prueba entonces que D(B) = H? A Hé. Definimos el operador B como

B:D(B) - H*~ H), B§=z.
Entonces tenemos

(6. 6) = (B, §) + (Bbx, ), Vg & Hy.
En particular si ¢ = B@, podemos encontrar una constante C > 0 tal que
186l 51 < Clélly)

Por otro lado definimos el conjunto D(.4) por

DAy ={we H] [3y e Hy, tal que (Wey, W) = (s ) + U 0), Vi € B2 (3.8)

Lema 3.1. En esta condiciones tenemos que D(A)= H N Hg.

Consideremos ahora el operador .4 definido sobre D(.A ) tal que
A:D(A) - Hy

wk Aw=y.
donde y satisface (3.8). Se tiene entonces que el operador .4 esta bien definido.
Construimos un operador que reuna los ya definidos, consideremos entonces A definido en el

espacio X = Hg X Hé X Lz, con dominio

w
D(A)=1| v |e D(A)x H} x D(B)
A
y definido por
w v w
Alv |=|-Aw+ B0 |,paracada | v |e D(A)
7] Orx + Vi
Note que
0 I 0
A=l-4 0 B
2 2
e el o

oxr  ox?



En X =H g X H(l) x I consideramos el producto interno usual dado por

=
< Sl

= (W, ﬁ") +(wxx= ﬁ"xx) + (V, {3) £ (Vx, ‘T’x) + (@, é),

()
D

2
para cada (w, v, 8), (w, v,8) e Hg X H(l} x 2.
Lema 3.2. El operador A y su dual A* son disipativos en X = Hg X H(l) % I#.

Demostracion. Dado (w, v, 8) € D(A), de la definicion de A se sigue que

w w

2
Alv |,]|v =—“9x” :
2
Por otro lado A* tiene la siguiente estructura

0 -7 0

A*=14 0 -B

g B

a* ort

De donde se puede deducir que dado (w, v, &) € D(A) se tiene

w w
afv|.]v || =-lef-
f g

2

Luego, como A y A* son disipativos, con dominio denso en X, de la teoria de semigrupos se deduce
80, ¥ P ]
que A es generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones.

Teorema 3.2 Dados wy € H3 A Hg, w € H2, 6e H? A H(l), ge Cl([O, T] ; LZ), entonces
el problema (P2), admite una vnica solucion {w, 9}, tal que
w & C([0, T} YA BF T~ ([0, Tl MR 02 e, 71 Hp), (3.9)

6ec(o,7]; H2 n HY) n Cl([0, T]; L2). (3.10)

satisface el sistema

d d

gt"(wt,ln”) +E£(wfxawx) + (wxxs Wxx)_(exa Wx) + (g: Wx)z 0’ VW € Hg
d
(0, 9) + O, 8) + (0, ) = 0, V9 € B

y verifica las condiciones iniciales del problema.
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Demostracion. Con los resultados obtenidos, establecemos un problema de valor inicial asociado
al problema (P2). Sea entonces la funcién ¢ solucion del problema variacional

(B, ¥) + (Zx>vx) = (8, W), Yy e HY, (3.11)

entonces por el Teorema de Lax-Milgram se muestra que g e ¢! ([0, T] : H(I) ).

w w 0
SeaY=|v |, ¥y=|w |y F=|g|, consideremos el sistema
o 6o 0
Y, =AY+ F
Y(0)=1x

donde ¥, € D(A), F e C! (o, 7]; Hg X H(l) x I?). Luego, como A es el generador infinitesimal de

un semigrupo de contracciones, entonces existe una inica solucion

Yec ([0, T]; D) x ([0, T]; HE x H) x I2).

por lo tanto .
P 1 e ]
we C([0,T]; H n Hy) nC ([0, T]; Hy) n C* ([0, T]; Hy)
gec([0,7]; H*r Hy)  cL([0,T]; 1)
de donde se sigue el resultado.

3.1 ANALISIS DE LOS TERMINOS NO LINEALES

Usaremos el teorema de punto de fijjo de Banach para obtener solucion del problema (2.1).
Para ello debemos conocer el comportamiento de los términos no lineales del problema. Consideremos

los espacios Y, ¥,,, ¥y Yp definidos como

Y, =C2(0,T]; H(0, L) n Hy(0, L)) n €' {0, T]; Hy(0, L)) n € (0, T]; L2 (0, L)),
Y, =C(0,T]; H> ~n H2) n ([0, T]; HZ) n C2 ([0, T); Hy).

2 1 1 >~ 72
Yp =C(0,T]; H* n Hy) n C* ([0, T]; I).
Observamos que Y, y Y, , Yp son los espacios solucién de los problemas (3.3) y (3.6) respectivamente.

Teorema 3.3. Sean uclY,,wel,, definimos las funciones f y g como
1 |
f=5(wx)2, g=wx(ux+~2—(wx)2). (3.12)
Entonces
fec(o, 1], H2 (0, Ly nC (0, T]; B, (0, L) nC2 (0, T]; 20, L)):= ¥
s » £In Yy 5 » A1V, P 5 5 . f:
geC(0,T]; Hy) nC([0,T]; 120, )=,
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y estas funciones satisfacen

2
|7y, s Ch,

||g||yg < C(luly, Iwly, + !lelf,w ),

donde C >0 es una constante que depende apenas de constantes de inmersion.

3.2 ESTIMATIVAS DE LAS SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS (P1) Y (P2)

Considerando una estructura mas especifica para las funciones /'y g de los problemas (3.3) y
(3.6) respectivamente, fallaremos estimativas para las soluciones u y w, @ respectivamente. Usaremos
resultados de la teoria de semigrupos para tal objetivo.

Dados # € Y,,weY,, definimos las funciones /'y g como

1.
f =5(wx)2, (3.13)

g = Wiy + 5 (7)), (3.14)

Por el Teorema 3.3, estas funciones satisfacen las hipétesis de los Teoremas 3.1 y 3.2, luego para

estas funciones los problemas (3.3) y (3.6) poseen solucién uel, y (w,0)el, x¥py

respectivamente.

Teorema 3.4. Con las condiciones iniciales del Teorema 3.1 y la funcidn f definida como en

(3.13) y weY,, entonces existe una constante C >0, independiente de uy w, tal que

a2 + el + O] 2 <
C o]z + gt + O3 + O] 2) + Tclmllf,w + TClally, . (3.15)

El siguiente Teorema nos brindard estimativas para el problema (P2)

Teorema 3.5. En las condiciones iniciales del Teorema 3.2 y las funciones fy g definidas

como en (3.13) y (3.14) y con wel,,, ik, entonces existe una constante C >0,

independiente de u, wy 0,tal que

| W||H3mH§ +”Wt||H§ ""”wtt”Hé = ”‘QHHZGH(I; i |l9t“[,2 <

<C(Imlgz ol 2 +[ 4wl +16l2 +1e@l2)+ fie

+7C (lally, | ‘7"”yw P ”ﬁ)“:;’w 2

Demostracién. Del problema (P2), y considerando la funcion real ¢ definidacomoen(3.11)

tenemos

w w 0
w | =Aw |+ g0,

g ), (7 0
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Aplicamos resultados de semigrupos, para obtener

[ el + Il + 160 < Pl g2 + | Awollgy + €0l + C QO] 2 1500

w0y 2) + crdaly, Ialy, + 1, ). A0

Del problema variacional asociado a la ecuacion linealizada (P2). Tenemos

Wxx s W) = (W, @) + (Wypr s W) + (O, Wy) + (8, Wy), Vi € Hg-

De donde podemos deducir, usando resultados de problemas elipticos y las estimativas sobre los

términos no lineales del problema, que existe una constante C > 0, tal que para cada ¢ € [ O,T].
Il iz +elgz + ol + 1002 g + ]
Potliz + 1 Awoly + 13Ol + Ca@lyg2 [ +[5OF ) +
’ (3.18)
v 1c iy, | oy, + 1ol )
Con lo que el resultado queda demostrado.
4. EXISTENCIA DE SOLUCION LOCAL
El objetivo de esta seccidn es mostrar que el sistema (2.1) posee una tnica solucién, por lo

menos definida en un pequefio intervalo de tiempo.
Consideremos los siguientes datos iniciales para el problema (2.1)

uoeHzr‘\Hl,u]eH(l),woeH3ﬁHg,wleHz,QeHzr\H(l)

Sea ¥ =Y, x I}, x Y, definimos el conjunto

i . w(0) wp i

. u(0) )\ (up) | . ~ i
K={|w|e? 7.(0) P w(0)|=|w |, talquelf w|l <R},

0 4 1 60y ) & 4 )y

donde R >1. En estas condiciones K es un conjunto cerrado del espacio de Banach Y, x ¥}, x ¥p.

Dadas las funciones (i, w, 8) € K, definimos / y g como en (3.12). Entonces con estos
datos iniciales proveniente del conjunto K tenemos de los Teoremas 3.4 y 3.5 que existe una constante

C > 0 independiente de u, w y @ tal que,

||“-’(‘)||,5(2nhr(‘J T l,“t(’)"Hé + un @) 2 <

C(luolyg2 +lul g + o) + T . para todo £eo, ], G
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[Wle3 ~m2 +wilgz + vl s + 16002 A iy + 6] <
Ill2 +]Awoll1 +[mwollys +Colly2 w0l s +Iwol 5 + -
+ TC (Jlally, ||1$”Yw + ||ﬁi’f§,w), para todo ¢ € [0, 7.

Sobre el conjunto K, definimos la siguiente aplicacion,

P:K > Y, xY, xYg tal que

i u
wl—|wl,
6 0

donde {u, w, 9} son solucién de (3.3) y (3.6) respectivamente, con /'y g definidos como en (3.12) a

partirde (&, w, 8) € K. La aplicacion P esta bien definida en razon de la unicidad de solucidn de los
problemas linealizados (3.3) y (3.6).

Se tiene que P(K) < K y ademas que es una contraccién sobre K. En efecto,
I) P:K — K. Usando las estimativas (4.1) y (4.2), veremos que para un 7 > 0 suficientemente

pequeiio y adecuado, P (K) < K.
IT) P es una contraccién. Para demostrar esta propiedad de P tomamos un par de elementos de K.
Sean

D = =
@ = &
m
N

Luego mediante P corresponden a estos elementos, respectivamente

U U
wl,|W|lekK,
2] ®
tal que
i) (u Ul (u
Plwl=|w|yP|lW|=|W
] (2] ® ®

Definimos las funciones:

| . Lo -
f =§(Wx)zsg = (i +E(Wx)2)wx:

1 - AT
F =~§(Wx)2, G=(, + E(Wx)z)Wx.
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El objetivo es estimar la diferencia de u con U, de w con Wy de @ con ®

En las estimativas escogemos un 7 > 0, suficientemente pequefio tal que

i U i 0
Plw|-P|W g%w-w
7 ® )l 7 ® )k

Luego P es una contraccion en K.

Por lo tanto existe un 7 suficientemente pequefio de tal forma que aplicando el Teorema de Punto

u
Fijo podemos decir que existe un tnico elemento | w | e K tal que

7]

ueC([0,Tps H? nHY) nC ([0, T HY) n C2 ([0, Ty]; 1),
weC([0,Tp): 3 n B A ([0, s HE) A C2 ([0, To; HY),
oec(o, R H> nH)) N C' ([0, Tp]; 2) *

y satisface la ecuacién

gy —[ux +%(wx)zlc =0, en (0, L)x (0, Tp),

Wit = Wegtt + Weprr — [wx(ux + %(wx)z)lc +aby, =0, en (0, L)x (0, Ty),

B — Oy — Wiy =0, en (0, L) x (0, Tp),

4.1 EXISTENCIA GLOBAL

La existencia de una solucién local del sistema (2.1) nos garantiza la existencia de un intervalo

maximal de solucion |:0, Tenase ) pues el método induce a iterar esta construccion. La existencia
global sera resultado de una estimativa apriori sobre las soluciones en el espacio ¥, x ¥}, x ¥g, pues

tenemos el siguiente resultado; Si {u, w,9} es la solucién maximal del problema (2.1), entonces sélo
una de las dos alternativas siguientes se satisface:

Al)Tmax =400

Ay)Thax <+, y en este caso

lim (@2 g1+ e Ol + la Ol 2 + O3 g2 + POl gz + P @]y +

max

"9“)“1{2 ~H) t 6 (!)”Lz Jesto



Obviamente si 4; es valido entonces {u, w, 0} es una solucién global del problema. En el caso 45,

decimos que la solucién {u, w, 8} explota en tiempo finito.
En el segundo caso,el limite necesariametne explota,en caso contrario es posible hallar un

intervalo mayor de tiempo al intervalo [0, T,,,, ) donde existe solucién del problema (2.1), lo que

contradice el hecho de la maximalidad de T, ,, .

De esta forma, para mostrar la existencia de una solucidn global del problema (2.1) es suficiente
m ostmrque 4, no sucede. Esto serd verificado con el siguiente resultado.

Teorema 4.1. Sea T <T, considerando {u, w, 8} la solucion maximal del sistema (2.1)

max *

sobre el intervalo [O,T], entonces existe una constante M(T) >0, de cardcter exponencial,

tal que para todo 1[0, T].

"u(t)"HZr\H(', + [l (t)"H(', + [l (t)”,gz i3 ”W(f)"mmﬁg 1A "Wg(f)"Hg + [|wy (I)HH(!) +

lel 2 A e 6,0 2 < M(T)

La demostracion del Teorema 4.1 se sigue de los lemas 4.1 y 4.2 que a seguir enunciamos y
demostramos.

Lema 4.1. Con las hipodtesis del Teorema 4.1, existe una constante M (1) >0, tal que

“”! (t)”H[', t ”“tr (3)"1} +[w, (’)”Hg +[|w (f)”Hg +e, (t)"L2 <M(T),vte[0,T].
Demostracion. De la definicion de solucion fuerte del problema (2.1) tenemos

(e 9) + Gty + 20e)?, ) =0, Ve Hy,
2 2
(Wyg s W) + Wy s W) + (W s W) + (W (s + "%(Wx) »¥x)— (O, ¥x)=0,Vy e Hy,

1
(0, @)+ (6xs 0x) + (Wi, @) =0, Vo e Hy.

Derivando las ecuaciones con respecto a £ y después tomando ¢ = u,,, w =w, ¥y ¢ =6, ysumando
las ecuaciones tenemos

1d 1d
o | + 5;}‘{"%"2+ ll” + el + ||‘9r"2} el + (4.3)

1 2 _
+(ux! T Wy Wy Uy + wxtht) * (ux it E(Wx) > wrlxth) =0.

de donde obtenemos, ver [8]

1d 1d
L P+ 2l + ol + el + 16} = el

1 d 2 1 d 1 2 ) 3 3
+ 5}; ”uxr * wxth" ¢ EE (uy + E(Wx) » (Wy)™) = _2-(“:(! + WeWy, (Wy)7) = 0.

27
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Integrandode O a ¢+ < T,

1
= el + ol + e + o

1 . 1 1 t
+5”uxt T WeWy “2|0 T E(Hx +5(wx)2 » (wxl )2)’0 (44)

t
+
0

<2J‘!(u +wow,,, (wy)?) d
=7 ) W xWxt s Wy S

Luego usando los resultados de [8] obtenemos que

el + ““r“ir,g + ”Wtr",zqg * "Wr”i;g + [0z < M),

donde M (T) es una constante que depende esencialmente de e’, conlo que queda desmostrado el
Lema.

Lema 4.2. Con las hipdtesis del Teorema 4.1, existe una constante M(T) >0, tal que

2y, + IOl + 10O <MD, Ve € 0.

Demostracion. De la ecuacidn inicial, para las oscilaciones longitudinales, tenemos
5
etz y < M)+ CE(0). (4.5)

Por otro lado, para la variable w, de la ecuacion inicial, tenemos
1
(wxx sl)‘yxx) = (_wﬂ 3 W) + (ﬁthi H lr'y_x) + (7Wx(ux =+ E(Wx)z), Wx) 2= (gx’ W_x)! v‘/’ € H02 .

Entonces de la definicion de g, tenemos
Wl 1z < wall gy + llell 2

es decir

”'!/V”HJrn‘{éa = C(“Wfr "Hcln i "BHHH(; % ”g'"H(',)

Il <l + [ e+ 5000

L?.

Usando los resultados de productos de espacios de Sobolev tenemos

1
u, + -Z—(WI)Z

W, (uy + %(wxf) <Clwill, 5 CE(0)® E(0):.

LZ



Por lo tanto se tiene que

Wl Az < M(T) + CE(0) (4.6)

Luego de (4.5) y (4.1) en conjuncién con estimativas sobre la funcién g y el operador B se sigue el
resultado enunciado.

5. UNICIDAD Y DEPEDENCIA CONTINUA DE LAS SOLUCIONES

[1]
2]
[3]
[4]

(3]

(7]
8]
(9]
[10]

[11]
[12]
[13]

(14]

[15]
[16]

[17]

Esta se sigue directamente del método de la energia, para tal ver [8].
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