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UN PROBLEMA BIEN PUESTO EN EL SENTIDO DE
HADAMARD PARA UNA VIGA TERMOELÁSTICA

José Luyo Sánchez!

RESUMEN.- En este trabajo presentamos un modelo no lineal de una viga
de longitud finita afectada por unafuente de calor, el cual describe los des-
plazamientos longitudinales y transversales, siendo este último fenómeno
afectado de gradientes de temperatura. Demostramos que el sistema es bien
puesto en el sentido de Hadamard para soluciones fuertes.

PALABRAS CLAVE.- Modelo no lineal, Hadamard, soluciones fuertes.

ABSTRACT.- In this work, wepresent a nonlinear model of a beam of finite
length, which describes the longitudinal and cross - sectional displacements,
being this last phenomenon affected by gradients oftemperature.
Wedemonstrate that the system is well- posed in the sensé of Hadamardfor
strong solutions.

KEY WORDS.- Nonlinear model, Hadamard, strong solutions.

1. INTRODUCCIÓN

Consideramos un modelo no lineal de viga uniforme prismática, de longitud finita, que describe
desplazamientos transversales y verticales; estos últimos vienen afectados de una fuente de calor.
Gradientes de temperatura contribuyen, en cuerpos sólidos, a su deformación; pueden causar cam-
bios en su rigidez, en el caso de la viga, cuando es sometida a las fuerzas externas, pueden también
causar cambios en las frecuencias de sus vibraciones y hasta torsión, motivo por el cual hallamos
importante considerar el estudio de este sistema.

Este modelo, sin presencia de temperatura, fue presentado por Lagnese y Leugering [7] para un
modelo de viga de longitud finita y con efectos disipativos en los extremos de la viga, este también es
conocido como el modelo termoelástico unidimensional del Von Kárman.

En este trabajo mostramos que el modelo no lineal es un problema que posee una única solución
global fuerte y que además esta depende continuamente de sus datos iniciales. El punto principal de la
prueba radica en el uso del método de Punto Fijo en conjunción con estimativas a priori, estas últimas
son consecuencia de resultados de la teoria de semi grupos y de problemas elípticos.

2. PRELIMINARES Y NOTACIONES

Sea u=u(x,t) y w=w(x,t), con (x,t)E[O,L] x [O,oo),variables reales que represen-

tan los desplazamientos horizontales y verticales de la viga, además con la variable f) = f) (x, t) con

(x, t) E [O, L] x [O, 00) describiremos la temperatura que actúa sobre los desp lazamientos vertica-

les de la viga. En estas condiciones consideremos el sistema termoelástico que describe el modelo,
ver [7].
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Utt - [Ux + t(wx )21 = 0, en (O, L) x (O, (0),

w« -Wxxtt +Wxxxx -[wx(ux +t(wx)2)1 +aexx =0, en (O,L)x(O,oo),

et - exx - aWxxt = 0, en (O, L) x (O, (0),

u(O) = u(L) = o, w(O) = w(L) = Wx(O) = wx(L) = o, eco) = e(L) = 0, 'ílt ¿ °
u(O) = uo, Ut(O) = u} , w(O) = wo, Wt(O) = WI, eco) = eo, en (O, L).

(2.1)

La energía total de la viga está dada por

E(t) =1f~{/Ut/
2 + /Wt/

2 + /Wxt/2 + /Wxx/
2 + le 1

2
} dx +1f~(Ux + l(Wx )2)2 dx.

Definición. Decimos que {u, w, e} es una solución fuerte de (P) si

U E C(O, 00; H2(O, L) (l H6(0, L» r, CI(O, co; H6(O, L» (\ C2(0, 00; L2(0, L»,

WE C(O, co ; H3(0, L) (\ H5(0, L) (l cI(O, oo ; H5(0, L» (\ {:'2(0, 00; H~(O, L»,

e E C(O, oo ; H2(0, L) (\ H6(0, L» (l cI(O, 00; L2(0, L»

y estas funciones satisfacen

d 1 2 }dt (Ut, cp) + (ux + "2(wx) ,CPx) = 0, 'ílcp E Ho(O, L), 'ílt ¿ 0,

d d 1 2dt (Wt' '11) + dt (wxt' lfx) + (wxx' lfxx) + (wxCux + "2 (wx) ), lfx) -acexlfx) = 0,

2'íllf E Ha (O, L), 'íI( ¿ 0, (2.2)

d 1d/et' rp) + (ex, rpx) + a(wxt, rpx) = 0, 'ílrp E Ha(O, L), 'ílt ¿ 0,

u(O) = uo, Ut(O) = uI, w(O) = wo, Wt(O) = WI, eco) = eO, en (O, L).

Donde ( , ) representa el producto interno en L2 (O, L).

Lema 2.1. Sea {u, w, e} una solución fuerte de (2.11) entonces se tiene que

E(t) $; E(O), vt ¿ O.

Demostración. Suponiendo la existencia de una solución fuerte {u, w, e} y considerando

en (2.2) cP= Ut, '11 = Wt y rp= e se tiene que

de donde obtenemos el resultado.
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3. EL PROBLEMA LINEALIZADO

Con el objetivo de obtener solución del problema (2.11), Iinealizamos este sistema y obtenemos
las siguientes ecuaciones

{
Utt - Uxx - fx = 0,

u(O) = uD, Ut(O) = uI, en

en (O, L) x (O, T)

(O, L), (3.1)

donde I:[O,L] x [O,T] -+ lR

{

Wtt - Wxxtt + wxxxx + ': - s, = 0, en (O, L) x (O, T),
et - ()xx - Wxxt - 0, en (O, L) x (O, T),

w(O) = wo' Wt (O) = w¡, ecO) = eO, en (O, L),
(3.2)

dondeg:[O,L]x[O,T] -+lR

A continuación demostraremos que estos problemas tienen solución; para tal efecto la teoría
de semigrupos nos auxiliará en este propósito.

Teorema 3.1 Sean Uo E H2 n Hó ' UI E HÓ Y lE cl([o, T); HÓ (O, L»), entonces el

problema

{

Utt - Uxx = Ix, en (O, L) x (O, T),

(Pl) u(O,t)=u(L,t)=O en (O,T),
u(x, O) = uo(x), Ut(X, O) = Ul(X), en (O, L).

(3.3)

admite una única solución u tal que

U E e2 ([O, T]; H2(0, L) n HÓ (O, L» n el ([O, T]; HÓ(O, L» n cerO, T]; L2(0, L» (3.4)

y satisface las condiciones iniciales del problema. Además existe una constante e> 0,
independiente de u y f, tal que

Ilu(t)IIH2 nHÓ + Ilut(t)IIHÓ + IIUtt(t)IIL2 ~ IIUIIIHÓ + lIuollH2 nHó + IIf(0)IIH6 +

+ f~lIft(s)IIH6 ds, para cada t E [O, T] (3.5)

El segundo problema linealizado, será estudiado desde el punto de vista variacional, establecemos
entonces el sistema (P2) como

(P.2)

Wtt - Wxxtt + wxxxx + exx - gx = 0, en (O, L) x (O, T),

et - exx - Wxxt = 0, en (O, L) x (O, T),

w(O) = w(L) = wx(O) = wx(L) = 0, ecO) = e(L) = 0, vt > °
w(O) = wo, Wt(O) = w¡, eco) = eO, en (O, L),

(3.6)
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Comenzamos definiendo el conjunto

D (8) = {e E H2 () H Ó /3z E H2 r, H Ó' tal que, (ex, tPx) = (z , tP)+ (z x , tPx), 'í/ tPE H6}. (3.7)

Se prueba entonces que D(8) = H2 () HÓ. Definimos el operador 8 como

8: D(8) -? H2 n HÓ ' Be = z.

Entonces tenemos

En particular si tP= Be, podemos encontrar una constante e > o tal que

Por otro lado definimos el conjunto D(A) por

D(A)={WEH5/3YEH6, tal que (wxx,lf/xx)=(yx,lf/x)+{y,If/), 'í/lf/EHg} (3.8)

Lema 3.1. En esta condiciones tenemos que D(A) = H3 n H5.

Consideremos ahora el operador A definido sobre D(A ) tal que

A:D(A) ~ H6

wH Aw=y.
donde y satisface (3.8). Se tiene entonces que el operador A está bien definido.

Construimos un operador que reuna los ya definidos, consideremos entonces A definido en el

espacio X = H5 x H6 x L2, con dominio

y definido por

A[ ~] = [-AW: Be], para cada [~] E D(A)
e exx + "xx e

Note que
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En X = H~ x H~ x L2 consideramos el producto interno usual dado por

para cada (w, v, e), (w, v, 8) E H~ x H~ x L2.

Lema 3.2. El operador A y su dual A * son disipativos en X = H~ x H~ x L2

Demostración. Dado (w, v, e) E D(A), de la definición de A se sigue que

Por otro lado A * tiene la siguiente estructura

-1
O

De donde se puede deducir que dado (w, v, e) E D(A) se tiene

Luego, como A y A* son disipativos, con dominio denso en X, de la teoría de semigrupos se deduce
que A es generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones.

Teorema 3.2 Dados Wo E H3 n H~ , WJ. E H~ , e E H2 n H~, g E el ([o, T] ; L2), entonces

el problema (P2), admite una única solución {w, e}, tal que

[ ] 3 2 1 [ ]. 2 2 [ ]. 1WEC( O,T;H nHo)nC (O,T ,Ho)nC (O,T ,Ho)'

[ ] 2 1 1 [ l. 2eEC( O,T ;H nHo)nC (O,T ,L).

(3.9)

(3.10)

satisface el sistema

y verifica las condiciones iniciales del problema.
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Demostración. Con los resultados obtenidos, establecemos un problema de valor inicial asociado
al problema (P2). Sea entonces la función g solución del problema variacional

(3.11)

entonces por el Teorema de Lax-Milgram se muestra que g E cl([o, T]: H6)'

Sea y" (J YO " [;n y F = [n consideremos el sistema

{
ií = AY + F
Y(O) = YO

donde YQE D(A), F E cl ([O, T]; H5 x HÓ x L2). Luego, como A es el generador infinitesimal de

un semigrupo de contracciones, entonces existe una única solución

Y E C([o, T]; D(A» x el ([o, T]; H5 x HÓ x L2).

por lo tanto

W E cr]o, T]; H3 n H5) n cl([o, T]; Ht) r, c2 ([O, T]; H6)

e E C ([o, T]; H2 n H6) n el ([o, T]; L2)

de donde se sigue el resultado.

3.1 ANÁLISIS DE LOS TÉRMINOS NO LINEALES

Usaremos el teorema de punto de fijo de Banach para obtener solución del problema (2.1).
Para ello debemos conocer el comportamiento de los términos no lineales del problema. Consideremos

los espacios Yu' Yw' Y Ye definidos como

2 [ ]. 2 1 1 [ ]. 1 [o.v] 2 (Yu =C (O,T ,H (O,L)nHO(O,L»)nC (O,T ,HoCO,L»nC( O,T ,L O,L»,

Yw = C([ 0, T]; H3 n Ht) n cl ([O,T]; Ht) n e2 ([O, T]; H6)'

[ ] . 2 l l [ ]. 2Ye=C(O,T ,H nHo)ne (O,T ,L).

Observamos que Yu Y Yw' Ye son los espacios solución de los problemas (3.3) y (3.6) respectivamente.

Teorema 3.3. Sean u E Yw' W E Yw' definimos las funciones f y g como

(3.12)

Entonces

fE C([ 0, r],H~ (O, L) n el ([0, r] ; H6 (O, L)) n C2 ([0, r], L2 (O, L)): = Y¡,

g E C([O, r]; H6) n C([O, r]; ¡}(O, L)): = Yg
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y estas funciones satisfacen

donde C > O es una constante que depende apenas de constantes de inmersión.

3.2 ESTIMATIVAS DE LAS SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS (Pl) Y (P2)

Considerando una estructura más específica para las funcionesfy g de los problemas (3.3) y
(3.6) respectivamente, fallaremos estimativas para las soluciones u y w, e respectivamente. Usaremos
resultados de la teoría de semigrupos para tal objetivo.

Dados Ü E Yu' W E Yw' definimos las funcionesfy g como

(3.13 )

_ (_ 1 (_ )2)g = Wx Ux + - Wx .
2 (3.14)

Por el Teorema 3.3, estas funciones satisfacen las hipótesis de los Teoremas 3.1 y 3.2, luego para

estas funciones los problemas (3.3) y (3.6) poseen solución u E Yu y (w, B) E Yw x YO

respectivamente.

Teorema 3.4. Con las condiciones iniciales del Teorema 3.1 y la función f definida como en

(3.13) y W E Yw entonces existe una constante C> O, independiente de u y w, tal que

lIu (t)IIH2 + IIUt (t)IIHI + Iluu(t)IIL2 s

CClluollH2 + IluIIIHI + Ilw(O)IIH3 + Ilü(O)IIL2) + TCllwll;w + TCllüllyu . (3.15) _

El siguiente Teorema nos brindará estimativas para el problema (P2)

Teorema 3.5. En las condiciones iniciales del Teorema 3.2 y las funciones f y g definidas

como en (3.13) y (3.14) Y con W E Yw' Ü E Yu entonces existe una constante C > O,

independiente de u, w y (), tal que

11 wllH3 nH6 + IIwtllH5 + IlwttllHÓ + 11()IIH2nHÓ + II()tIIL2 s
sC(IIWJIIH$ +llwollL2 + IIAwollH6 + II()o11L2+ Ilg(O)IIL2) +

+ TC (1lüllyw 11 wllyw + IlwIIL)·
(3.16)

Demostración. Del problema (P2), y considerando la función real g definida como en (3.11)

tenemos
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Aplicamos resultados de semigrupos, para obtener

11Wt/lH2 + IIWttllH1 + Iletll s IIWJIIH2 + 11 AwollHÓ + IleollHÓ + C(llü(O)tIIH2 11w(O)IIH3

+11w(O)IIL2) + CT Cllüllyu Ilwllyw + Ilwll~w)' (3.17)

Del problema variacional asociado a la ecuación linealizada (P2). Tenemos

De donde podemos deducir, usando resultados de problemas elípticos y las estimativas sobre los

términos no lineales del problema, que existe una constante C > 0, tal que para cada t e [ O,T].

11wllH3 nH$ + I/Wtl/H$ + I/Wttl/HÓ + IIellH2 nHÓ + I/etl/ s

/1 WJIIH$ + /1 Awo/lHÓ + IIw(O)IIH3 + C(lIü(O)IIH2 IIw(0)IIH3 + IIw(O)II~3) +

+ TC (1lüllyw 1/ w/lyw + Ilwl()
(3.18)

Con lo que el resultado queda demostrado.

4. EXISTENCIA DE SOLUCIÓN LOCAL

El objetivo de esta sección es mostrar que el sistema (2.1) posee una única solución, por lo
menos definida en un pequeño intervalo de tiempo.

Consideremos los siguientes datos iniciales para el problema (2.1)

2 ¡ 1 32 2 21Uo E H nHo' U¡ E HO ' Wo E H nHO ' WJ E HO ' f) E H (\ HO

Sea Y = Yu x Yw x Ye, definimos el conjunto

donde R ¿ 1. En estas condiciones K es un conjunto cerrado del espacio de Banach Yu x Yw x Ye.

Dadas las funciones (ü, w, e) E K, definimos f y g como en (3.12). Entonces con estos

datos iniciales proveniente del conjunto K tenemos de los Teoremas 3.4 y 3.5 que existe una constante

C > ° independiente de u, w y e tal que,

11u(t)IIH2 nHó + Ilut(t)/lHÓ + /lUtt(t)IIL2 s

CClluo/lH2 +IIU¡IIH1 +lIwoIlH3)+TCllwll~, para todo tE[O,T],o w

(4.1 )

y
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11wIIH3 nHJ + IIWtllHt + IIWttllHÓ + IIellH2 nHÓ + Iletll s
11wI11H2 +11 AwollHI + 11WollH3 + C(lluollHzII WollH3 + 11woll~3) +

+ Tc(llüllyull wllyw + Ilwll~),para todo t E [O, T].
(4.20)

Sobre el conjunto K, definimos la siguiente aplicación,

P: K ~ Yu x Yu x Ye tal que

donde {u, w, e} son solución de (3.3) y (3.6) respectivamente, confy g definidos como en (3.12) a

partir de (ií, w, e) E K. La aplicación P está bien definida en razón de la unicidad de solución de los
problemas linealizados (3.3) y (3.6).

Se tiene que P(IK) e IK y además que es una contracción sobre lK. En efecto,

1) P: IK ~ IK. Usando las estimativas (4.1) y (4.2), veremos que para un T> ° suficientemente

pequeño y adecuado, P(IK) e IK.
11) P es una contracción. Para demostrar esta propiedad de P tomamos un par de elementos de lK.
Sean

Luego mediante P corresponden a estos elementos, respectivamente

tal que

Definimos las funciones:

f 1(_)2 (- 1(_ )2)-= - Wx ,g = Ux + - Wx wx'2 2
1-2 - 1-2-F = - (Wx ) ,G = (Ux + - (Wx ) )Wx .2 2
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El objetivo es estimar la diferencia de u con U, de w con Wy de e con e

En las estimativas escogemos un T > O, suficientemente pequeño tal que

Luego P es una contracción en ]K.

Por lo tanto existe un Ta suficientemente pequeño de tal forma que aplicando el Teorema de Punto

Fijo podemos decir que existe un único elemento [; } E]K tal que

[ ]. 2 1 1 [ ] 1 2 [ ] 2u E e e O,TO ,H () Ha) ne e 0, Ta ;Ha ) () e e O,Ta ; L ),

[ ]. 3 2 1 [ ] 2 2 [ ] 1w E e e O,Ta ,H n Ha) () e e 0, Ta ;Ha) () e e O,Ta ; Ha)'

e E ee[o, Ta];H2 n HÓ) n el ([o, To]; L2) •

y satisface la ecuación

Utt - [ux + t(Wx)21 =0, en (O, L) x (O, To),

Wtt - Wxxtt + wxxxx - [wx(ux + t(Wx)2)1 + aexx = O, en (O, L) x (O, Ta),

et - exx - aWxxt = O, en (O, L) x (O, Ta),

4.1 EXISTENCIA GLOBAL

La existencia de una solución local del sistema (2.1) nos garantiza la existencia de un intervalo

maximal de solución [O, Tmax), pues el método induce a iterar esta construcción. La existencia

global será resultado de una estimativa apriori sobre las soluciones en el espacio Yu x Yw x YO, pues

tenemos el siguiente resultado; Si {u, w, e} es la solución maximal del problema (2.1), entonces sólo

una de las dos alternativas siguientes se satisface:

Al) Tmax = + 00

A2 ) Tmax < + 00, y en este caso
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Obviamente si Al es válido entonces {u, w, e} es una solución global del problema. En el caso A2,

decimos que la solución {u, w, e} explota en tiempo finito.
En el segundo caso,el límite necesariametne explota,en caso contrario es posible hallar un

intervalo mayor de tiempo al intervalo [O, Tmax) donde existe solución del problema (2.1), lo que

contradice el hecho de la maximalidad de Tmax'

De esta forma, para mostrar la existencia de una solución global del problema (2.1) es suficiente
m ostrarqueA2 no sucede. Esto será verificado con el siguiente resultado.

Teorema 4.1. Sea T < Tmax' considerando {u, w, e} la solución maximal del sistema (2.1)

sobre el intervalo [O,T], entonces existe una constante M(T) > 0, de carácter exponencial,

tal que para todo t E [O, T].

lIu(t)IIH2 nH6 + lIu, (t)IIH6 + Ilu" (t) 11L2 + Ilw(t)IIH2 nHg + IIw, (t)"H5 + "wlI (t)IIHb +

Ile(t)IIH2 nH6 + IIB,(t)"L2 :=; M(T)

La demostración del Teorema 4.1 se sigue de los lemas 4.+1y 4.2 que a seguir enunciamos y
demostramos.

Lema 4.1. Con las hipótesis del Teorema 4.1, existe una constante M(T) >0, tal que

Demostración. De la definición de solución fuerte del problema (2.1) tenemos

1 2· 1(Utt' rjJ) + (ux + "2(wx) ,rjJx) =0, VrjJ E HO'

122
(Wtt, If) + (wxtt, Ifx) + (wxx' Ifxx) + (wx (ux + "2(Wx) ), Ifx) - (ex, Ifx) = 0, V If EHa '

1
(e, CfJ)+ (ex, CfJx) + (Wtx , CfJx) = 0, v CfJE Ho .

Derivando las ecuaciones con respecto a t y después tomando rjJ = Ulf , If = WII Y tp = e, y sumando
las ecuaciones tenemos

de donde obtenemos, ver [8]
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Integrando de O a t s T,

(4.4)

Luego usando los resultados de [8] obtenemos que

donde M (T) es una constante que depende esencialmente de eT, con lo que queda desmostrado el
Lema.

Lema 4.2. Con las hipótesis del Teorema 4.1, existe una consta~te M(T) > O, tal que

Demostración. De la ecuación inicial, para las oscilaciones longitudinales, tenemos

lIull22 1 sM(T) + CE(O).
H nHo

(4.5)

Por otro lado, para la variable w, de la ecuación inicial, tenemos

Entonces de la definición de g, tenemos

es decir

IIwllH3 nHJ S C (1IwtlIIH~+ IIBeIIH~ + IlgIIHÓ)

IIwllH3nHJ S IlwullHÓ + IIWx (ux + ±(Wx)2)t.
Usando los resultados de productos de espacios de Sobolev tenemos
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Por lo tanto se tiene que

(4.6)

Luego de (4.5) Y(4.1) en conjunción con estimativas sobre la función g y el operador B se sigue el
resultado enunciado.

5. UNICIDAD Y DEPEDENCIA CONTINUA DE LAS SOLUCIONES

Esta se sigue directamente del método de la energía, para tal ver [8].
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