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Resumen

En este trabajo se enuncia y demuestran dos Lemas importantes de Nakao. Estos
Lemas nos permitirdn obtener la tasa de decaimiento de la solucion de algunas ecua-
ciones en derwadas parciales. En particular, probamos el decaimiento exponencial de
la solucion global de una ecuacion de onda.
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1. Introducciéon

En el drea de las Ecuaciones Diferenciales Parciales se abordan los siguientes aspectos:
existencia y unicidad de solucién, dependencia continua de los datos iniciales y el compor-
tamiento asintético de soluciones globales. Para abordar el estudio de este tultimo tema,
debemos comentar que existen algunos métodos, dependiendo de la naturaleza del proble-
ma, como por ejemplo, el método de la energia, con la construccién de funcionales y el uso
de técnicas multiplicativas, citamos por ejemplo [10]. Tenemos también la Teoria de Semi-
grupos, via el operador resolvente ( ver por ejemplo [11], [12] ) y los métodos de Komornik
[5] y Nakao [6]. Debemos también mencionar a La Invarianza de La Salle, que nos garantiza
el decaimiento de la solucién sin proporcionar la tasa especifica con que decae.

En este articulo, probamos el decaimiento exponencial de la solucién de una ecuacién de
onda; damos otros ejemplos de aplicacién y demostramos dos Lemas importantes de Nakao

El desarrollo des como sigue: En la seccién 2 hacemos un estudio de dos Lemas de Nakao, en
la seccién 3 damos una aplicacién del Lema de Diferencias de Nakao a la ecuacién de onda y
finalmente en la seccién 4 enunciamos otros problemas, en cuyos desarrollos se usan el Lema
de Nakao (como en la seccién 2) y adecuadas desigualdades de interpolacién en espacios de
Sobolev (ver por ejemplo (1] o [3]).
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2. Lemas de Nakao

Lema 2.1 (Lema de diferencias de Nakao) Sea ¢ : R™ — IR" una funcidn acotada
con ¢(0) > 0 y supongamos que eziste M > 0 tal que

SuPsefri+1P(s) < M{p(t) —p(t+1)}, Vi1 (2.1)

Entonces existen A > 0 y M; > 0 tal que ¢(t) < Mie=4, Vt > 1.
Esto quiere decir que ¢(t) decae exponencialmente a cero cuando t — +oo.

Observacién 2.1 M > 1.
En efecto, de (2.1) y tomando s =t tenemos que ¢(t) < M{p(t) — d(t + 1)}, Vt > 1. Asi

Mo(t+1) < (M —1)¢(t),Vt > 1 (2.2)
Entonces 0 < (M — 1)¢(t) y esto implica que ¢(t) >0,Vt>1y M > 1.

Prueba.- De (2.2) tenemos que ¢(t + 1) < #=1¢(t). Defipa a := =L luego0<a <1y
d(t+1) < ag(t), V¢ > 1.

Sit > 1entonces existen € IN tal quet € [n,n+1],luego 0 < t—n < 1,ie. 1 <t—(n—-1) < 2.
Esto nos permite obtener lo siguiente

o) <ap(t—1)<a?p(t—2)< .. <o plt—(n—1)) < ... (2.3)

t

Como a € (0,1) entonces o™ < o'~! para ¢t € [n,n + 1], entonces en la desigualdad (2.3)

tenemos

ot) < o™ lg(t—(n—1)) = o= (n—1))

o
19— (n—1)) ¢t —(n—1))
< t 1¢( et t
= o . a?
su S
< O:’t ps€[1,22] gb( ) 5 cat Lt Cetloga gt CG_At,
8]
| S
0<e=

donde A :=—loga>0. O

Lema 2.2 Sea ¢ : Rt — IR una funcidn acotada con ¢(0) > 0 supongamos que eziste
M >0 ya>0 tal que

sup [¢(s)]* < M{(t) - o(t + 1)} + f(2), V£ 20, (2.4)

s€[t,t+1]

donde f es continua, f(t) > 0 y limy_ye 0 f(t) = 0 con 6 > 1. Entonces eziste My > 0
tal que

o(t) < sup o(s) < M, t'é, Vit grande.
se(t,t+1]

Esto quiere decir que ¢(t) decae polinomialmente a cero cuando t — +00.
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Prueba.- En (24),sia=0y f =0, estamos en el caso del Lema 2.1.
De la desigualdad (2.4) se tiene

[p(s)]°F < M{(t) — ¢t + 1)} + f(2), Vs € [t,1 + 1]. (2.5)
Como ¢(s) > 0, Vs € IR" entonces
sup [¢(s)]°*" = sup ¢(s)]"". (2.6)
s€[t,t+1] sE[t,t+1]

Nos interesa saber qué sucede cuando ¢ es lo suficientemente grande.

Dado € > 0, existe M, > 0 tal que, para todo t >> M,, vale: 0 < t"f(f) < € con
8> %>0.
ie.

1
Dado e >0, IM, >0 tal que, 0 < f(t) <et™*?, Vt>> M —oconf>=>0 (2.7
«

Observe que de (2.7) tenemos f(t) — 0 cuando t — 4o0.
La prueba del Lema lo haremos en dos etapas.

I) ¢(t) < cst™=, t >> M; grande.
II) Usando I) tenemos que si s € [t,t41], V¢ > M; entonces ¢(s) < c3s~a. Tomando supremo
a ¢ tenemos
sup ¢(s) <e3 sup 5% 0% c;,t“ﬁ , Vit >> M,

sE(t,t+1] s€(t,t+1]
pues s~a es decreciente.
Ahora nos resta probar la primera etapa.
Para eso se define ¢,(t) := vt™% donde v > 0. Luego ¢ (t) = —fvt~?"1 < 0. Asi ¢, es
decreciente.
Definimos también w(t) := &(t) + ¢,(t).
Usando (2.5) tenemos para t > 0:

sup |w(s)|'t* = 51"u’t‘9se[xe,t+1]|¢’(3)“'@‘-”0(3)|1+L‘t
sEft,t+1]

2 supyeqeen (6(5) T + 057

2 M{(t) — $(t + 1)} + f(2) + ()}
27 M (8, () — ¢,(t + 1))

2 M (w(t) — w(t + 1)) + I(t), (2.8)
donde I(t) := 2 {—M¢,(t) + Mo, (t + 1) + ¢, (t)' 1 + f(t)}.

Afirmacién I(t) < 0, V¢ suficientemente grande.

Se tiene facilmente que

IA A

t+1)9+f(t—f—l)et_g(H_Q)+%(1+t)9f(t)}.

It) = vMZ”“(t—l—l)'g{l—(—t— v 77
(2.9)
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Por otro lado se sabe que
1., 1.,
3T, € IN tal que (1—&—;) -1> 581& , Vi > T1. (2.10)

De (2.10) y la hipétesis de f(t) se tiene para t > T que

1

—_: (2.11)

I(t) < Constante (t + 1)7%7( =
vMe

g o™
_ o < By t 1 Bt-6(1+a)+1
5+ 3 (t+1) +

Desde que 6 > = se tiene que lim,_, 4 (¢t + 1)*t707%2%1 = 0. En efecto, (22)%¢1-0¢ — 1,0 =
0 cuando ¢t — +o00, pues 1 — fax < 0.

Por lo tanto, podemos escoger v tan grande de modo que: ﬁ < g y escogiendo T(T > T3)
lo suficientemente grande, tenemos que I(t) < 0 parat > T.

En consecuencia (2.8) queda reducido a

Ses[tutliu [w(s)]'+* < 2" M (w(t) — w(t + 1)). (2.12)

Pasamos a definir y(t) := w(t)™® y de (2.12) se tiene que

1 g
) = ) ]0%{Bw(t—k1)+(1—9)w(t)}‘°‘d9.

= a fo 1 {Ow(t+ 1)+ (1 — 0)w(t)} " [w(t) — w(t + 1)]d6.

A%

1
a2 7M™ sup w(s)'t*. / [fw(t+ 1) + (1 — Ow(t)]>'db.
sE[t,t+1] 0 ™ o d
9(0):=

(2.13)

La funcién g asi definida satisface

9(0) = w(t)
g(l) = w(t+1)

y g(0) recorre el segmento w(t) w(t + 1) de w(t) a w(¢t + 1) cuando @ va de 0 a 1. Sabemos
que ¢'(f) = w(t + 1) — w(t). Desde que ¢,(t) es decreciente y ¢(t) > ¢(¢t + 1) para ¢ grande,
tenemos que ¢'(0) < 0, i.e. g(0) es decreciente. Luego,

g(6) < g(0) = w(t) para 6 > 0. (2.14)

Integrando la desigualdad (2.14) de 0 a 1 respecto a # tenemos

/ @) e > / 9(0) € 0dp = [u(t)] -+, (2.15)
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Finalmente la desigualdad (2.13) se transforma en

y(t+1) —y(t) > a2"Fpt oap [w(s)]+* - [w(t)]"O+
se|t,t+

-

v~

>1

> a2 WM para t > T, (2.16)

Por lo tanto para t > 7', escogemos un entero positivo n tal que n <t —T < n + 1.
Asi de (2.16) tenemos

y(t) > y(t —1)+a2-p-1
> y(t—2)+ 202 @)1
> y(t —3) + 3a2” (!
> yt—n)+na2 @M vneN tal que t —n>T.
> inf 2—-(oz+1)M71 Y
2 ey W) e J
i.e.
=t inf —a —(a+1) g r-1
w(t) > se[}'l,lT-i-l] {w(s)™ + na2 M~}
= { sup w(s)} *+na2-(cVp1,
s€(T\T+1]
Bi=
De donde,
wt)® < [B+na2 @y
B no .y
- [B + 20:+1M]
2a+1M
29t MB+na’
ie.
2o+l M 1

w(t) < {m}g— (2.17)

De la desigualdad (2.17) y desde que n —1 <t — T — 1 < n, podemos obtener

20:+1M }l
20+IMB + ot — T — 1)
2&+1M .
E 2.18
22t IMB + —a(T + 1) + at} (218)

w(t) < {

= {
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De la definicién de w(t) y (2.18) se tiene

20+l pf 1
t) < ¢t ' < a
o(t) < ¢(t) +v - {2“+1MB+—a(T—|—1)+at}
< ¢3 i~z , paratsuf. grande. O

3. Una aplicacion

Problema 1
Sea €} C IR™, acotada con frontera 0S) regular. Sea u = u(z,t) solucién débil del problema

Upy — Z Z (a%, (3: ) + b(z)u + c(z)us = 0 (3.1)
i=1 i=1
u(z,0) = uo(z), w(z,0) =ui(z),u, € Hy(Q),u; € L*(Q). (3.3)
donde
a;; = a;; € IR (son simétricas reales)
Q5 = LOO(R)
bce L*(R), b(z) >0, c(z)=2c,>0.
>N aiybl; > alél?, VE€ R (¢ >0) (3.4)
j=i i=1

Entonces, existe una tnica solucién u € C(0, 00, Hj(IR)) con u; € C(0, 00, L%(Q)). Ver [2]
L. Amerio and G. Prouse Almost Periodic functions and funtional equations, Van Nostrand
Princeton. N. J. 1971.

Usando el Lema de diferencias de Nakao probaremos que u satisface

f{ut )2+ |Vul* + b(z)u’}dz < Ce™, C>0, v>0,

para t > T suficientemente grande.
En efecto, primero observemos que (3.4) implica

My = du Ou
< i :
axil - Z Z dij Oz O (3.5)
j=1 i=1
La energia asociada a la ecuacién es
“~ Oud
Eit) f {(w)? awau au + b(x)u’}dz.
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Luego, usando la desigualdad (3.5) tenemos
/ {(w)? + |Vu|® + b(z)u’}dz < E(t).
Q

En consecuencia, todo se reduce a probar que E(t) < Ce™, C >0, y>0,parat>T =
suficientemente grande.
Haremos algunas consideraciones

n L

ou Ou
21 = A :/ o i e 2
By =< Au > Q{ZZ%axiaﬂ;b(m)u}dm.

j=1 i=1

donde Au:=—377 >, %(aij (x) g:;‘i) + b(z)u.
Asicomo

< u,v >H&(Q): f
Q

Sea u(t) solucién acotada de

uu(t) + Au(t) +c(-)ue =0 (3.6)
ulag = 0

Se observa que 0 < E(t) = [[us(t)|[Z2iq) + llu(t)||§ft}(ﬂ) < 400, decreciente, acotada y E(0) >
0.
Multiplicando la ecuacién (3.6) por u:(t) integrando sobre €2) y luego integrando sobre el
intervalo (t1,t2), tenemos:

B(i) ~ B+ [ (CCu(s),u(s))ds =0 37

t1

Desde que ¢(z) estd acotada inferiormente por ¢, > 0 y haciendo #, =t y o =t + 1 en (3.7)
tenemos

[ luao)aayds < xlB© - Ble+ 1)} (3.8)

B(t)%:=

Particiondo el intervalo [t,t+1] en 4 segmentos y trabajando en los laterales tenemos que
existen dos puntos: ¢; € [t,t+ 5] ¥ t2 € [t + 3,¢ + 1] satisfaciendo

llue(t:) |z < (c24)7B(t), para i =1,2. (3.9)

En efecto, usando el Teorema del Valor Medio para integrales y la ecuacién (3.8) tenemos

t+4

1 y t+1
e = [ hlBrads < [ )l Exoyds < B
t t
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1

t+1 t+1
@l = [ hu@Bads < [ )]s < 2B
t+3 t

A continuacién, multiplicamos la ecuacién (3.6) por u(t) integramos sobre §2 y luego inte-

gramos de t; a to, usando (3.9) obtenemos

] ) Bayds < waltn), ult)] + 1uelta), ulta))| +

ty

t2 ta
[ e aayds + [ omato), uisnds

t1 t

Haciendo uso de la desigualdad de Holder y la desigualdad (3.9) tenemos
1
|(ue(t2), u(t2))| < llue(t)l| 2@ llult)lle@ < (c24)? BE)|[ulti)l 2@

La desigualdad de Poincaré nos permite obtener la siguiente estimativa:

6’Ut 3u 1
htlle < aliVutlleg < elat Y3 o a2,y
t J

i=1 j=1

1
< o (B < cpe? sup [E(s)]H,
sE[E,t+1)

donde ¢, es la constante de Poincaré.
Sustituyendo (3.12) en (3.11) tenemos

|(us(t1), u(tr))] < cplcacr™4)7B(t) sup [E(s)]7 .

s€[t,t+1]

B3

Andlogamente se obtiene para u(tz). i.e.

|(ue(ta), ulte))] < cpleacy'4)2B(2) sup [E(s)]? .

Por otro lado

[ eoue) uods < [ liethulaalhuts)la)ds

t1

ta
< G [l llu(s)lngds
t
1 [ 5 L 2
< 3¢ [ hulBads+ 5 [ luts)gds.

t1 t

Usando las desigualdades (3.13), (3.14) y (3.15) en la desigualdad (3.10) obtenemos

| uo)iByads < 2B swp B} +

t1 s€(t,i+1]

ta 1 t2 5
Cs [ Brayds + 5 [ o) Byayds.

t1 t1
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l.e.
1

ta
3| Iulmds < 2@t 0bB) swp B+
t1 s€[t,t+1]

to
Cs [ (o) s (3.16)

t1
Usando (3.8) y (3.16) tenemos

tg 12 ta
[ B = [l + [ lulds

i1 t

< Cy{B(t)®+ B(t) sup [E(s)]2}. (3.17)

Usando el Teorema del Valor Medio para integrales, tenemos que existe t* € [t1,ts] tal que
fttlz E(s)ds = (ta — t1) E(t*) > cE(t*); usando esto en la desigualdad (3.17) tenemos
E(t") < Ce{B(t)’+ B(t) sup [E(s)]}}

seft,t+1]

< CeB(t) 4+ CsB(t)2+d sup E(s). (3.18)

sE[t,t+1]

De (3.7) con t; = s, t5 = t* y (3.18) tenemos:

t* t+1
E(s) = E(t) —|—/ (C(ue(r), ue(r))dr < E(t*) + /z (C()u(s), ue(s))ds . (3.19)

Usando (3.18) , (3.8) y tomando supremo tenemos

E(s) < Cs;B(t)?+6 sup E(s)
s€(t,t+1]

sup E(s) < C;B(t) 446 sup E(s).
s€[tt+1] seft,t+1]

Considerando 0 < § < 1 obtenemos:

(1—6) sup E(s) < C;B(t)?

s€ltt+1]
En particular para § = % y usando la definicién de B(t)? resulta

sup E(s) < C:B(t)? = Ci(E(t) — E(t +1))

SE[t,E+1]
Usando el lema de diferencias de Nakao, tenemos que 3 > 0 tal que,
E()<Ce™, parat>>w= 0O

para w suficientemente grande
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4. Comentarios

En esta seccidén enunciamos y comentamos algunos problemas donde se hace uso de los
Lemas de Nakao.

Problema 2

Sea Q C IR? acotada y de frontera 99 regular.

U — Au+u® +u; = 0 en Q x (0, 400) (4.1)
u=0en 90 x R* )
u(z,0) = u(z) , w(z,0) = u1(z), uo € Hy(Q) N LA(Q), u; € LA(Q). (4.3)

Entonces existe una tnica solucién débil del problema u € L*°((0,00), H}(Q) N L*()),
ug € L*®((0,00), L%(Q2)). Para la existencia usamos el método de Galerkin y para la unicidad
de solucién el método de Visik-Ladyshenkaia, ver Santiago [9]

Multiplicando por u; a la ecuacién (4.1) e integrando sobre Q obtenemos

/ Ut U — A'L!’l}.t ot usut + ututdx =0 (44)
Q

%{%/ﬂ(u,,)%|Vu|2dx}+%{ifnu4d$} = —/Q(ut)%:c (4.5)

La energia asociada al problema es

1 1
E(t)== / ul + |Vul|?dz + = ] u'dz
2Ja 4 Jq

ie. 62@ < 0, E(t) decrece y es acotada : 0 < E(t) < E(0) con E(0) > 0.

Entonces se prueba que la solucién débil satisface:

Fy >0y C >0 tal que E(t) < Ce ™.

Citamos [9] .

Problema 3

Sea € C IR™ un dominio acotado y 9 su frontera. Sea u solucién del problema
Ut — tjzgl %(aij(iﬁ)g_;) + ao(as)u - p(;n, Ut) — f(:l?, t) (4.6)
tjan=0 4.7)

Aqui se usa el Lema 1 para el decaimiento exponencial y el Lema 2 para el decaimiento
polinomial de w = u — %, donde % es solucién del problema estéatico. Citamos Nakao [7].
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Problema 4
La ecuacién de onda no lineal con el Operador p-Laplaciano.

u — Apu + (—A) %y + g(z,u) = f(t,x) (4.8)
ulogn =0 (4.9)
u(0) = up, u(0) = uy (4.10)
O<a<l,p>2 (4.11)

También en este problema se usan los Lemas 1 y 2. Citamos Gao-To Fu [4].

Problema 5
Para la ecuacién de Klein Gordon del tipo Kirchhoff-Carrier.

Ut — M(/ |Vul|?dz)Au + Ml(f,lulzd.r)u — Ay =0 (4.12)
0 Q
ulgn =0 (4.13)

Se obtiene decaimiento exponencial de la solucién global, usando el Lema 1. Citamos [8].
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