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Resumen.- Sean, (V,a(u,v)), (H, (u,v)) espacios de Hilbert y la inmersidn
V C H es densa y compacta. Consideramos el problema abstracto:

{ Bu" + M([ufp)Au = f (%)

Donde B : H — H es un operador lineal, simétrico y positivo, (W, |ulo),
es un espacio de Banach, la funcién no lineal M es de clase C' y estricta-
mente positiva. En el trabajo demostramos la existencia local y la unicidad de
solucidn local del problema (x).
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ecuacion de Kirchoff-Carrier, solucion local, teorema del punto fijo de Rothe.

Abstract.- Let, (V,a(u,v)), (H,(u,v)) Hilbert spaces and the immersion
V C H is dense and compact. We consider the abstract problem:

{ Bu" + M(|ul)Au = f (*)

Where B : H — H is a linear simetric and positive operator, (W, |ulo), is a
Banach space, the non linear M is C' class and strictively positive. In this ar-
ticle we prove the existence and unicity of the local solution of the problem (x).
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DESCOMPOSICION ESPECTRAL

Sean, (V,a(u,v)), (H, (u,v)) espacios de Hilbert y la inmersién V' C H es densa y
compacta.

Sea b: H x H — R, una forma bilineal, simétrica (luego continua) y positiva. Esto es:
(1) b(u,v) =b(v,u), u,v € H
(2) bu,u)=0, w70

Entonces (H,b(u,v)) es un espacio pre Hilbert. Sea (ﬁ ,g(u,v)) su completacién que
es un espacio de Hilbert. Observemos que b(u,v) = g(zu, w), Vu,v € H,donde i : H — H
es el operador de inmersién que es lineal, isométrico de rango denso.

Entonces V C H , con inmersién densa continua y compacta. Sea S el operador lineal,
auto adjunto, determinado por la terna {V, H,a(u, v)}.

Se tiene que: S: D(S)CcV — H es biyectivo, con operador inverso S~!: H — D(S)

compacto, D(S) es denso en V' y en H. Ademas se verifica la relacién:

(3) b(Su,iv) = a(u,v), u € D(S),ve V.

Observacién 1. El espacio H es isomorfo al espacio dual H' de (H,b(u,v)) v que la
inmersién i : H — H', es identificada coni = B: H — H .

Desde la teoria espectral para operadores autoadjuntos y compactos, existe una sucesién
ortonormal {w;} de autovectores de S, para los cuales la correspondiente sucesién de au-
tovalores {u} converge a cero y los autovectores forman una base para Rg(S~1) = D(A).
Entonces tenemos que existe una base numerable (wy)r>1 de V' y una sucesién creciente

de nimeros positivos (Ar)r>1 tales que:
(4) Ajb(w;,v) =a(w;,v), VWweV,;j=12,...
(5) blwj, w;) = dy; a(w;,wj) =Aj;7=1,2,...
(6) Sw; = A\wj; 7 =1,2,...

Desde la teoria espectral para a € R, podemos definir la potencia S®, con dominio

D(5%) = {u; > X2lb(as, w,)|? < 00}



Seu = 3 A%b(u, w, Yy, Yu € D(S%)
v=1
(u,0)e = > A2%b(u, wy)b(v, wy)
v=1

o0
lulg = [S*ul* = Zlf\i“lb(u, wy) |2
=

se tiene que (D(S%),(u,v)s) es un espacio de Hilbert y si @ < [ la inmersién de

D(SP) € D(5%) es compacta Vo, 8 € R

PROBLEMA LINEAL. Sea T > 0. Consideremos el problema de hallar solucién para

la ecuacién:

) Bu'(t) + M (t)Alu(t) = Bf(t) —
u(0) = up; u (0) =uy

Trabajando formalmente, sea v € V. Entonces
b(u" (t),v) + M(t)a(u(t),v) = b(f(¢),)
Por (3)
b(in” | iv) + M(£)b(Su(t), iv) = b(if(t), iv)

Entonces desde que V' es denso en H, el sistema es equivalente con:

@) w' (t) + M(t)Su(t) = f(t)
w(0) = uo; ' (0) = uy

/

en H

Consideremos la funcion ¥ tal que:
(9) ¥ e CY[0,T)), ¥(t) > mo>0Vs € [0,T]

(10) T’ € L®(0, T); [¥' |0y < My

Teorema 1. Sea a € R y ¥ que verifica las condiciones (1), (2).
(11) up € D(S*)

(12) u, € D(S*+1/2)

(13) f € L*(0,T; D(S**1/%))

Entonces existe una tnica solucién u del problema (8) tal que:



(14) uw € L*®(0,T; D(S*t1))
(15) w € L=(0, T; D(S*t1/?))
(16) u" € L*(0,T; D(5))
(17) v" + ¥(t)Su = f en L*(0,T; D(5%))
La solucién satisface el siguiente estimado de energia:
(18) E(t) = |S=+/2/ (£)|? + | S+ u(t)|> < Do exp(Dt)

donde
CD = JS(2Q+1)/2'LL1‘2 i Q(O)‘Sﬂ"'luolz =+ |f|%2(0,T;D(S(2a+1)/2))
C) = min{1,mp}; Cy = max{1, M}

Cuo. _C
Dy=%5 D= &

Demostracién. Sea V,, = [wy,ws, ..., wy] C V. Luego V,, es un subespacio de V' de
dimensién finita m, e invariante bajo la accién del operador S*.

Sea entonces:

(19) upm(t) = fj i ()i € Vin

Donde las funciones g;,, son determinadas por la solucién del siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias lineales:

(20) b(u, (1), w;) + M(t)a(um(t), w;) = a(f(t),w;) Vi=12,...,m
Por la seleccion de la base especial, el sistema es equivalente con el sistema lineal de

ecuaciones diferenciales ordinarias:

[ g0.(t) + M() i M () = B(F(2), w; = F;(1))

El sistema de ecuaciones diferenciales lineales (**), admite una tinica solucién en un

intervalo [0, t,,), de donde seguimos la existencia de las soluciones aproximadas u,, para



m > 1. Seguimamente debemos obtener estimado a priori para la sucesién {u,,} de modo

que podamos prolongarlas a un intervalo uniforme de existencia.

ESTIMADO A PRIORI 1. Por linealidad la igualdad en (20) se verifica para todo

v € V,,. Entonces haciendo v = S?*t?y, (), obtenemos:
(21) (S*T2u (t), SoF 20, () + M () (SO um (1), Sy, (1)) = (S*TH2£(2), S*HY2uy, (1))
Luego:

4 USe 2w, () + M()S* um ()]} < 1SV F () 418 2, (8)]° + M | S i ()

m
Ahora integrando en esta desigualdad:

(22) |82y, ()] + mo| SOt um(t)|? < |S¢HY 2, (£)]2 + M (£)| St uy, (£))? <
i t
< [|89H12f(s)2ds + [ ST 2w, (t)|2ds + | ST 2, (0)[2 + M(0)|S%H a,, (0)]?
0 0

t

; : )
+g.lsa+1/2u’m(s)|2d8+Mloﬂgaﬂum(snzds
Entonces
(28) 1E) = IS/ (O + 5™ unE)? < Do+ Dy [r(s)ds
Aplicando el lema de Gronwall obtenemos:
(24) |5%20, (O + |5 um (B < Dot < DoePT
Luego

(25) (um) es acotada en L®(0,T; D(5°1))

(26) (u’m) es acotada en L>(0, T'; D(S2+1/2))



ESTIMADO A PRIORI 2. Multiplicando en la ecuacién aproximada por w; y luego

sumando, obtenemos:

j=1

@7) 32 i) ws)uy + 35 (@) wy)uy = 3% (50) wy)u
Por la definicion de la proyeccion, P, : V — V.

(28) (t) = =M (8)Stum(t) + Pruf(t) = —M(t)Sum(t) + fm(t)
Luego:

(29) |5y (t)] < Mo|S*H um(2)] + da| S°H2 £ (1)
Por lo cual

(30) (u,,) es acotada en L%(0,T; D(S®)).

CONVERGENCIA DE LAS SOLUCIONES APROXIMADAS

Para tratar la convergencia de las soluciones aproximadas utilizamos el siguiente:

Lema 2. Sean X.,Y, 7 espacios de Banach tales que X C Y C Z, con inmersiones

continuas y la inmersién X C Y es compacta. Sea
W ={ue LP(0,T; X); v € L0, T; Z)}
donde u" denota la derivada generalizada de u : [0,7] — X, sobre (0, 7). Entonces
(31) Sip=o00, ¢ > 1entonces W C C([0,7T]; Z) es compacta.
(32) Sil <p<oo,q=1entonces W C LP(0,T;Y) es compacta.

Demostracién. (Ver J. Simon [15]).

Por los estimados 1, 2, tenemos que:
(33) (um) es acotada en L>(0, T; D(S*1))
(34) (u,,) es acotada en L>®(0,T; D(S*+1/2))

(35) (u.,) es acotada en L2(0,T; S%)



Luego, existe una subsucesién de (u,,) que continuamos denotando de la misma forma

tal que:

(36) 2y — u débil-* en (0, T; D(5%+1))
(37) u;n — 1 débil en E2(0,:T; D(Sa“/?))
(38) w,, — u" débil en L*(0,T; D(S%))

Por las inmersiones continuas y compactas: D(A**!) ¢ D(AP*+D/2) ¢ D(A4%), el
Lema 2, existe una adecuada subsucesién de (u,,) que continuamos denotando de la

misma forma, tal que:
(39) Uy =3 u fuerte en C°([0, T); D(S@*+1/2)) c C°([0, T); Wo)
(40) w,, —= u fuerte en C°([0,T7]; D(5%))

De (37), (39) y procediendo de forma estdndar obtenemos que la funcién u es solucién

del problema (3) y verifica:
(41) " (£)¥(t)Su(t) = f(t) en L*(0,T; D(S%))

Para demostrar que la solucién u verifica el estimado de energfa (18), probaremos

primero que:
(42) um(t) — u(t) débil en D(S**1) V¢ € [0, T
(43) u,,(t) — ' (t) débil en D(SC>+D/2) vt € [0, T]
(44) u (t) — u’ (t) débil en D(S*) ¥t € [0, T

Sea v € Vi; m > k. Tenemos

(45) (So* Iy, (1), 8% ly) = (SO‘H/Zum(t),SO""‘O’/%) .
Y (S‘)‘Jrl/zu(t), Sa+3/2,u) ¥ (Sa"'lu(t), S':Hlv)

Observacién: Por (40)
(46) I(SQ+1/2um(t) 4T Sa+1/2u(t), Sa+3/2,u)| é 'Sa+1/2um(t) 3 Sa+1/2u(t)l|5a+3/2vj i 0

Analogamente:



(47) (S*tY2y (t), SoH/%y) = (S%u,, (1), SoH1v) —
. (Sau'(t), Sa+1/2v) — (S"H/zu’(t), SO‘+I/2?J)

Asimismo

(48) (Su, (1), S%uy) = —M(£) (S un(t), S%) + (S* fm(t), S%0) =
= —M () (S un(t), S%v) + (fin(t), S?uy)
= — M) (S um(t), S%x)+(f(t), S**vg) — —M(£)(S*u(t), S*or)+(S*f(t), S¥v)
= (Sauﬂ, SO“U,L-)
Luego por el Estimado 1 y (44), (45), obtenemos que:

(19) |57/ (O + 1S+ u(®)? < lim {19 up (O +|5* un (1)} < Doe™ "

m—0o0

UNICIDAD. Sean u, z dos soluciones de (41) y y = u — z. Entonces
(50) y € L=(0,T; D(S*t1))
(51) ¥ € L>=(0,T; D(S®**172))
(52) y" € L*(0,T; D(S%))
(53) y(0) =0;4'(0) =0
Y satisface la ecuacion:
(54) y" + ¥(t)Ay = 0 en L?(0,T; D(5))
Componiendo con w = 2y (t) € D(S%) en esta ecuacién, obtenemos
(55) &{1S°y (6) + T(@)|S* 2y (1)} = W (1S Py (1) < Mu| S+ 2y(1)]?
integrando de 0 a ¢ v teniendo en cuenta que y(0) =y (0) = 0
(%)mszwyw2+mm9m“WmaPscjmww
por el lema de Gronwall y desde que y € C°([0, T]; D(S*TY2)), v € C°([0, T); D(5%))

(57) Sey (t) = S*+t/2y(t) = 0, Vt € [0, T).



Luego u = z.

PROBLEMA NO-LINEAL En esta parte demostraremos la existencia de solucién

local del problema:
(58) u" + M(|u(t)[2)Su = f; en L*(0,Ty; D(S®))
(59) u(0) = ug; u (0) = uy

donde:

(60) (W, |u|e) es un espacio de Banach real, reflexivo, tal que su correspondiente espacio

dual W es estrictamente convexo y verifiva la condicidn:
(61) D(Se+/2) ¢ W,

Entonces de (60) y de la teorfa de los operadores mdximo mondtonos, obtenemos las

siguientes propiedades del operador de dualidad.

Teorema 2. Si W es un espacio de Banach, real reflexivo tal que su espacio dual W*,
es estrictamente convexo. Entonces la aplicacién de dualidad J : W — W* es simple

valuada, demicontinua, méaximo mondtona, acotada, coercitiva y
| Julw+ = [ulw
La funcién u — |ul¥, es G-diferenciable sobre W'y si U(u) = |u%,, entonces

U'(u) = 2Ju, Yu € W

HIPOTESIS SOBRE LA FUNCION M
H-1 M € C'(R,RY)
H-2 M(s) > mg, Vs € R; y

H-3 M, M', son crecientes.
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DEFINICION DE CONSTANTES. En esta parte definimos diversas constantes que
aparecen en esta parte del trabajo.

Constantes de inmersion:

C-1 |v|p < dp] S|, Vv € D(S*H1)

C-2 |v]o < dy|ST3/?0|, Yo € D(S2+3/?)
C-3 |Sot/2y| < by|S*w|, Yo € D(S*+1)
C-4 |Setly| < by|S2H3/2y|, Yy € D(S*13/2)

Consideremos los siguientes espacios de Banach:

W = {v € L*®(0,T; D(S*t')); v’ € L*(0, T; D(5°+/2))}

Z = {v € L*®(0, T; D(S*+%/3)); v' € L=(0, T; D(5**1)); 'v € L*(0, T; D(S>t/2))}

Entonces Z C W con inmersién continua y compacta. En efecto, sea (v,,,) una sucesién
acotada en Z, entonces

(vm) es acotada en L>®(0, T; D(S%+3/2))

(v,,) es acotada en L*(0,T; D(S+1))

(v.,) es acotada en L?(0,T; D(S**1/2))

Desde el Teorema de Simén, podemos obtener una subsucesion (vx) C (vy,) y una

funcién v, tal que:

(62) vy — v, fuerte en C°([0,T]; D(S*t1)) € L>®(0,T; D(S**1))

(63) v, — v, fuerte en C°([0, T); D(S*+Y/2)) C L>(0,T; D(S+'/2))
Luego vy — v, en W.

Teorema 2. Seanv € W,

(64) wp € D(So+3/2)

(65) uy € D(S*H1)

(66) f € L®(0,T;D(S*+))

Entonces, existe una tnica solucién u € Z del problema:
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(67) w’ + M([v(t)[§)Su = f en L*(0,T; D(S*+1/2))
(68) u(0) = ug; w (0) = wy
Demostracion: Procediendo como en la demostracion del Teorema 1, haciendo

W(t) = M(|u(t)|w), reemplazando o por & + 1/2 en el Lema 1, se obtiene que para todo

v € W, existe una unica funcién u, tal que:
(69) u € L*®(0, Ty; D(S*13/2))

(70) u € L>(0, Ty; D(S>tY))

(71) u" € L*(0, Tp; D(S*t1/2))

(72) u' + ¥(t)Su = f en L*(0,T; D(S*%/?))
(73) u(0) = uo, u (0) = u

y ademas satiface el estimado de energia:

(74) |So*1u' ()[2 + |S2+32u(t)|? < Doe™T

Luego u € Z.

Consideremos

Bk = {v e W; |uf}, = |52 ()2 + |S*+H o (2)]? < K2}
La bola en W con centro en 0 y radio K.

Entonces por la hipétesis (H-3) y (74), se tiene que para v € By:

(75) Jo(t)lo £ doK, |v'(t)]o < diK

(76) M(Jv(t)[3) < M(dgK?) = Mo

(77) M (@)D v(t)lolv' ()]0 < dody; M (GK?)K? = My = My(K)
Supongamos que los datos iniciales son suficientemente pequenos tales que

78) max{b?, b2} DyePT < K2
1502
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Teorema 3. Sean ug, up, f, datos iniciales que satisfacen las condiciones del Teorema 2

y la condicién (78). Entonces existe una tinica solucién v € B del problema (58), (59).

Demostracién. Definimos la funciéon G : By € W — By C Z tal que para v € B,

Gv =u € Z, es la tinica solucién del problema:
(79) u" + M(Ju(t))3)Su = f en L®(0,T; D(S*1/?))
(80) u(0) = uo; u'(O) = U

Donde:
By = {u € Z; |SoH W/ (t)|2 + | SoH3/2u(t) | < DoePrT, |SoH1/2" (1) < Cy}

Entonces para u € By C Z, se tiene que:

| S 2 ()] + S rut)* < BFISHH(2)]? + b3S 2u(t) P
< max{b}, b3} (|51 (t)|* + | S+ 2u(t)[?)
< max{b?, b2} Doe'? < K2
Luego By C Bg. Seai: Z — W, la funcién de inmersién de Z en W, que es lineal,

continua y compacta. Desde que By es un conjunto acotado en Z, i(Bp), es un conjunto

compacto en W. Ademés i(By) C Bx C W. Entonces iG: BC W — i(By) C Bx C W,
aplica la bola cerrada de W en un conjunto compacto de Wy iG(9B) C Bg.
Ahora demostraremos que la aplicacién es continua.

Sean (v,,) C W, v € W, tales que v,, — v, en W. Entonces:
(81) v — v, en L®(0,T; D(S*t1))
(82) v, — v’y en L%(0, T, D(S+1/2))
Sean (u.,,) C Z, u € Z, las correspondientes soluciones de los problemas:

(83) u, + M(|vm(t)|})Auy = f en L2(0, T; D(S%+Y/2))

/

(84) um(0) = uo; u,,(0) = ug
(85) u’ + M(Jv(t)|2)Au = f en L?(0,T; D(S2+'/?))

[

(86) u(0) = uo; u (0) = us
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Consideremos la sucesién (z,,) = (u, —u) C Z. Entonces desde (83), (84), tenemos

que

(87) Z” + M(|vm(f)|%)AZm = (M(lum(t”%) — M(l'l}m(t”%))su en L2(O, T; D(sa—!—l/z))
Entonces,

(88) z(0) = z.(0) = 0

componiendo con w = S**1/2z_(t), obtenemos:

(89) £{15H 2 () + M(Jum () D)IS* /22 (1)}
= 2(M(Jo(®) — M(lvm(®)5)) (S*H*2u(t), S5z (1))
+ M ([vm()[3) (Tvm(t), v (8)) 15 22 (8) 2

< IM(lo(®)§) — M(Jom (&) B)P1SH2u@)? + 85 2, (1)* + My | S>3 22 (1) 2
< Cm(t) + |S* 2 () + M5+ 220 (1) 2

Donde:
(90) Cm(t) = [M(Jvm(®)[3) — M(Ju(£)[3)]| S+ 2u(t)[?

Tenemos que:

W c ([0, T], D(S2+%/2)) c C°([0, T), Wo)-

Luego v, — v, en C°([0, T], Wy), lo que implica que, |v,,(t)[3 — |v(¢)[2 uniformemente
y por la continuidad de M, Cy,(t) — 0, m — oc.

Entonces:
(91) |5 2, () + |S°H* 22 (8)|* < Con(t)e™T

Tomando limite m — oo v desde que Cp,(t) — 0, obtenemos que:
(92) zpp = 2,en W

Lo que demuestra que la aplicacién iG es continua. Para terminar la demostracion,

aplicaremos el siguiente resultado:

Teorema 4. (Rothe’s). Sea B, denota una bola cerrada de un espacio vectorial normado
X. Si f aplica B continuamente sobre un subconjunto compacto de X y si f(0B) C B

entonces f posee un punto fijo.
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Demostraciéon. (Ver E. Zeidler [17]).
Por aplicacién directa del Teorema de Rothe’s, existe un punto fijou = iGu € B, C W,

solucién del problema :

(93) u” + M(|u(t)|2)Su= f en L?(0,T : D(5%))
(94) u(0) = ug; u'(0) = uy

UNICIDAD.

Sean u, z dos soluciones del problema (93) y (94) y ¥ = u — 2. Entonces se verifica

que:
(95) y € L*®(0,T; D(S>t1))
(96) y € L*(0, Ty; D(S+1/2))
(97) y" € L?(0, To; D(S*))
(98) y(0) ='(0) =0
y satisface la ecuacién :
(99) y" + M(Ju(t)I3)Sy = (M(|z(t)I3) — M(|u(t)I3))Sz en L*(0,T; D(S*+/2))
Componiendo con w(t) = 2y (t) en esta ecuacién y teniendo en cuenta que:
(100) [M(|=(®)I3) — M(Ju(®)[5)] < Cly(®)lo
obtenemos:

(101) £{IS°y (@)1 + L (@)IS*+2y(1)[*}
< Coly(®)lo|S*H22(1)[|S*y (£)] + W' (£)|S*H/2y ()
< GolS*Hy()|1S°y (8)] + Cul S* 2y (1)
< CIS°y (@)° + ClS*2y (1)

Donde C representa diversas constantes que no dependen de t. Integrando de 0 a ¢:

(102) 7(t) = Sy () +[S*H/2y(t)[* < Cofn(S)ds



15

por el lema de Gronwall

5%y ()2 + [S*+2y(t)]> = 0

Desde y € C°([0,T]; D(S**/?)), v € C°([0, T]; D(S%)), obtenemos
Sotly'(t) = §o+3/2y(t) = 0, Vt € [0, T).

Luego u = z.

SOLUCION PARA DATOS MAS GENERALES.
Sea el espacio de Hilbert:

(103) X = {f € L*(0,T; D($°Y)); f € L*(0, T; D(S*+12))}
(104) Y = L*(0,T; D(S>+/2))

Desde las inmersiones densas y compactas

D(8o+3/2) ¢ D(Se+1) € D(Se+/),

y el Lema 2, tenemos que:

D(82+3/2) x D(S*t1) x X C D(S**) x D(S**Y/2) x Y con inmersién compacta.

Sea F' la bola cerrada con centro en 0 y de radio Dé/z en D(5*+3/2) x D(S*+1) x X
donde D, satisface la condicién (76). Entonces F' es compacta en D(S%")x D(S*1/2)xY

y F es denso en F.

TEOREMA 3. Sea (ug,uy, f) € F: Entonces existe una tinica u en la clase
(105) u € L*>(0,T; D(S*™))
(106) u € L*®(0,T; D(S*+1/2))
(107) v" € L?(0,T; D(S%))
Solucion del problema :
(108) u” + M(Ju(t)|3)Su = f en L*(0, T; D(S2+1/2))

(109) w(0) = ug; u'(0) = u,

Demostracién. Desde que (ug, u1, f) € F, existe una sucesién (ugg, ui, fi) C F tal que:

(110) uox — uo, en D(S**)
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(111) uy — uy, en D(S*+Y/2)
(112) f, — f, en L*(0,T; D(S+1/2))
Sea (ux) C Z, las correspondientes soluciones dadas por el Teorema (3) de:
(113) uy, + M (Juk(t)|2)Sur = fr en L2(0,T; D(S2+1/2))
(114) uk(0) = uow; ug(0) = uyy
La sucesion (uy) satisface:
(115) [S*H 20 (8)? + |So*Hu(t)? < K2
(116) S®w(t) = M (jux(t)[5)S+un(t) + S fi(t)

Luego :

(ug) es acotada en L®(0,7 : D(S**1))

(u;,) es acotada en L®(0,T : D(S*+1/2))

(u,) es acotada en L®(0,T : D(5%))

Como en la demostracién del Teorema 1, podemos obtener una subsucesion (u,,) C (u)

y una funcién u, tal que:
(117) tp, — u, débil * en L=°(0,T; D(S**1))
(118) w,, — u’, débil * en L®(0, T; D(S*+1/2))
(119) w,, — u , débil ¥ en L>(0,T; D(S%))
(120) up — u, fuerte en C°([0, T]; D(S*t1/2)) C C°([0, T); Wh)
(121) u,, — u, fuerte en C°([0, T]; D(S%))
Con estos estimados la funcién u, satisface la ecuacién:
(122) " + M(Ju(t)|2)Su = f en L*(0,T; D(5))
(123) u(0) = ug; u'(0) = uy
En efecto, por (120), (121)

(124) um(0) = ugm — up = u(0) en D(S*+!) C D(§2+1/2)
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(125) u,,(0) = u1m — u = ' (0) en D(S**1/2) C D(S%)

Ahora demostraremos la convergencia:
(126) M (|t ()[2)Stm ™= M (|u(t)|2)Su converge débil en L>(0, Ty; D(S*))

Por (113), |um ()2 — |u(t)|? en C°([0,T]). Luego por la continuidad uniforme de M
(127) M(Jum(t)[5) — M(Ju(£)[5) en C([0,T])

Por otro lado, haciendo

(128) Nin(t) = M(lum(t)[5); N(t) = M(|u(t)[5)

T

(129) | Of (N (8)Sum(t) — N(£)Su(t), v(t))a|dt <
< @(Np(t)s*um(t) — N(t)Sun(®),v(8))aldt
< Ij?(N(t)Szm(t) — N(t)Su(t),v(t))q|dt

desde que la funcién N € C([0,T]) y es acotada, Nv € L(0,T; D(S%)). Luego por
(127), la segunda integral converge a 0. La primera integral es

T

(130) I/(Nm(t)Sum(t) — N () Sum(t), v(t))aldt < lep(t) = NS um (@)l S%u(t)|dt

T
< sup [Np(t) = N(®)]|S*  um(?)| f |S(t)]dt < C sup |Nm(t) — N(t)] =5 0
t€[0,T
0

lo que demuestra (126). Luego :
(131) u” + M(Ju(t)|2)Su = f en L*(0,T; D(5%))

(132) u(0) = ug, u (0) = uy

APLICACIONES

1. Sea € C R™ un abierto regular. Consideremos la funcién real p : Q@ — R™, tal que

0<p(x)<pypteL>Q)

V= HNQ), W = LP(Q), H = L2(Q)

l<p<2 . sin>3,yl<p<oo,sin=1,2

n



18

M(s,r)=a+bs¥? ¢>2,a>0,b>0;
Au= —Au, Bu=pu, S = p~1(=A), D(S) = D(-A) = {u € H}(Q); Au € L*(Q)}.

(ug, u1, f) € D(S511) x D(S%+%?) x X, datos iniciales que satisfacen las condiciones

del Teorema 3.

1.1 Sea a = 0, entonces D(SY?) = H}(Q) C LP(Q). Haciendo W, = H}(Q).

Entonces existe una unica solucién para los problemas:

P(-T)% +(a+ b|‘7uli2(m) en @
(133) ¢ u=0 en ¥
u(0) = uo; u (0) = uy en )

p() 5 + (a + blullyqy) (—Au) = f en Q.
(134) { w=0 en ¥
u(0) = ug; v (0) = uy en ()

\

En particular si ¢ = p = 2, (133) es conocida como la ecuacién de Kirchhoff y
(134) como la ecuacién de Carrier.
p(x) 5% + (a+b [ luPda)(~Au) = f en Q
(135) u=0 en X
u(0) = up; u (0) = uy en (2
1.2 Si a = —1/2, entonces D(S®+Y/2) = D(8°) = L%(€2). En este caso podemos
tratar con datos méas generales y obtener soluciones para el problema de Carrier.
En efecto si ug € H} (), vy € L2(Q), f € L*(Q), entonces la solucién u del
problema
p(z) &t + (a + bg{ |u|%dz)(~Au) = f en Q
(136) u=0 en X
u(0) = ug; u'(0) = u; en )
Esta en la clase :
—u e L>(0,T; Hy(Q))
— ' € L®(0,T; L*(Q))

— o' € L}0,T; H(Q))
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. Sea J : W — W* el operador de dualidad sobre W'y op(u) = |ul},. En el caso
que W sea un espacio de Hilbert ¢'(u) = 2Ju, donde J es el operador de Riesz,

(JUy V) e = (U, )w; Yu,v € W,

Como casos particulares de la aplicacién 2, para W = V = D(A'?), tenemos el

problema abstracto de Kirchhoff :

" 112190 A
(137) u + M(|A Iu[ YAu = f
u(0) = ug; u (0) =

formulado por Lions J.L. en [9]. Si W = H, se tiene el problema de Carrier abstracto:
v’ + N(|ul?)Au =
- () =
u(0) = ug; v (0) =y

Una adecuada generalizacién de las aplicaciones (2), (3) es considerar W = D(A%)

para obtener:

oy | ¥ VAT
uw(0) = up; u (0) =uy

conocido como el modelo abstracto de Kirchhoff-Carrier.
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