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CONTROLABILIDAD EXACTA

INTERNA PARA LA ECUACION
SEMILINEAL DEL CALOR

Victor Rafael Cabanillas Zannini'

Resumen.- FEl presente trabajo trata acerca del problema de la controlabilidad
exacta interna para la ecuacion semilineal del calor con no linealidad globalmente
Lipschitz. Usando el Teorema sobreyectiwvo de Minty-Browder demostramos
que la ecuacion semilineal del calor es exactamente controlable en L*(SY). Este
resultado fue obtenido por W. Liu y G. Williams [5] para no linealidades de
la forma f(y). Sigutendo las ideas expuestas en [5] probamos el mismo resul-
tado de controlabilidad pero para no linealidades mds generales involucrando
térmanos gradientes f(y, Vy).

Palabras claves: Controlabilidad exacta, ecuacion semilineal del calor, Teo-
rema de Minty-Browder, Método de la Energia.

Abstract.- This work is concerned with the study of exact internal controllability
problem for the semilinear heat equation with nonlinearities globally Lipschitz.
Using the Minty-Browder surjective theorem we show that the semilinear heat
equation is ezactly controllable in L*(Q2). For nonlinearities of the form f(y),
this result was obtained by W. Liu and G. Williams [5]. Following the ideas
exposed in [5] we show the same controllability result but for more general
nonlinearities involving gradient terms f(y, Vy).
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1. INTRODUCCION

Sea Q un conjunto abierto acotado de RN, N > 1, con frontera de clase C2. Dado T > 0,
denotemos por @ = Q x (0,T) el cilindro generado por Q y por ¥ = 9Q x (0,T) su
frontera.

Consideremos la ecuacién semilineal del calor

y —Ay+ f(t,y,Vy)=h ,enQ
y=0 ,sobre ¥ (11)
y(0) =¢° ,en

En relacién a la funcién f asumiremos la siguiente hipétesis:

(H) La funcién f : [0,7] x R x RN — R, f = f(¢,z,y). es continua en la variable
temporal ¢ y globalmente Lipschitz en las variables (z,3) € R x RY, con constante de

Lipschitz L > 0, es decir,

|f(t,:1:1,y1) i f(t,l'g,ygn & L("Tl N 332' i |y1 = y?l)

En (1.1), h = h(z,t) representa la funcién control. Por 3 denotamos la derivada
de la funcién y con respecto a la variable temporal ¢. Decimos que el sistema (1.1) es

ezactamente controlable en L?(Q) en el tiempo T > 0 si la siguiente condicién es satisfecha:

Para cualquier 2° € L*(Q) existe una funcién control h € L*(0,T; H™1(Q)) tal que la
solucion y de (1.1) satisface:

y(T) = 2 (1.2)

Es decir, un sistema como (1.1) es exactamente controlable sobre L?(€) en el tiempo
T cuando, dado un estado final 2% € L?(QQ) es posible encontrar una funcién control que
al actuar sobre el sistema conduzca al estado u = u(-,t) hacia el estado terminal 2% en un
tiempo 7.

En los tltimos afios, la controlabilidad de sistemas parabdlicos no lineales (semilineales,
superlineales, fuertemente no lineales, etc.) ha sido intensamente estudiada. Una exce-
lente referencia al respecto lo constituye el articulo de E. Zuazua [8]. La controlabilidad
exacta para la ecuacion lineal del calor en un tiempo arbitrario resulta imposible cuando

el control actiia sobre un subconjunto propio del dominio €2, tal como fue probado por
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J. L. Lions en [4], de la misma forma resulta imposible alcanzar cualquier estado en un
tiempo arbitrario en el caso semilineal. En el presente trabajo mostramos que para tiem-
pos adecuados es posible lograr tal controlabilidad cuando la funcién control se encuentra
distribuida sobre todo el dominio €.

El articulo estd organizado de la siguiente manera: en la seccién 2 presentamos el
principal resultado de este articulo; la seccidén 3 esta dedicada a establecer nociones pre-
liminares acerca de operadores monétonos y el Teorema de Minty-Browder. En la secciéon
4 recordamos algunos resultados de existencia y unicidad de soluciones para la ecuacién
semilinea del calor y construimos un operador no lineal F, ademas de probar su mono-
tonicidad. Finalmente, en la seccion 5 damos una idea de la demostracién del resultado

principal.
2. EL RESULTADO PRINCIPAL

El principal resultado de este articulo establece lo siguiente:

Teorema 2.4 Si la hipdtesis (H) es satisfecha, entonces existe un tiempo Ty > 0 tal que
para 0 < T < Ty, el sistema (1.1) es ezactamente controlable en L*(S)) en el tiempo T, es
decir, dado cualquier estado inicial y° € L*(Q) vy cualquier estado terminal z° € L*(Q),
eziste una funcién control h = h(z,t) = h(z,t,9°, 2% € L*0,T; H(Q)) tal que la
| solucion y de (1.1) satisface (1.2).

La principal herramienta para la demostracién de este teorema lo constituye el Teo-
rema de Minty-Browder. Este teorema y algunos preliminares adicionales son recordados
en la siguiente seccidon. Debemos indicar ademdas que el resultado es constructivo en el

sentido que nos permite encontrar la funcién control h.
3. PRELIMINARES

Definicién 3.1. Sea X un espacio de Banach real. Por X’ denotamos el espacio dual de

X,y por {-,-) vy la dualidad entre X’ y X. Dado un operador F': X — X' entonces
(i) F es llamado mondtono si y solamente si

(Fu— Fv,u — )y, x = 0, para todo u,v € X
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(i1) F es llamado fuertemente mondtono si y solamente si existe una constante A > 0
tal que

(Fu— Fv,u =)y, x = A||lu—v|%, para todo u,v € X

(2i) F es llamado hemicontinuo si y solamente si la aplicacién
t— (Fu+tv), w) y, x

es continua en [0, 1] para todo u,v,w € X.

(iv) F' es llamado coercivo si y solamente si

lim (FU, u)X’xX

= 40C.
lullx—oo  Jluflx

Mayores referencias y resultados relacionados con estas definiciones pueden ser encon-

trados en el libro de E. Zeidler [7].

Observacién 3.1. Si X = L%(Q), entonces, gracias al Teorema de Representacién de
Riesz, es posible identificar el espacio L?(2) con su dual, es decir, L*(Q2) = (L*(Q)). En
tal caso, un operador F' : L?(Q2) — L?(Q) es fuertemente monétono si y solamente si

existe una constante A > 0 tal que

[ﬂ (Fu(z) — Fo(@))(u(z) — v())de > A llu — o],

para todo u,v € L(Q).

Teorema 3.1 (Minty-Browder). Sea X un espacio de Banach reflexivo, y F': X — X'
un operador mondtono, hemicontinuo y coercivo. Entonces F' es un operador sobreyectivo.
Ademds, si F es fuertemente mondtono, entonces existe el operador inverso F~1: X' — X

y es Lipschitz continuo.

Demostracién. Ver E. Zeidler [7]. N
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4. CONSTRUCCION DE UN OPERADOR NO LINEAL

En esta seccién construiremos un operador no lineal F': L?(Q2) — L?*(w) y probaremos
que es fuertemente mondtono.

Consideremos el siguiente sistema retrégrado en el tiempo con estado terminal u”

—u' —Au=0 ,en @
a=1( , sobre X (4.1)
u(T) =u” ,en §)

Cuando uT € L?(Q), el sistema (4.1) tiene una tinica solucién u = u(z,t) en la clase
u e C([0,T); L*(Q)) N L*(0,T; Hy () (4.2)
Si u? € H*(2) N H (), existe una tnica solucién u de (4.1) en la clase
u € C([0,T); H*(Q) N Hy () N L*(0, T'; Hy (2)) (4.3)

Ver [2].

Ademas, A es el genérador infinitesimal de un semigrupo de contracciones de clase Cy
y un semigrupo analitico de operadores sobre L?((2). (Ver [6]).

Cuando u” € D(A) = H3(Q2) N H} () tenemos u — Au € C([0, T}; L*(£2)).

Entonces, el sistema

y’_Ay_i_f(t:yaVy):u_Au 1enQ
y=20 ,sobre X (4.4)
y(0) = 7° en

admite una tnica solucién y = y(z,t) tal que

y € C([0,T); L*(Q)) N W (0, T; H*(Q) N Hy (), L*(Q)) (4.5)

donde W(0,T; H*(Q) N H}(Q), L*(2)) es el espacio de Banach de las funciones
we L2(0,T; H*(Q) N HY(Q)) cuya derivada débil u’ pertenece a L*(0, T'; L*(2)) y equipado

con la norma



26

2 2 2
“U“W(o,T;HZ(n)an(Q),er(Q)) = HUHLZ(O,T;H?(Q)ﬁ @) T “U HLz(O,T;Lz(Q))
Ver [7] para los detalles.

Ahora, para un estado inicial 4° € L*(Q) definimos el operador no lineal

F(°-) : D(A) C LX(Q) — L*(Q)
F(yoauT) = y(-,T)

Los siguientes dos lemas tienen el objetivo de colocar el operador F' en las condiciones

(4.6)

del teorema sobreyectivo de Minty-Browder. Més precisamente, en los préximos lemas
probaremos que F es un operador continuo y fuertemente mondétono.
Lema 4.1 Si la hipotesis (H) es vdlida, entonces el operador F definido en (4.6) es
Lipschitz continuo.

Demostracién. Sean u; y uy dos soluciones de (4.1) con estados finales
uT ul € D(A), y sean y; y 4, las soluciones de (4.5) correspondientes a uy, 4" y s, 39.

Entonces tenemos

r !
(y2 —v1) — Alys — )+
f(t:y% V.Uz) - f(tyh vyl) =Uy— U — Aus+Ayy , en @

Yo —y1 =0 , sobre ¥

(4.7)

L (y2_'y1)(0)=yg“y? , en ()

Multiplicando (4.7) por ys — v1, integrando sobre @; = Q x (0,t) y aplicando técnicas

de energia obtenemos

/ﬂ lpa(t) — i(t)Pdz < C [Ilyg ~ 8 oy + 1 — U?H;{Q)]

para cualquier ¢t € [0,T]. Si t =T tenemos

lo cual termina la prueba. Wl
Observacioén 4.1 Por el Lema 3.1 y usando un argumento de densidad, el operador
F(y°,") puede ser extendido a L*(2). Usaremos la misma notacion para tal extension F,

es decir, en adelante cuando hagamos referencia al operador F', nos estaremos refiriendo

al operador definido sobre L*(Q) x L*(€2).



27

Observacién 4.2 Multiplicando la ecuacion (4.1) por un factor integrante es posible
demostrar que existe una constante 6 > 0 tal que la siguiente estimativa de decaimiento

para las soluciones de (4.1) es vdlida

| tutt)fde < exp(=5(7 - 1)) [ fulz)ds (4.8)
Q 9]

para t € [0,T).
Lema 4.2 Asumamos la validez de la hipdtesis (H). Supongamos que L ¢ T es lo sufi-

cientemente pequeno de tal forma que satisfaga

M(L,T) =1 — exp(—6T) — L*C > 0 (4.9)

donde § es la constante encontrada en (4.8) y C es una constante positiva de in-
mersion. Entonces, para cualquier y° € L*(Q) fijo, el operador F(3°,-): L*(2) — L3*(Q)
es fuertemente mondtono.

T uf € D(A), y entonces, por un

Demostracién. Primero demostramos para u
argumento de densidad, la demostracién es vélida para uf,ul € L(Q).
Multiplicando (4.7) por us — uq, integrando sobre @ y usando la estimativa de de-

caimiento exponencial para las soluciones de (4.1) obtenemos
1P ) = PP 0 = of) 2 (1= exp(=0T) = £26) [uf = uf [}
es decir,
(Fy* ud) — F°ul),ui — U’?)LZ(Q) > M(L,T) ||uf — “T”iz(n)
como se deseaba. M
5. CONTROLABILIDAD EXACTA

Siendo F(y,-) : L*(Q2) — L*(2) un operador fuertemente monétono, dado z° € L2(Q),
el Teorema de Minty-Browder implica que existe u? € L?(Q) tal que F(y°,u”) = 2°, es
decir, y(T') = 2z°. En consecuencia, el sistema (4.4) es exactamente controlable en L>((2)

con control h = u — Au € L*(0,T; H(Q)), siendo « la solucién de (4.1).



28

Notemos sin embargo, que la condicién (4.9) en el Lema 3.2 es una condicién muy
restrictiva. Si L es una constante de Lipschitz tal que M(L,T) < 0 no existe controla-
bilidad exacta. Para salvar esta deficiencia, introducimos, como en [5], el Método de la
Expansion del Dominio.

Bosquejo de la demostracion del Teorema 1.1. Con el fin de demostrar el
resultado de controlabilidad exacta para cualquier constante de Lipschitz L, introducimos

para 7 > 0 el dominio expandido
Q, =78 dry 2@t}
y los conjuntos
Qi =0, x(0,1), Z1,=00,x(0,1) = {(T:c,t);. (z,t) e T x (0,1)}

Definimos una funcién f, por

T

fr(t,u, Vu) = —l-zvf (jr%,u, Vu)

Procediendo como en [5], en lugar de (4.1) y (4.4) consideramos los sistemas

—u' —Au=0 , enQ,
u=70 , sobre X ; (5.1)
a(z, 1) =u'(z) , @

w — Aw+ fr(t,w,Vw) =u—Au , en Qi
w =70 , sobre X , (5.2)
w(z,0) = w(z) . 52

Entonces, el operador F' definido por (4.6) se convierte en

Fw® ul) = w(-, 1)

Sea Ty tal que 7¢ — 74 exp(—8) — L2C > 0, entonces 7 — 74 exp(—6) — L2C > 0 para

T > 19. En consecuencia, de los lemas 3.1 v 3.2 sigue que F es un operador continuo
y fuertemente monétono sobre L%(€),). Entonces, aplicando el Teorema Minty-Browder

concluimos que para cualquier z° € L*(2) existe una funcién u! € L*(€,) tal que
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F{w?, ul)=n"
donde
Bifih . 0T
i ol R (T),:CEQT

Entonces, resolvemos (5.1) con estado terminal u'. Esto permite hallar la funcién

control
u—Au € L*(0,T; H ()
tal que la solucién de (5.2) satisface
w(z,1) =1 z €N,
Haciendo

vzt =wlre, 71, 2 €8 t =0

(5.3)
h(z, t;4°, 2% = 72 [u(rz, 7%t) — Aulrz, 7%t)]

Vemos que y satisface (1.1) y (1.2).

1 1
— < — = Ty el sistema (1.1) es

Entonces, hemos demostrado que para 0 < T' = —
7 T4

exactamente controlable en L?*(£2) en el tiempo 7. W
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