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FOLIACIONES DICRfTICAS SIN SINGULARIDADES
DESPUES DE UN BLOW-UP

Renato Benazic Tomé!

Resumen.- En el presente trabajo estudiamos foliaciones definidas por cam-
pos vectoriales holomorfos con singularidad aislada en el origen del tipo di-
critico, cuyo transformado estricto no presenta singularidades y que satisface
la T-condicién. Probaremos que esta familia es abierta y densa y daremos for-
mas locales de todos los puntos del divisor.

Palabras claves: Foliaciones singulares por curvas, Foliaciones con singulari-
dades Dicriticas, Campos Vectoriales Holomorfos. Reduccion de singularidades.

DICRITIC FOLIATION WITHOUT SINGULARITIES
AFTER A BLOW-UP

Abstract.- In this paper we are going to study foliations defined by holomor-
phic vector fields with isolated singularity in the origin with dicritic type, which
strict transformed doesn’t present singularities and satisfies the T-condition.
We will prove that this family is open and dense; also we will give local forms
of every point of the divisor.

Key words: Singular foliations by curves, Foliations with dicritic singulari-
ties, Holomorphic vector fields. Reduction of singularities.

1. INTRODUCCION

n '
Sea Z = Z Zj—a— un campo vectorial holomorfo definido en una vecindad abier-
z.
j=1 7
ta U C C™ del 0 € C™. La Fcuacion Diferencial Ordinaria asociada a Z es el sistema

Zi = Zl(zl,...,zn)
Zé = ZQ(ZI,...,ZR)

(1)
o= ZH 2|
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endonde T € Cy z; = %—;—1— Las soluciones de (1) definen una foliacién singular por
cufvas complejas del abierto U, la que denotaremos por Fz, sus elementos son llamados
hojas. Una parte sumamente importante de la Teoria local de las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias consiste en determinar el comportamiento geométrico de las soluciones (1) (es
decir las hojas de Fz) en una vecindad del origen. En el presente trabajo, vamos a dar las
formas locales de una familia de campos vectoriales holomorfos Z con singularidad aislada

y cuyo transformado estricto no presenta singularidades. Probaremos que esta familia es

suficientemente grande, en el sentido que es abierta y densa.

2. ALGUNAS DEFINICIONES

A lo largo del presente trabajo, usaremos frecuentemerte la notacién de los multi-
indices. Un multi-indice es una n-upla de nimeros enteros no negativos Q = (qi, - - ., Gn),
su norma |@Q| se define como |Q| = g1+ -+ ¢gn y si z = (21,...,2,) € C" entonces

denotaremos 2% = 2§ - - - 29",

Sea Z = Z Zja_z un campo vectorial holomorfo definido en una vecindad abierta
; J

U C C" del 0 € C". Usando las notaciones anteriores, como cada Z; es una funcién holo-
morfa de varias variables complejas entonces Zj-a.dmite un desarrollo en serie de Taylor

en una vecindad del 0, i.e.

Zi(2) =) a;q% = > a0 | =) Zf(2)
k=1

(o o]
Q=1 k=1 \|QI=k

en donde los Z(z) = Z aj02“ son polinomios homogéneos de grado k en las variables

|Ql=k
complejas 2y, ..., 2.

El orden de Z; en el 0, denotado por ordo(Z;) es, por definicién, el menor nimero
entero positivo v; tal que Z} =0,... Z;j_l =0y Z; #0. El orden del campo Z en 0 es

por definicién, el minimo de los 6rdenes (en cero) de sus coordenadas, es decir

OI‘dQ(Z) = min {OI'd O(Zl): L5 2y ord O(Zn)}
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Observe que

ordo(Z)=ve=Z=2Z,+Zp+ =Y 7

k>v
donde Z; es el campo polinomial homogéneo de grado k cuyas coordenadas son ZF, es
decir

i 0
_ k9
j=1

Observe también que Z; es un campo polinomial homogéneo de grado uno, es decir, un

campo lineal que coincide con la derivada (compleja) de Z en 0 € C" y al cual se le puede

asociar su matriz Jacobiana (compleja)

r 87, YA
97 0) --- 57 (0)
Z'(0) = : ;
dZ, A
| 0% © - O0zn (0) i

Z'(0) es llamado parte lineal del campo Z.

Decimos que 0 € U es un punto singular de Z si y solo si ord ¢(Z) > 1, caso contrario
decimos ‘que 0 es un punto regular de Z. El conjunto de todos los puntos singulares de Z
serd denotado por Sing (Z).

Es bien sabido que si 0 € U es un punto regular del campo (es decir Z(p) # 0) entonces
el teorema del flujo tubular (ver [3], [12]) nos da un comportamiento local satisfactorio de
la foliacién en la vecindad del punto 0 (las curvas solucién pueden ser enderezadas). En
cambio si 0 € Sing (Z) el comportamiento local de la foliacién Fz alrededor del cero es
mucho m4s interesante y su complejidad esta intimamente relacionada a que tan grande
es el ord o(Z).

Si ord o(Z) = 1 entonces el campo Z tiene parte lineal no nula y para conocer el com-
portamiento geométrico de Fz en una vecindad del origen, pueden usarse los resultados
de linealizacion de Poincaré y Siegel o el Teorema de Dulac.

En cambio, si ordo(Z) > 1 entonces sé usan técnicas de reduccién del orden de la
singularidada través del blow-up, concepto que pasamos a explicar brevemente.

Sea E: U — U el blow-up centrado en 0 € C", entonces es conocido que existe una
finica manera de extender el pull-back E* (Fz — {0}) a una foliacién analitica F; sobre
una vecindad del divisor D = CP(n — 1) = E~}(0) C U de tal manera que su conjunto
singular sea de codimensién mayor que o igual a 2. En este caso decimos que }:z es el

transformado estricto de Fz por el Blow-up F.
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Decimos que 0 € C" es una singularidad no dicritica de Fz (o de Z) si y sélo si el
divisor D es invariante por F. En caso contrario, decimos que 0 € C" es una singularidad
dicritica de F.

En dimensién n = 2 existe un famosos resultado debido a Seidenberg (ver [10], [13])
el cual establece que después de un nimero finito de blow up, el transformado estricto
correspondiente sélo tiene singularidades con parte lineal no nula (orden 1). Este resulta-
do es conocido como teorema de reduccion de singularidades.

En dimensién n > 3 no se conoce atn un teorema general de de reduccién de singularidades,
aunque existen algunos resultados parciales: Cano (dimensién 3 (ver [5]), Camacho, Cano,
Sad, (dimensién n cualquiera pero con hipétesis de singularidad no dicritica absoluta-
mente aislada, ver [6]), Benazic (dimensién n cualquiera pero con hipétesis de singulari-
dad absolutamente aislada, ver [1]), etc.

En el presente trabajo, estudiaremos una familia de campos vectoriales holomorfos con

singularidad aislada en el origen y cuyo transformado estricto no presenta singularidades.

3. CAMPOS CUYO TRANSFORMADOS ESTRICTOS NO
TIENEN SINGULARIDADES

Sea Z campo vectorial holomorfo con singularidad aislada en el 0 € C" (es decir que
existe una vecindad del origen tal que 0 es la tinica singularidad de Z) tal que ordo(Z) = v,
luego Z = Z,+ Z, 41+ Z,4o++-+. Si 0 es singularidad dicritica de Z entonces no es dificil

probar que las siguientes condiciones son equivalentes (ver [2]):

1. 0 € C" es una singularidad de Z.

2. %7 — 27 =0,V1<i#j<n

0

n
3. Z, = P,_1R donde P,_; es un polinomio homogéneo de gradov—1y R = Z: %5
Peocey

es el campo radial.

Mis atin, si cualquiera de las tres condiciones anterioreses verdadera, entonces Sing (Fz)

es el conjunto de todos los puntos [21;...; z,] € D que son soluciones del siguiente sistema
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(n—1)n

de 5

+ 1 ecuaciones homogéneas:

Pv-l(z) =0

Se sigue que Sing (j:" z) = 0 siysélosiz=0 € C"eslatinica solucién del sistema anterior.
Denotaremos por D), al conjunto de todos los campos vectoriales holomorfos Z definidos
en una vecindad del origen de C" tales que 0 € C" sea una singularidad dicritica aislada de
Z ,mo(Z) =v y Sing (Fz) = 0. Observe que los elementos de D} son campos vectoriales
holomorfos que se desingularizan después de un blow-up. Este es un caso particular del

Teorema de Reduccién de singularidades de Seidenberg.

En el caso de dimensién n = 2, los elementos de D}, fueron estudiados y clasificados

por M. Klughertz (ver [8]).

4. INDICE DE INTERSECCION Y EL ORDEN DE TANGENCIA

Para cada Z'€ D}, Z = F,_1R& Z Zy, definimos la hiperficie algebraica T so-
k>v+1
bre D = CP(n — 1) como

TZ{[Z]_.,,Zn]ED: Pv—l(zla-",zﬂ)zo}

Vamos a probar que si p ¢ T entonces la hoja de la foliacién transformada estricta F z
que pasa por p es transversal a D. Para ello introduciremos el concepto de indice de

interseccion.

Sea p € D, sabemos que p es punto regular de Z , sea Lla hoja de F. 7z que pasa por
p. Desde que D y L son subvariedades analiticas de U de dimensiones complementarias y
p € DN L, podemos definir el indice de interseccion gl B E) de la hoja L con el divisor
D en el punto p. En efecto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que p esta en la

carta de U tal que el blow-up se expresa como

Eflyt, . Vo o8 htn, - - Yn—iln P ="(1;s 12
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n
En esta carta Fy es generada por el campo vectorial holomorfo Z = Z Zi— i3 , donde
: Ui
i=1
Zi(y1, -~ 9n) Z [Zeni @) — %:Zin@)], 1<i<n-1

k>v

i Z (yrl'a""'a'yﬂ V 1(?‘ +Zyn-—u e

k>v

e¥=(y,-..,Yn_1,1). Desdeque p={g?,...,4°_,,0) es un punto regular de F , la hoja

L puede ser localmente parametrizada por una funcién analitica

a = (ala"'aan) : (DE,O) - (L,p)

(donde D, = {t € C; |t| < €} ) tal que

Desde que D = {y,, = 0}, definimos

~

1y(D, L) = ord o(axn,) (4)

es decir

ip(D, L) = m si y sblo si a,(t) = t™E,(t)

donde &, es una funcién analitica tal que &,(0) # 0.

Es claro que la definicién anterior es independiente de la eleccién de la parametrizacion

ozyquez‘p(D,E)zl,VpeD.

Se prueba que el indice de interseccién es un invariante topoldgico (ver [2]) y puede
ser geométricamente interpretado como el nimero de puntos de interseccién de L con una

pequeiia translacién {y, = ¢} del divisor D (ver [7]).

Existe otra definicién equivalente del indice de interseccién (ver [9], [4]). En efecto,
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sabemos que siempre es posible encontrar una funcién [ sobre U tal que

a) 7(0) =D

b) 0 € C es valor regular de

n k¢
Dado Z =y Zi%, definimos Z°(8) = B, Z'(8) = Y _ Z
i=1 A i=1

Z*+1(83) inductivamente por Z* (Ekﬂ(ﬁ)).

ap
Oy

y para k > 1 definimos

Definicién 4.1 Sea § una funcidn satisfaciendo (5) y suponga que Z € D). Para k € N

definimos el conjunto de tangencia de orden k, I'y(Z), como el conjunto de todos los

puntos p € D tales que

B) = 2 (B)p) = - = Z*B)p) =0 y Z*(B)p) #0

Es fécil chequear que la definicién de los conjuntos I'y(Z) es independiente de la elec-

cién de la funcién g satisfaciendo (5). El siguiente resultado justifica la razén por la cual

~

los conjuntos ['y(Z) reciben el nombre de conjunto de tangencia de orden k.

Proposicién 4.1 Con las notaciones anteriores, tenemos

p € Tx(Z) siy sdlo siip(D,L) =k+1

Prueba. En la carta de U tal que el blow-up se expresa como

RN Ly Yea el Lo SR s s (2,7, 0009,

el divisor es dado por D = {y, = 0}, por lo tanto tomamos 8 como B(y1,--.,Yn) = Yn-
Seape Dy Lla hoja de JA-:Z que pasa por p, para « definido como (3) tenemos que
an(t) = Blalt)) = Z°(B)(a(t)). Suponga, por induccién, que o®(t) = Z4(8) (1)),
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entonces

Conclufmos que o¥(0) = Z*¥+1(8)(p), V k € N. Por tanto

peluZ) «— FEE=0 0<j<k) y Z*(B)(p)#£0

= a?0)=0 (0<j<k) y afD0)#0

n

De la proposicién anterior se desprende que los I'x(Z) son subconjuntos de D disjuntos
dos a dos y su unién es igual a D. Observe que dado p = (3,...,y8_,,0) € D, de (2) y
(3) se tiene que

o (0) = Bl s con 30 5: 1)

Por tanto

io(D,[)=1<=peD-T L es transversal a D

Concluimos que I'g(Z) = D —T tal como afirmamos al inicio de la seccién. Por esta razén

T recibe el nombre de hiperficie de tangencia.

Para caracterizar los puntos de tangencia de orden k& > 1, introducimos las hiperficies

algebraicas

s® = {p = [21;.. ;2] € D; ZFF(B)(p) = o}

Observe que para k = 0, un facil calculo demuestra que SO =T

Proposicién 4.2 Sea k € Z* yp € SO NS A...N Sk entonces

in(D,L) = k+1 siy sélo sip ¢ S®

Prueba. Se sigue directamente de la Definicién (4.1), la Proposicién (4.1) y teniendo en

cuenta la definicién de las hiperficies algebraicas 5@, O
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n

Corolario. Para cualquier Z € D, tenemos

TW(Z)=(SONsSWn...ns¢-D) —g®  vEezt

Deseamos observar que el corolario anterior caracteriza los puntos de tangencia de
orden k£ > 2 en términos de las hiperficies 5’{0),; .., 8% Por ejemplo los puntos de tan-
gencia de orden 2 estan caracterizados por pertenecer a T — S(l), los puntos de tangencia

de orden estdn caracterizados por pertenecer a (T N S(l)) —52 e

5. ESTRUCTURA LOCAL DE LA FOLIACION TRANSFORMADA
ESTRICTA ALREDEDOR DE LOS PUNTOS DEL DIVISOR

De acuerdo a [9], tenemos la siguiente definicién.

Definicién 5.1 Sea B una funcion satisfaciendo (5). Decimos que Z € D] satisface

la T-condicién si y sélo st para cada entero 2 < s < n, los mapeos

i (ﬁ, Z(8),. .., 25—1(5)) .C" - C*

tiene a 0 € C° como valor regular.

Observacién: Si Z € D] satisface la 7-condicién entonces I'y(Z) =0, V k > n.

Existe una caracterizacién de la 7-condicién en términos de las hiperficies algebraicas

S
Proposicion 5.1 Sea Z € D], se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. 0 € C? es un valor regular de ®y = (ﬁ, 7 (ﬁ’)) : C" — C? siy sdlo si la hiperficie

algebraica S ©) = T no tiene puntos singulares.

2. 0€C*® (3<s<n) esun valor regular de 5 = (ﬁ, ZY6),..., 23*1(6)) :C" — C®

si y sdlo si las hiperficies S©, SO . 862 eg transversal.

Prueba. De la definicién de las hiperficies algebraicas SV, se desprende inmediatamente
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que
2710)=89nsVn...nsE2A vs>2

8

n
~ ~ 0
Por otro lado, como B(y) =y, vy Z = ZZV@?’ entonces
j

=1

ks e 1 A
"B=S z—L=2,
(8) ; =

= -Pv—l(yla ceeyUn—1, 1)
D

y por tanto la restriccion Z3 (8)

Se sigue que 0 € C? es un valor regular de ®; = (,6, v l(ﬁ)) :C" — C*si y sélo si la

matriz
0 0 1
%)= | 92'p) . 97'B) 9Z(p) |
O n—1 OYn ’

tiene rango maximo para todo p € ®;1(0) = S si y sélo si el vector

92(B) 8Z(B)
(—gyl—(?),---:m(l?)) #(0,...,0)

para todo p € S siy sélo si S no tiene puntos singulares. Esto prueba la parte 1)

Por otro lado, sea s un entero fijo tal que 3 < s <nmyseal <k < s— 1. Tenemos

que 0 € C° es un valor regular de ®, = (ﬁ, 51()@), ... ,ZS_I(B)) :C" — C*siysélosila

matriz ) )
0 0 1
0Z'B) . 9Z'(B) 9Z'(P)
o (p) = th ay’:’**l a'f’” (p)
0Z°Np) . 0Z(B) 9Z7M(p)
L Byl ayn—l ayn -

tiene rango maximo para todo p € ®;(0) si y sélo si los vectores

021 (B) 02 (B)
{( 01 (Pheees OYn-1 (p))}l'(j*f.n

son linealmente independientes para todo p € ®;%(0) si y sélo si ;M . 562 ge

intersectan transversalmente para todo p € ®,*(0). O
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Proposicién 5.2 Z € D] satisface la T-condicion si y sélo si SO no tiene puntos

singulares y S*=2 es transversal a (S(O) FS®E e S{k_3)), V3<k<n.

Prueba. Es una consecuencia inmediata de la Proposicién (5.1) y la definicién de 7-

. condicion. O

Proposicién 5.3 Genéricamente, las hiperficies S©©, W s0) V1<j<n-2)

definidas por el campo vectorial 7 , donde Z € Dj;, son no singulares.

Prueba. Como sabemos, las hiperficies S, S® U son algebraicas, compactas y son

dadas por
S(i—-l) = {p —r [zl; L LI ;Zn] € D; Zi(ﬁ)(p) = 0}

Es suficiente entonces probar la proposicion considerando superficies algebraicas definidas
por

f(Zl,...,Zn)=0

donde (z1,...,2,) € D.
Observamos que las perturbaciones seran dadas por campos vectoriales en D}, con

la finalidad de obtener reultados en $®, 5™, SU). Sin pérdida de generalidad, podemos

ﬂ{g—fi(xv)=0}

i

suponer que

es un conjunto discreto y compacto. Luego existe A € C, A # 0 con |A| > 0 suficientemente

pequeio, de modo tal que

1. La superficie f(z1,...,2,) — A = 0 es no singular.
2. Las superficies f(z1,...,2,) =0y f(z1,...,2,) — A = 0 son cerradas en la topologia
usual.
Esto finaliza la prueba. 0
Proposicién 5.4 Genéricamente, las hiperficies S©, 50 . SV W 1<j<n—2)se

intersectan transversalmente.
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Prueba. Usaremos induccién. Empezamos probando que, genéricamente la interseccion

entre ¥ y SM) es transversal.

tenemos

Por definicién, dado 7= Z Z: 63 5
i=1 i

5O = {pe D; 2(B)(p) = 0} = {p € D; P,y = 0}

s0 = {pe D; Z2(B)(p) = 0} = {p € D; ;Zag”_l = 0}

Yi

S© v 8O son superficies compactas de codimensién uno en D. Usando la Proposicién
(5.3), podemos suponer también que S© y S no tienen puntos singulares. Consideremos

la interseccién ) = $©@ NS ¢l cual también es compacto en D.

Vamos a considerar perturbaciones que preserven S@. Supongamos, por el absurdo,
que S© no intersecta transversalmente a S%. Tomemos p € oM sin pérdida de general-

idad podemos suponer que p = (0,...,0) € D, (fl(ﬁ))’ (p) = (1,0,...,0) y
(229) ) = 00.....,0).

Si denotamos Z, = Z+e€zy2, —, entonces un facil calculo muestra que Z.=7+ €Yo

0
Observe que Z; (6) = Z'(B) y 23(/9) = Z*(6) + cyzaiy(lﬁ)

~ !
e = 80 N S pero ain p € V), (Zl(ﬁ)) Gl =150, o0 Oy

. La interseccién ahora es

(E@M@:@mg@+g2@@£;

=0( 6050011 0)

, vecindad de p restringida a 90(1) los campos
1
Pe
~ ! v /
vectoriales (Zel (ﬁ)) y (Zf ([3)) son linealmente independientes. Como ¢! es un conjunto

Esto significa que a lo largo de V,

compacto entonces usamos un nimero finito de tales perturbaciones y obtenemos que SO
y S son transversales.

Supongamos por induccién que la interseccién de S©@, W . U=V (1 < j<n-2)
es transversal. Consideremos ahora la superficie no singular SV, si ella no es transversal
a SO N...Nn 85U denotamos p¥) = SO n...NSUD N §U) ¢] cual es compacto. Si
pE cp(j) entonces

(76) =30 (76) 0

=1
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donde «; € C. Podemos suponer que p = (0,...,0) € D, (Z*(ﬁ)) (o) =:(d; ;2 a0, 0,0),

i 0Z, b
Zin(p) #0y o “(p) =a; #0,1<i < j.

%, d
Denotando Z, = Z+ez), 24 5, eutonces Z.=12 +ey] +1£' Observe que también
J J

sethone Z2(6) = 2(6) y 2(9) = 2(0) + et} 5 ¥

~

o p |
20 = 20 + @G+ L B sk
J

donde CZ™ son funciones analiticas. La interseccién ahora. es
oW =85O nsn...n Se(j)

la cual atin continua pasando por p. Note que se tiene

(Z46) = (2*®) @), 1<k%;

(Z1) ) = (Z79) @) +iZiml )‘Zj )7

, vecindad de p restringida a gp , los campos
()
Pe

. / _ 7
vectoriales (Z 1(/3)) —— (Zé”'l (ﬁ)) son linealmente independientes. Como ¢! es un

Esto significa que a lo largo de V),

&

conjunto compacto entonces usamos un nimero finito de tales perturbaciones y obtenemos

que la interseccién S N --- N SY es transversal. Esto finaliza la demostracién. a

Denotaremos por D}}(7) al conjunto de todos los campos vectoriales holomorfos Z € DJ!

que satisfacen la 7-condicion.
Teorema 5.5 D] (7) es abierto y denso en D).

Prueba. Es claro que D (7) es un subconjunto abierto de D}. La densidad es conse-

cuencia de las Proposiciones (5.3) y (5.4). O

Observacién: El Teorema (5.5) nos dice que todo campo vectorial Z € D! puede ser
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perturbado de tal manera que su hiperficie de tangencia sea no singular (en particular
irreducible) y tal que sélo existan puntos con orden de tangencia 1,2,...,n. Mds ain,
todos los puntos de orden de tangencia j (2 < j < n) estdn caracterizados por pertenecer

a intersecciones transversale de hiperficies algebraicas.

Finalmente, exhibir formas normales locales de todos los puntos p € D de un campo
vectorial holomorfo que satisface la T-condicién. Como es de imaginarse, esta forma local
depende del orden de tangencia.

~

Teorema 5.6 Sea Z € D(7). Si po € ['v(Z), entonces podemos encotrar coordenadas

locales t,zy,...,Tp—1 en una vecindad U de Po, que se anula en py tal que
= 9 '
1. Z| =—
i ot

2. DNU es dado por 31(0) donde
k-1 .
¥ = (@) +)_ z;(p)(tp)) ™
j=1

En el caso real, el Teorema (5.6) fue probado independientemente por Percell (ver
[9]) y Sotomayor (ver [11]) usando el Teorema de Preparacién de Malgrange-Mather. En

nuestro caso, la prueba del teorema se sigue del Teorema de Preparacion de Weierstrass.

Observacién: Cuando Z € D3(r), del teorema anterior se tienen las siguientes posi-

bilidades:

1. Sipy € I‘O(Z ) entonces el divisor D en la vecindad D N U de po es dado por

DNU = {(t,z1,32); t = 0}

2. Sipg € I'1(Z) entonces

Dﬂﬁ == {(t,.’l’:l,iﬂg); t2+.’[)1 = 0}

3. Sipg € I'y(Z) entonces

DA = {(t,:cl,:cg); 3+ 1, +3:2t*:0}
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En todos los casos, en la vecindad U de po la foliacién F z viene es la inducida por el
campo constante (1,0,0). Esto nos da un comportamiento geométrico local satisfactorio

en la vecindad de cada punto del divisor.
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