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SOLUCION LOCAL PARA UNA ECUACION
DEL CALOR DEGENERADA NO LINEAL

Tedfanes Quispe Méndez!

Resumen.- En el presente trabajo, estudiamos la existencia de las soluciones
locales del problema mizto para un tipo de ecuacion del calor degenerada no
lineal con una funcion de Lewis generalizada.

Palabras Claves.- Solucidn local, Ecuacion del calor degenerada no lineal,
Método de Galerkin, Método de estimativas de Tartar, Fcuacidn de evolucidn.

LOCAL SOLUTION FOR A NONLINEAR
DEGENERATE HEAT EQUATION

Abstract.- In present work, we study the existence of the local solutions to the
mized problem for a type of nonlinear degenerate heat equation with a gene-
ralized Lewis function.

Key Words.- Local solution, Nonlinear degenerate heat equation,Galerkin
method, Tartar estimates method, Evolution equation.

1. INTRODUCCION

En este articulo consideramos el siguiente problema de valores iniciales y frontera con

una funcién de Lewis generalizada a(z,t):

a(z,t)u, — B(t) Auy — Aju=f(u) ,z€Q,t>0,
u=0 Lz €00, t>0, (1.1)
o) vtbe o) A=

donde € es un conjunto abierto y acotado de R™ con frontera bien regular 92, A es el
operador laplaciano, a(z,t) es una funcién real positiva para z € , t > 0, 5 (t) es una
funcién real positiva para t > 0, f(s) es una funcién real no lineal para s € R, y el

operador p-laplaciano —A,, definido para p > 2:
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Las ecuaciones de tipo (1,1) son utilizadas para modelar diversos fenémenos y procesos
en mecanica, fisica, tecnologia, biologia y muchas otras dreas. Por ejemplo, describe el pro-
ceso de conduccién en plasma, filtracién de gases y liquidos en medios porosos, reacciones
quimicas, procesos de crecimiento y migracién de poblaciones y entre otros [10].

En el caso p = 2, la ecuacién en (1,1) se reduce a la ecuacién cldsica del calor, y
ha producido sobre ello una literatura bastante impresionante en cuanto al estudio de
existencia y no existencia de las soluciones globales, y las propiedades de estas, citamos
algunos de ellos [2,3,9,10,11,12]. El caso p > 2, no se tiene muchos resultados conoci-
dos. Tsutsumi [13], obtiene existencia y no existencia de la soluciones globales con los
métodos de aproximacion de Galerkin y del pozo potencial, cuando @ = 1, f =0 y
f(u) :==+u""t0 > 2. Messaoudi [5], obtiene singularidad en tiempo finito con energia
inicial no positiva con el método de concavidad, cuando a = 1y 3 = 0. Zhou [14], obtiene
singularidad en tiempo finito con energia inicial positiva restringida y con energia inicial
no positiva con el método de concavidad, cuando 3 = 0.

En este trabajo probaremos la existencia de las soluciones locales del problema (1,1).
En la prueba utilizaremos el método de Galerkin [4] y las estimativas de Tartar [12], y las

estrategias seguidas por Tsutsumi [13], Quispe Méndez [7, 8] y Gao and Ma [1].

2. PRELIMINARES

En esta seccién daremos algunas notaciones, conceptos y lemas sin demostracién que
seran utilizadas en el desarrollo del presente trabajo.

Sea € un conjunto abierto y acotado de R™ con frontera bien regular 9§2. Denotamos
el producto interno y la norma de L* (2) y LP (2), con (,,.) y | . |,,, respectivamente, para
1 < p < oo. Ademss ((.,.)) v ||.||, denotardn el producto interno y la norma de Hg (),

donde ((u,v)) := [, Vu(z) - Vu(z)dz es la forma de Dirichlet. En el espacio de Sobolev
L

P P

p>

Sea X un espacio de Banach, 0 < T < coy 1 < p < co. Representamos con LP (0,T"; X)

W, P () usamos la norma

ou
8.’132'

i=1

[ully, = (Zn:

al espacio de Banach de las funciones vectoriales u : |0,7[ — X tales que son medibles
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y |ju(t)||x € LP (0,T'), con la norma

. ;
T ( / Hu(t)llidt) o sl

”u“LO‘J(O,T;X} = sup ess|ju(t)]|x , p=oo.
0<t<T
Similarmente, cuando 0 < T' < oo, representaremos con C° ([0,77]; X) al espacio de

Banach de las funciones continuas u : [0,7] — X, con la norma

||UHCU({0,T1;X) = sup [lu(t)]y -
0<t<T

Denotamos v := v, y v (t) (z) == v (z,1).

Hipétesis. Imponemos sobre las funciones reales « (z,t), 8(¢) y f (s) las siguientes condi-

clones:

(H1) @ € Wb (0,00;L* (Q)) v a(z,t) > ap > 0, V(z,t) € Q x [0,00[, ag es una

constante.
(H2) B e Wh*(0,00) y B(t) > 5o >0, Vt > 0, B es una constante.

(H3) f € C°(R) y existe una constante positiva Cp tal que
If ()] < Cols|”™, Vs €R,

donde2$p<o<l’m}a.

Lema 2.1 (Desigualdad de Sobolev-Poincaré [2].) Para cada funcidn u € Wy™® (),

se tiene

[ul, < Bollul,,,,

dondelé'r’f%8i1§p<ny1§’r<003?§1§n§p.LaconstanteBodepende

solamente de 2, n, p y r.

Lema 2.2 (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg [2].) Para cada funcidnu € Wy (),
p>1yq>1, se cumple

lul, < By [lullf, lul™,
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donde

(1 1) (1 1 1)—1
L fedated 3 eod b e
q r n p 4q

(1) parap>n=1,¢<r < oo;
(i) paran>1lyp<n,g<r< B sig< 2 y B <r<gsig> B
(443) parap=n>1, g <r < 00;

(iv) parap>n>1,¢<r <00

La constante B, depende solamente den, p, q y r.

Lema 2.3 (Desigualdad Generalizada de Gronwall [6].) Sea f : [0,00[ — [0, o0[
continua, g : ]0,00[ — |0, 00 continua y no decreciente y sea C una constante positiva,

tal que satisface la inecuacion diferencial

ft) < C+£tg(f(s))ds , Vt € [0, 00].

Entonces

fit) <G YT,) < oo, Vt€[0,T.],

para cualquier nimero fijo T, < G(o0), donde
t .
d
G(t) ;zf 2 Ve[ 0.
g(s
Mids ain, si G(oco) = oo, entonces
f&) <G7H(t), Ve [0,00] .
Lema 2.4.El operador p-laplaciano —A, es acotado, estrictamente mondtono, semicon-
tinuo y coercivo de Wy? () en W14 (Q),

(—Apu,v) = / \VulP~> Vu - Vudz, Yu,v € WaP (Q)
Q
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[(=Apu, )| < Jullf, ol Yu,v € Wy (),
donde W4 (Q) es el espacio dual de Wy (Q) yp~' + ¢~ = 1.

Lema 2.5 (Desigualdad de Young ).Sean 1 < p,q < co y p~' + ¢~ = 1. Entonces

P B
<@ +Z vab>0.
P q

Lema 2.6 (Aubin-Lions ) [4]. Sean By, By y B tres espacios de Banach tales que
By — B — By, By y By reflexivos, y By < B. Sea

W:={velL™(0,T;By); v € L' (0,T; By)},
donde 0 < T < 00, 1 < pg, p1 < 00, con la norma definida por

“U”w = “'UHLpo(o,T;BO) + ”U’”LPI (0,T;B;) *

Entonces W es un espacio de Banach y W < Lo (0,7 B).

Lema 2.7 (Lions) [4]. Sea @ un abierto acotado de R? x Ry, {g,} v g funciones de
L1(Q), 1 < g < oo, tales que

l9vllzo(q) < const, VweN 'y g, —g ctp. enQ.

Entonces

g, —g en LI(Q).

Definicién 2.9. Una funcién u: Q x [0,T] — R es llamada solucidn del problema (1,1)

sobre [0, T si satisface las condiciones (1,1)s — (1,1)3 y la igualdad

a(z, t)u — B (¢) Aue — Apu = f (u) en L*(0,T; W H1())),

1

donde p~t 4+ q71 = 1.
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3. EL RESULTADO PRINCIPAL

En esta seccién estudiaremos la solucién local del problema (1,1) utilizando los méto-

dos de aproximacion de Galerkin [4] y las estimativas de Tartar [12].

Teorema 3.1 (Existencia Local). Supongamos que las funciones a, 8 y f satisfacen las
hipétesis (H1) — (H3), respectivamente, y que ug € Wy” (). Entonces existe un nimero

positivo Ty tal que el problema (1,1) admite una solucidn u sobre [0, Ty tal que

ue L™ (0,Ty; WP () v ' € L2(0, To; HE () . (3.1)

Demostracién. Procedemos en cinco etapas.

. . . . 1:
Soluciones Aproximadas. Sea {wy} un sistema completo de funciones en W,* (Q2). Sea
Vin = [w1, wa, ..., wn,] €l subespacio generado por las primeras m funciones wy, wy, ..., Wy,
de {wi}.

Sea

o () = 3 9m (8w

las soluciones aproximadas en V;, del problema (1,1), donde las funciones g;m, (¢), j = 1,2, ..., m,
son determinadas del siguiente problema en ecuaciones diferenciales ordinarias, para

w € Vi

(a(t)upn (8), w) + B(E) (=Auy, (2) ) + (=Bptm (£) , w) = (f (um (1)), w),

Um (0) = Uom,

(3.2)

donde

m
Uom = 3 GojmWi, Uom — U fuerte en WyP(Q), (3.5)
j=1

El sistema de ecuaciones ordinarias (3,2) tiene una solucién local en el intervalo [0, T,,,[.
Las siguientes estimativas a priori nos permitira extender la solucién u,, a un intervalo

[0,T5] independiente de m.
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Estimativa a Priori I. Tomando w = wu;,(t) en (3,2), obtenemos

i @I + e (DIF,

= (Flum (), Um(8) + 5 (0O (8) (1))

De (3,4), resulta

o)+ i (D2 =t (), 0 (2)

+ % (& (B)um(t), um(t))

+ 26(8) um ()P,

donde

£) = [/ @m0, + 602) um ()1

Por la hipétesis (H3) y la Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg, tenemos

|(f (um (£)), um (£))] < Co Jum (2)1

& 0
< CoBY |[um ()75 [um (¢ HlE*,

donde
(c—2)n

= — ]
np + 2p — 2n

o(np+2p—2n)— (o —2)np

&9 i=
2 2 (np + 2p — 2n)

>i0;

Aplicando en (3,7) la Desigualdad de Young, resulta

(o (€ n(®)] < 5 i (O + 561 i (O3

&k

donde (53 > 1 Y Cl = 2—2 [CoBU (2}051) ]
Por las hlpOtBSlS (H1) — (H2), se tiene o' (z,t) < {|&[| poo(g 00:z00(q)) ©-1-P- PaTA
(z,t) € @ x [0,00[ ¥ B'(t) < |16ll oo(o,00) C-t-P- Para t € [0, 00[ . Tenemos

(@ (8 (2), m(2)) + B'(1) um ()” < Cap [[um(®)3 + lum(®)1] ,

(3.4)

(3.5)

(3.7)

(3.8)

(3.9)
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Por los resultados (3,8) y (3,9), de (3,5) conseguimos

L om(®) < O [fum O + hem (O + lum )] (3.10)

donde C; := méax {C}, Cyp}. También por (H1) — (H2) y (3,3), resultan

9 1

|t (8) 5 + [[um (2)]* < yom (t). (3.11)

min {ap,Bo

[/aOon), + B0) lonl” = o (0) < G, (3.12)

donde ('3 es una constante positiva independiente de m.

Por (3,11) — (3,12), integrando (3,10) sobre [0, t], obtenemos
t
Un () <O+ K [ [45(5)+ ¥ (9 s, 3.13
0

donde
Ym () == |um(t)]5 + lum(®)II*,

i Cs y K= L_.
"~ min {ao,0} " min {0}

Consideremos las funciones

g(s) =K (s®+s) vy G(t):=L%.

Observemos que la funcién g (s) es estrictamente creciente y concava hacia arriba para

1 1
todo s > 0, por ser d3 > 1. Desde que WS) < 7 Vs > C, resulta

1

G (00) < K (65 —1) 01"

(3.14)

Por (3,14) y la Desigualdad Generalizada de Gronwall, de (3,13) existe un nimero

Ty > 0 y una constante positiva C4 independientes de m tal que
[um(®)2 + lun(®I < Cy, ¥t € [0,T). (3.15)

Observemos que 0 < Ty < G (00) y Cy := G~ (Ty).
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Estimativa a Priori II. Tomando w = u;,,(t) en (3,2), obtenemos

)+ [Vt ()] + 802) e ()1 =0, (3.10)
donde
1 — | F(u t))dx
E@) = Tn O, — [ F(om (58}
y

F(S)tz/:f({:)df

Integrando (3,16) sobre [0,%], resulta
It
B+ |
0
1

B©) =~ luoml, ~ [ F (uom (2)) da

i @) ds+ [ 86) un @ s =E©, (317

donde

Por (3,3), se obtiene
E(0) < Cs,

donde Cj es una constante positiva independiente de m. De (3,17), obtenemos

;Hum 2+ )tds

+fo s) |lul, ()] ds < Cs + [, F (um (2, 1)) da.

(3.18)

Por la hipétesis (H3), y las Desigualdades de Gagliardo-Nirenberg y Young, resulta

1P (201 do < =2 fum (0

1
< 55 llum ()13, + Cs |um (£)[27 (3.19)
LE)
donde d3 := >1y Cg = —QB" (2p61)°* | ™. Por hipétesis (H1) — (H2), (3,15) y
i 5

(3,19), de (3,18) se obtiene
o (2 /hi b@+fH%GH%<GhW€mR] (3.20)

donde C; es una constante positiva independiente de m.
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Por el Lema 2.5 y (3,20), resulta
H_A.'Pum (t)H—j_,q S CS? Vt = [O) TO]a (321)

donde p~' + ¢! = 1 y Cg es una constante positiva independiente de m.

Pasaje al Limite. De las estimativas (3,15), (3,20) y (3,21), tenemos que

{um} es acotada en L* (0, To; W, * (Q)), (3.22)
{un} es acotada en L™ (0, Ty; Hy (), (3.23)
{um} es acotada en L (0, Ty; L* (), - (3.24)
{ur,} es acotada en L? (0, Ty; L? (Q2)), (3.25)
{ur,} es acotada en L* (0, To; Hy (), (3.26)

{—Apum} es acotada en L (0, To; W11 (Q)), (3.27)

donde p~! + ¢! = 1. Por (3,22) — (3,27), existen subsucesiones {u,} y {u.} de {un}y

{ul,}, respectivamente, tales que

u, > u en L®(0,To; Wy? (), (3.28)
u, >u en L™ (0, To; H () , (3.29)

u, Su en L®(0,To; L2()), (3.30)

u, =o' en L?(0,Tp; L* (), (3.31)

u, > u' en L?(0,To; Hy (), (3.32)
—Apuy, = x en L®(0,To; W17 (). (3.33)

Desde que L (0, Ty; HE () — L2(0,To; HX (Q)) v HE(Q) <> L2 (), aplicando el
Lema de Lions-Aubin, de (3,29) y (3,31) resultan

u, — u fuerte en L? (O, Tyl (Q)) (3.34)
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u, —u ct.p.en Qx[0,Tp]. (3.35)

Usando la hipétesis (H3), (3,22), (3,24) y (3,35) vemos que

To - TU
/ / |f (wy (z,1))|7T dadt < / Co [uy (t)[7 dt
0 ) 0

PR | » 24

=3/ Iz [ ()17 + Ch [ (D)5 | dt

<Gy (3.36)
.4

f(uw)— f(u) ct.p.en x[0,Tg]. (3.37)

Por (3,36) — (3,37) y el Lema de Lions, se deduce que

flw)— f(u) en L7 (O,TG;L:% (Q)). (3.38)

De las convergencias (3,28) — (3,33) y (3,38) por pasaje al limite en la ecuacién

aproximada (3,2), resulta
To
| (attru =50 8 +x £ (), vt =0,
0
para cada v € L? (0, Ty; WyP (€2)), es decir
a(z, tyu, — B(t) Aug+ x = f (u) en L?(0,Ty; W14 (Q)), (3.39)

donde p~t +¢7 1 =1

Probemos que x = —Apu. Sea A := —A,. Tomando w = u, (t) en (3,2) e integrando



sobre [0, ¢], obtenemos

wadﬁwﬂﬂmwifﬁmﬂn 1 (5))ds

~ 5 |Va@u o 1——ﬂ)mmmﬁ

ﬂ“ﬁm%%
4} 1/ (& (s)uy(s), uy(s)) ds

f B'(s) |luw (s j ds.

¥ '2"6 ”"'-'-"0:/“2

Por W,? () — L7 (Q), (3,28) y (3,38), se logran

u, = u en L7(Q) c. t. p. parat € [0, Tp]

(f (w (£)), un()) = (f(u(t)),ult)) . t. p. para ¢ € [0,Ty].

Por (H3), (3,22) y (3,24), resulta

|(f (uw (), ()] < Co lu (2[5

gimmn>+ ~C fuy ()2

< Cm, para t € [0, To] .
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(3.40)

(3.41)

(3.42)

De (3,41), (3,42), y el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, resulta

/ (f(uy (8)), un(s))ds — / ))ds, para t € [0, Tp) .
0

(3.43)
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Por pasaje al limite en (3,40), haciendo uso de (3,43) y (3,39), obtenemos

b sup [ (A (), (69 s < [ Jim s (A 5) s () s
- [, utspas
—ﬁvr_' ]%—6 ) llu ()
+ 5|V, + 560) Juol?

1
+2/O (&'(s)u(s),u(s)) ds

+3 [ BOIEI s

= [ () utopas.

0

Para cada v € L? (0, To; W, ? (), definamos la funcién

il ;:/0 Gt B5) 59950 (o) g (BT L0 (81} S, “pan £ [0, T

Por la monotonia del operador A, ¢, (t) > 0, Vt € [0,T}]. Por (3,44), (3,28)
resulta

0 < lim sup ¢, (f)

V—00

= fo lim sup (Au, (s) — Av(s),u, (s) — v (s))ds

V—020

S/t(X(S)—AU(S),@L(S)—U(S))&’S
0

(3.44)

y (3,33),

(3.45)

Tomando v = u — Aw en (3,45), donde A > 0y w € L? (0, To; Wy * (), se tiene

[ = A 2w, w ) as 20

Desde que A es un operador semicontinuo y haciendo tender A — 0, logramos

/Oz(x(s)-flu(s) w(s))ds >0, Yw e L (0, To; Wy " (2)) .

De aqui resulta x = Au.

El dato inicial se verifica de modo estandar. Con todo esto concluye la demostracién
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del Teorema 3.1. 4

Usando argumentos similares que en la prueba del Teorema 3.1, se obtienen los siguientes

dos teoremas.

Teorema 3.2. Supongamos que las funciones a y f satisfacen las hipdtesis (H1) y (H3),
respectivamente, = 0 y ug € Wy (Q). Entonces existe un nimero positivo Ty tal que el

problema (1,1) admite una solucidn u sobre [0, 7o) tal que

ue L™ (0, To; Wy () v o € L?(0,To; L* () .

Teorema 3.3. Supongamos que las funciones 3 y [ satisfacen las hipédtesis (H2) y (H3),
respectivamente, a = 0 y ug € WO1 P(Q). Entonces existe un mimero positivo Ty tal que el

problema (1,1) admite una solucion u sobre [0, Tp] tal que

we L* (0, To; Wo? () v o' € L2 (0, To; Hy () -
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