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CONTROL EN LA FRONTERA LIBRE DE UNA
VIGA VISCOELASTICA CON MEMORIA

Yolanda Silvia Santiago Ayala' & Santiago César Rojas Romero ?

Resumen: Usando la Teoria de Semigrupo probamos la existencia de solucion global
de la ecuacién de la viga con memoria, esta viga esta fija en uno de los extremos y en
el otro dotado de un control f. También , usando técnicas multiplicativas, funcional de
Lyapunov, sistemas dindamicos y algunos resultados de Datko, Buck, mostramos que
la energia asociada al sistema decae a cero cuando t — +o0.
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CONTROL ON THE FREE BOUNDARY OF A
VISCOELASTIC BEAN WITH MEMORY

Abstract: Using Semigroups Theory, we prove the existence of global solution to the
viscoelastic bean equation with memory, this bean is having one side fixed and the
other one is provided of a control f. Also, using multiplication techniques, Lyapunov
functional, dynamic systems and some results of Datko, Buck, we show that the energy
associated to the system decays to zero when ¢ — 400, that means we get the stability
of the bean.

Key words: Viscoelastic bean, Control Theory, Stability of the bean.

1. Introduccién

Consideremos la viga viscoeldstica con memoria de longitud finita L, que se encuentra presa
en ¢ = 0 y libre en el otro extremo, en el cual suministraremos un control f. El material de la
viga es isotrépico e incompresible satisfaciendo las ecuaciones constitutivas tipo Boltzmann. La
ecuacion del movimiento que gobierna el proceso es

QUi — [PUsz|ez + @ % [FUze)ze = 0, (2,8) € (0,L) x R (1.1)
u(0,t) = u,(0,t) =0, t € R* (1.2)
[ruzs](L,t) + [0 * ruzg](L,t) =0, t€ R (1.3)
[rtiee](L, ) + [@ * (ruge)z)(L,t) = f(t), tc RT (1.4)
u(z,t) = wo(z,t) , (z,%) € [0,L] x (—o0,0) (1.5)
u(z,0) = uo(x), w(z,0) = uy(x), = € [0,.L] (1.6)

donde, estamos adoptando la hipétesis de Bernoulli, i.e. eliminamos la inercia rotacional de las
secclones transversales. u(a,t) representan las desviaciones del eje neutral.

g(x), r(x) y a(t) son respectivamente, la densidad lineal, la rigidez flexural y el niicleo de relajacion
que representa la memoria del material. Consideraremos r v ¢ medible y esencialmente positivo
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en [0,L], r € Li(0,L), ; € Lo ¥ ; € La(0, L).
El Operador * representa la convolucién en el tiempo, esto es:

a' *b(L,t) = /.+OO a'(s)b(L,t — s)ds

Asumiremos a su vez que a es un nicleo regular finito triplemente convexo, i.e.
(i) a € C?|0, +o0)

(ii) a(t) =2 0,d'(t) <0,a"(t) >0, Vt > 0.

(iii) a(4+o0) :=ax >0,0a(0)=1

(iv) a(t) — ax € L1(0, +00)

Estudiaremos la existencia de solucién global y la estabilizacion de la viga del presente modelo.
Para hacer el estudio de la existencia de solucién usaremos la Teoria de Semigrupos (seccién 3).
Para la estabilizacion de la viga con control en la frontera, explicitamente nos interesa que la
energia viscoeldstica E(t) tienda para cero cuando ¢ — 400, esto depende mucho también de a la
memoria del material, a través del cual se puede ver reflejada la tasa con que decae, lo hacemos en
la seccién 4, donde usamos en principio técnicas multiplicativas, fun(:lonal de Lyapunov, sistemas
dindmicos y algunos resultados de Datko [4].

Uno de los trabajos pioneros en esta direccién son los de Dafermos [1], [2], [3] quien aborda
en detalle la existencia, unicidad y estabilidad asintética de la solucion para ecuaciones mas
generales de segundo orden.También debemos citar los trabajos [6], [9], [11], [14]. Problemas de
incremento de disipacion de la energia en funcién de una realimentacién de control en la frontera,
podemos encontrar en [7], [8], [10], donde son considerados otro tipo de nicleo, como por ejemplo.
[exp(wt)](a(t) —dx) 6 [exp(wt)]a’(t), en L1, con w > 0. Por otro lado, Desch and Miller [8] prueban
que la desviacién u(t) y la velocidad '(t) tienden a cero uniformemente con tasa exponencial
siempre que a(t) tienda a cero exponencialmente. De acuerdo al trabajo de MacCamy and Wong
[12] podriamos afirmar que si a(t) — d* no converge a cero exponencialmente, nuestro problema
(1)=(3) no podria estabilizarse uniformemente y exponencialmente. Podemos citar, también, los
trabajos de J. Rivera and M. Naso [13], Y. Santiago and J. Rivera [16] que ilustran como abordar
el comportamiento asintdtico de sistemas con memoria. Oras técnicas para el comportamiento
asintético pueden ser vistas en [15], [17]. Tépicos interesantes de Analisis Funcional ligadas con
las ecuaciones v conectadas a este estudio pueden ser vistos, por ejemplo, en [18].

2. Resultado Principal

Teorema 2.1. Sea m una funcién suave en (0,L) tal que m(0) = 0, m" > 0, y r, g dados al
inicio, mr, m'r, m"r, mq son absolutamente continuas y esencialmente acotadas, y

(i) p=2m'r — 3(mr) — 3L foﬁ('m”r) dxt > 1 casi siempre en [0, L],
(ii) 3(mq) + (1 = asx)q > & casi siempre en [0. L] para algin § > 0.

Supongamos que el dato inicial wy(s) = u(—s) satisface

wo() € Lo(IRT, ", VYN Ly(IRT,a(-) — as, V') (2.1)
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y (ug,v0) € V x H. Ademas de las condiciones (i)-(iv) para a(-) dadas al inicio de este trabajo,
asumiremaos que

4 .
/ (a(t) — as)t! dt < o0
0
Entonces la energia viscoeldstica E(t), satisface
(a) [y T E(t)dt < 0.
Si e (a(t) — ano) € Li(IRY) 0 si a(-) — ax = 0, entonces existen constantes G > 1, a > 0 tal que

(b) E(t) < Ge *'E(0).

3. Existencia y unicidad de solucién

Definimos:
H :=1,(0,L,q)

que viene a ser el espacio-Ly con peso (Energila Cinética ).
También definamos

Vi={ueH, u(0) =u(0) =0, ru" € H}

que representa el espacio de la Energia Potencial, y
W := Ly(R%,d,V)

es el espacio de las Distribuciones V—valuadas: w(.) de modo que ||w(.)||v € L2(IR",d’).
Defina el Operador L en H como

L:D(L) - H
u — Lu= 1(mL”)”
q
con dominio

1
D(L)={ue H,u v, ru", (ru”) son absolutamente continuas tal que —(ru”)" € H}.
q

Asi, L es maximal.
Sia=0y f=0 caemos en el caso puramente eldstico ' = 0 en R". Esto es

quit — [MUgz)ee =0, (z,t) € (0,L) x R* (8.1
u(0,t) = u.(0,t) =0, t € R* (3.2)
[ruz)(L,t) =0, te R* (3.3)
[Pge)o(L,t) =0, t € RT (3.4)
u(z, t) = wolx,t) , (x,t) €[0,L] x (—o0,0) (3.5)
u(x,0) = uo(z) , w(z,0) = ui(z), = € [0, L] (3.6)

De (3.1) obtenemos que —uy = [rue,|../q.

La conservacién de la energia eldstica del sistema (3.1)-(3.4) conduce a definir el Operador Ay
como Ay = Ly, , ., Le. Apu = Lu, Yu € D(Ay), donde D(Ag) = {u € D(L) tal que u(0) =
u'(0) = (ru”)(L) = (ru”)' (L) = 0} y asf Ay es Autoadjunta y positiva.

Obsérvese que Ayu = —uy v que (3.2)-(3.4) estan absorbidas en D(Ag).

En efecto Ay es Autoadjunta y Positiva,
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1. < Agu,u>p> 0, Vu € D(AH)
]‘ N g 1 AN
<Apuu>y = < =(ru")' u>y= —(ru") uqdx
q Jo ¢

L ' L
= ] (o) e = u(ru”)’“}—/ (ru")u'dx
0 0
5
= u(L)(-ru”)’(L)~u(0)('r“u”)’((})—f (ru")'u'da
i 0
= —(fru”)u’lé’ —{-/ (ru")u"dx
0
L
= ('ru”)(L)u’(L)+(1‘u”)(0)u’(0)+/ (ru")u"dx
i Jo
= / r(u")*dx > 0
Jo

2. < Agu,v >g=<u, Agv >y, Yu, v € D(Ay).

1 &y
<Apgu,v>g = < -(ru"),v>p= f =(ru")"vqdz
q o 4

L S
= / (ru"Y'vdz = (ru”" |§ — / C (rd"Y'dx
0 0
7
= (ru")(L)v(L) — (ru") (0)v(0) »-[ (ru")v'dz
i 0
= —Tu”u’|£+/ (ru")v"dx
0

L
= —(ru")(L)V'(L) — (ru”)(0)v'(0) +]0 ru"v"dx

L
= / ruv"dx
0

Analogamente, intercambiando u por v tenemos:

L
< Agv,u >H:/ ro"u"dx
0

luego < Apu,v >g=< Agv,u >g=< u, Aygv >p.
3. D(A) = D(A})

Ahora, usaremos el Operador Ay para interpretar en sentido variacional las ecuaciones (1.1)-(1.6),
y luego lo expresaremos como un Problema Abstracto en V*.
Problema variacional:

wy + Au—+a' * Au(t) + fo, =0 (3.7)
donde A es la extencidn de Ay, 07 es el 6 de Dirac concentrada en & = L.
Por otro lado definimos el siguiente Operador C'

C:V — R (3.8)
¢ — (L)
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entonces C' es lineal v acotada.
Por lo tanto C' admite una aplicacién adjunta acotada: C*

En efecto, C*r(p) = r(cp) = ro(L) = réL(p).
Suponiendo que se conoce la velocidad en x = L : u;(L), podemos considerar el control:

f(t) = ku(L)
con k > 0.

Luego, f(t) = kCwy y f(t)dr = (kCw)dy, = k(Cuydr) = kC*Cluy.

Por lo tanto la ecuacién (3.7) puede ser expresada como:
+o0
uy + Au + / d'(s)Au(t — s)ds + kC*Cu, =0,¢ >0 (3.9)
0

Introducimos las siguientes variables:

w(z,t,8) = ulz,t—38), t>3s (3.10)
at) = wet.t>0 (3.11)

luego, el sistema (1.1)—(1.6) con el control feedback puede ser expresado del siguiente modo:

d u 0 I 0 U U
—| v | =| -4 =kC*'C = [a(s)A()ds v | =A| v (3.12)
dt w 0 0 —Ds w u
U i .
v | (0)=| v (3.13)
w W

Defina el espacio £ :=V x H x Ly(d’,[0,+00),V) =V x H x W con el producto interno
< (U,’U,‘lb‘), (‘ﬁ',?}’lf)) SEp = O <UU>y +<v,i>g+

+oo
f la'(s)| < u—w, i —w >yds (3.14)
0

DA) = {(u,v,w) € E, w(0) =u, we€ Wy,(a,(0,00),V)
ATL + kC*C'U-t + /

0

a'(s)Awds € H}

Ahora si, estamos listos para interpretar (3.12)—(3.13) como una ecuacion de evoluciéon en E
(Estamos siguiendo las ideas de Dafermos [3]). Para esto basta mostrar que el operador A con
D(A) sea disipativo maximal.

1

LF(#) = < Alu,v,w

D w.v.w) >e
- (w.0.0) >

)
5 i A a
= —kv*(L) — 5 [ a”(s) ||u —w(s)||i-ds < 0 (B:15)
“~ JO ‘%/_'__/
J‘“' r(u—w(s))? dr
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|| (u(t), v(t), w(t)||g == ||T () (%o, Vo, Wo ) || E —ts400 05 V(Up, Vo, w,) € E (3.16)

donde

1 5
B(t) = 51I(u, v w3
Se satisface
DA DD = {(u,v,w)e Etalque ue D(IL)NV,veV, w,e W, w(.,0)=u

(Tuze)(L) + /0 N a'(8)(rtze) (Lt — 8)ds = 0

(rug,) (L) + /U h a'(8)(ruge)e(Lyt — 8)ds = .IIE’U(L)} (3.17)

donde la inclusién es densa, i.e. D = D(A). O

4. Decaimiento de la Energia

Sea (u,v,w) € D, defina
+oo
W(t) := /0 la’(s)|(u(t) — u(t — s))ds

G(t) == (mgasu + W), — gW, u)

donde m es una funcién regular suave en (0,L) con m(0) = 0 de modo que mr , m'r, m"r, mq son
absolutamente continuas y esencialmente acotadas. '
Sabemos que

Cff_f(t) = £7n,q(ax1L + W)z — qWi, 'Utl“'" Enzq(amit. + W), — qW, ““),

Fl(‘tr):: Fg(T‘.)::

donde
L
Fi(t) = / {mg(actie + Wa) — ¢W, b dx
0

L 'L +00
= / MUty AT + / mq/ la'($)] (1t (t) — uge(t — 8))uy dsdx
0 0 0
L

/ qWyw, dx
= / nzqrrxtrr,-tf,(]r+f mq/ la’ () |1 (t) ds u, dx
0

11._

+o0 L
- / my / |a’ () |wp (t — s)) dswy dx —/ GWiuy dx
. Jo Jo ) 0

" v

f;5:= i]l:
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I + 1,
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+o0
= f mqamuﬂutdzt—/ mq/ 8) d8 g (t) ug da
0

771qaoouxfut dz — [ mag{a(+00) — a(0)} uy(t) uy dx
0 — N

Qoo 'i= 1=

A I
- ] mquuy do = 3 A mq&—(ut)d:ﬁ

= 2 mad(0) - )0 - /OL“”W i<}

[\.’)I»—‘ (S]]

1 L
(mqu2)(L) — 5/0 (mq)'u? dx

L 00
[ mq/ Cd' (8)ug(t — s)dsu,dx

/ mq/ "(8)ugs(t — s) dsug dx
+oc

/ mq{ =85 — / a’(s)ug(t — s) ds} wy dx
0

/ mq {a'(+o0)u,(t — +o0) — a'(0)u,.(t)} updz

/ mq[ At —=5s)dsu, dr

+oc
(0)/ mqu,(t) w, de -I—/ mq/ "(8)u.(t — s)dsu; dx
Jo 0
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73
14 = ﬁ/ q”-’]ui dx
UL 400
= —f q/ la’(8)|(u(t) — u(t — 5)): ds uy dx
E +oc +o00
= / q/ $)ug(t dqufdl/ / a'(s)uy(t — s) dsuy dx
0 0
L
= / q{f a'(s) s} Uy t)utd:r/ ] (s)us(t — s)dsuy dx
0 0
= —(1—(100)/ qu?d.’r—/ q/ a'(s)uy(t — s) dsuy dz
0 0 0

L L +o0
= v(1~aw)/ qufda:Jrf qf a'(s)us(t — 8) dsu do
0 o Jo

- —t—a) [[aiar+ [Cafeue- 9z [T doue- s}

i
= —(l—a.x)/ qu? dz
0

+/OL q {a'(+oo) u(t — +o00) — a'(0)u(t) — /{:m a"(s)u(t — s) ds} uy d

0=

= —(1- am)f qu; d:c+/Lq {]oo a”(s) dsu(t) — [0+oo a"(s)u(t — s)ds} ug dz
= —(1—aw) /D qu; dr+/ /Jm t) —u(t —s)} dsuy dx

Acomodando los términos de I3 , asociando las integrales y luego factorando tenemos

I3+ 14 f mq8 (] a”(s)u(t) ds) ug dz +
/0 mgo— (/0 a” (s)u(t — s)d.s) u dx
—(1 - a.m)foLquf dr + /OLQ/OHO a”(s) {u(t) —u(t — )} dsu;dz
- /ULmq% ([ ") {ult — s) —u()}ds) il

—(1 = a) /Lqu? dr — /OLQ/:DC a”(s) {u(t — s) — u(t)} dsu;dx

0

L o +00
= / g(1 —m=—) {/ a’(s){u(t —s) — u(t }ds] us dx
Jo dx” Lo
L
—(1 aoo)/ qui dx
0

Ahora desde que u € V' tenemos u(x = 0) = u,(r = 0) = 0, entonces de

u(x) —u(0) = /0-?' uz (&) d€
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tenemos

@) = | [ wl@de < [ e < flu |d¢-/ Jua (€)] dE
< (/ 1d5) U ()P ) =L%-(f0 |u;(a)|2dg)

pr < ( [t )

42(z) — s 0) = / " (€) de

(10
1=

Por lo tanto

Andalogamente

T T E 155
ua(z)] = | ]O usa(€) €] < ] e d6 < [ uae(©)l = / 1 fuaa ()] e

S (/‘]leg)% (/ =t ng)% -z (f L |um(5)|'~’d§)%
|uz(z)]* < L (/OL Juge (€)[2 d{)

8 T
|(1- ma—)u] = |u—mu| = | / Uy — MUy — MUy dE|
z

Por lo tanto

lo cual implica

IA

/m —mux—muwldf</ |uy — m'u, — mug,|d€

/ |1—m)ur|d§+/ |matg,| d§

3 L
: (f (1 - m’)uwlgdf) + L3 (f |mum|2d§)
0 0
L 3 L 3
. { (/ |(1— fm’)um|2d§) + (f |t g |2 d&) }
0 0
Por lo tanto

Bl L ) L ‘ 2
(1 -m=—)u* < L- (f [(1— 771_’)11T2(i;1:) - (f [m'ule(:’:L.)
ox 0 0
L L ‘
/ (1 — m )| do + / I, |* dx
Lo 0 "

IA

(S0

(S

IA

L

IA
¥

2=

2 =
\_....\/_/

IA
)
~

v '

*1= *p=

L L
Ky = |||t |Pd < / sup m?|ug,|*dr < sume/ |t | i
Jo 0
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L L L
/ (1 — mu,|*dr = / |(1 —m")|*|u.]? dz < sup(l — 771.')2[ luz|* dz
0 0 0

pero
L I .
e €)] < f e (€)ldE < L3 ( / |-um(§>|2df)
luego
L
()P < L f i (€)1 d
0
integrando

£ L
/o |uz (€ |2(l£<L‘3f [z (€)|? d€

w1 < L2sup(1—m / [tz (€) dE

Finalmente tenemos

|(1_md) ¥ & Q.L{Lzsupl +supm2}f [uzz (€)% dE.

'Yo—

Regresando al primer sumando de I3 + I; y usando que ab < %(a2 + b?) tenemos
1

|/DL /O+OO a"(s)q(1 — m%){u(t —35) —u(t)} dsusdx |
% {/L (/W a"(s)(1 - ma%){u(z o g u(t)}ds)2 dx}a
vo{ [ tas)

qut }

Zi/ (/ (1~m—8- {uz‘fs)—u()}ds‘)Zd:c
pe g
o5 o

U ) ad ([ =)= o) d}

2
+o0 L §
Yo |i[0 a’(s) (/ |(u(t = 8) = u)ee)? d.;r) ds}
o,
Yo "(s)ds L —8)—t)ss|’ dz ds
) (/0 a (e)m) / / |(u( | dii

~

a'(+o0)—a’(0)

+0o0 L
= 7,|—d'(0)] / a”(s) |(u(t — 8) — w)p|* do ds
Jo

+2 g
Yola'(0)| / / (u(t — 8) — u)pe|* dx ds

Ji

IA

I

IN

41
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Utilizando la mayoracion de .J; tenemos

+co a
[f / a qlwma— Hu(t — s) —u(t)} dsu, dz |

L
E/ q*u,? dx + —/ Yola'(0)| / a’(s) / [(u(t — 5) — u)ee|* dr ds dx
2 Jo 2v Jo . Jo J0 |

no dep;;de de =

v L L +00 L
— —f q*u,” dx + ’ya|a’(0)|/ a’(s) [/ |(u(t = 8) — u)ze|® dz
2 0 2v 0 0

IA

donde v € (0,1).
Asi mayoramos F(t):

Fiit) = (h+ L)+ (3+ 1)

i 1 L L
§(mquf)(L) - 5/0 (mq)'u?dz — (1 — am)/0 qu? dz

v L L +o0 L
+—/ ¢*u,? dz + —,|a’(0)] / a"(s) {f |(u(t — 8) — u)ga|? dm} ds
2 0 2v 0 0

L
= Ym0 - [ {Jmay + - an- g b o

IA

+00 L
#3old Olsup - a%@[ﬁ?@mmu—w—wmﬁm]@
& 12
= %(mquf)(l') = / {%(mq)’ + (1 - ax)g— §q2} u? dr

0

“+0oC
Faerld @)sup [ (o) (e = 5) = wl ds (4.1)

Ahora 1)1‘0(‘@(1(1110% a mayorar F»(t), usando la ecuacion (1.1), integracién por partes, introduciendo
H(rug(t)e [ a'(s)ds = £(ruz.(t)).{a(+00) — a(0)}, ecuacién (1.4) con f(t) = kw, (L) W(0) =
B i

O=oc ==]
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0, pues u(0) = 0 = m(0) y ecuacién (1.3),(1.2) respectivamente tenemos:

(mg(asu + W), — gWuy) = ({m(acu + W), — Whq, uy)
7,
/ {m(au+ W), — Wlg-uyde
’ L ' +oo
- / {m(asu + W), — W}- {(*r"uurr)M + / @' (8)(TUpz(t = 8))za ds} dz
0 0

L

+o0
— {m(au+ W), — W}- {(r-um.)x + / a'(8)(rug, (t — 8))s ds}

0

[ tmtasn+ W= W {uee b [ 6 vt )
.

— {(mlasu + W)y — W} {(mm),}gr fn " d) s s))xds}

0

3 /0 tm(amu + W)y — W1, { /O " )l - 8) — e, ds} da
+ " (m{aooti - W)e — W) {() / () ds + (rumn} dr

L

— [l + W), — W} {(mm)x + )= 2] ds}

0
] {m(aseu+ W), — W}, - {am(rum)r - /+<>o a (8)(r(u(t — 8) — W)ir)a ds} dr
—{m(L)(act + W).(L) = W(L)} kus(L) + 0
/ {m(eoott + W)y — W}y - {Goo(Ftigz)e + (TWey), } dz
)z

—{m(L) (oot + W)o(L) = W(L)} kuy(L)
+ {m(asu + W)y — W - {@ooT e + 7 Wi |3

- [ ilactr We—Whss - nsifiiss W) e
— {m(L) (aots + W), (L) = W(L)} kuy (L)

—/O'L{m (a4 W), = Wiy - {r(aceu + W),e} da
— {m(L)(asew + W),(L) — W(L)} huy(L)

v

Ri=
ik
- / {m(asxt + W) ter - {r(acu + W)} de
Jo
Iy=

L
Jr/ "Waer(@oott + W), d
0

~

Igi=
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considerando

entonces

IA
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L
—/ {m(aseu + W) bew - {r(accu + W), } dz
0
L
- / {m(ast + W)er}z + {m' (asote + W) }e] - {r(@octt + W) } dz
Jo
3 ( L
—/ mr{(aoott + W)ee}* dz — / Moot + W) ze (oot + W)4p dx
UL ()L
o= / ' {(asott + W)ee ) dv — / " (asett + W)g(asott + W)y dx
0 0

L ; 1 L 7
w2/ m'r{{au + W)ezt2dz — = / m-ri{(aoo'u, + I'T/)”}2 dax
0 2 0 83_7

—E/Lm”ri{(a u+ W)} dx
2 Jo dr ’

-2 /L m'r{(Aoott + W)ee }2 dx — % {rm{(acot + W)z }?|§
0
= /L(mr)’{(amu + W)e }? dx}
0 )
_é {m”r{(amu + W) Y6 - /:(m”r)'{(aoou+ W)} dm}
- /L(2m’r - %(Tm)'){(aocu + W)ee 2 da
—%r(L)m(L){(amu + W)ez}?(L) — %T(L)m"(L){(aocu + W) Y(L)
+é fOL(m”r}’{(aocu + W), Y dx
= /L(Qm'r = %('rm)’){(awu + W)} da
—L‘(L)m”(L){(a u+ W) }A(L) + L fL(*m"fr)’{(a u+ W)} dr
B
— / (2m'r — %(rm)’){(awu + W)} da

1 L
+g ] (m"r){(@cott + W), }2 dz
0

L 1 1 L .
— / (Zm'r' - 5(?’77?,)’ - EL/ (m"r) d$) {{aoots + W)z }* dz
Jo 0

2m'r — 3(rm)' — 3L [(m"r) dz

Il

P .

L
Iy < / pr{(aoott + W)} dz (4.2)
J 0

La energia potencial esta dada por

Epnf =

Do =

{

L B -1,
(e / ru’, du + / la’ ()] / rl(u(t — s) - H)_”]z(].l.'d..‘s}
’ . J0

JO 0
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luego

1 L
et = 5{““/ ?u e
+o00 oL .
+/ |u,'(s)|/ r [(u._m,(t —8))% 4 (g )? — 2y (t — s)u_”] d.:rds}
Jo
= ———/ rumdr/ la'(s J/ TUgy(t — 8)Uydr ds
0

+~2~f0 la’(s) I/ r(Uge (t — 5))?dx ds + ; 'Lm la’(s)|ds lL*r'('uxy)gdm
e ——

=l—ax

= - rul dr — a'(s) rum $)Uypdr ds
T
2 0
+oo
/ 2 (s)] / r(um(t_s))wg;ds
0

L +00 L "
rul d:r:—{-f a'(s)f PUpr(t — 8)UgedT ds

l\')lb——a

1
2
- a'(s) / r{ugelt )20@3: ds

fl
bo| =
\1\9*—‘\

rumd:v+/ a’(s)/ TUgz(t — $)Ugeda ds
t il ’

f—‘/ a’(tq)/ (g () ?dz dg
—o0 0

Considerando el primer y ltimo término de la precedente igualdad y el siguiente resultado basado
en una identidad de Buck

?’?i /_;{a'(t_.q) = Goo} (/OL T, (s) dm) ds

B

H(q):=

= {a(t — 1) — asc YH(t) + / %{a(t-g) — aco} H (<) ds

b o=

= {a(0) — aoc}f—}(t / a'(t — Q)H(g) dc

L
= {1l — ax} / rut,(t) dr + / /(t - Q)f ruZ,(s) deds,
- 0

tenemos que

B = (1= [ m;;[[ (att =) = ([ i ar) ]

Jr/ a’(s)/ riz,(t — $)uzcdrds. (4.3)
Jo 1
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Por otro lado, usando la definiciéon de W vy Fubini tenemos
b N

L
fg = ] T"Wee{looller + Wi} dx
0

L # ‘
2= am/ rWezlizs d:c—}—/ (W) da
0 J0

L +oo L
= am/ 7 {/ a'(s)(u(t — 8) — u(t)) e ds} Uyy AT + f (W) dz:
0 0
L +00 L +DOO
- a.gc/ 'r/ a'(8)uyy(t — ) dsuy, dx — a%/ r (/ a'(s) ds) ur () dx
0 0 0 0

~
=aso—1

L
+/ r(Wyz)? dz
0
400 L L
= aoo/ a’(s)/ rum(tws)umda:deraoo(l_aoo)/ rul, de
0 0

+ / (W) dz
0

o

Utilizando la definicién de W y Fubini en la desigualdad (4.2), tenemos

L
IS < _/ pr{aooum:r E i [/Va::r}2 dx
0

L 5 T;
A / praio(um)z dr — 2/ PrOooUpe Wy dx — / pr(Wm)zda:
0 0 0

L '
= "[ praz,(uss)? dz — 2] pmwum{ (s)(u(t —s) — u(t))re ds} dx
o

L
o
0
L L
= f pra’ (te,) d:r—2/ pmooum{/ $) Uy (t — 8) ds} dx
0

L
+2000 (A0 — )[ prud, dr — f})r'(l-l-’;.‘,;)2(1,r:

0 0

(4.4)

+00 L '
= {—a% + 200 (a0 — )} pr(ug,) (1'.1‘—2(1%/ (1’(.5)/ Prge(t — 8)up(t) dods
Jo

J0

L
/ pr(Wee)da
Jo

a L i 400 L
= —20,(1 — TDO)/ r(tipe)? dz — 2000 / (1'(.&')/ Privee(t — 8)uze(t) dr ds
0 Jo

4

oL
= / pr(H},_E)g(i.r
0

0
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Por lo tanto sumando las desigualdades y usando — inf(2p — 1) > —(2p — 1) tenemos

L
Ii+1; < —f (p— Dr(Wep)?da
0+DO 1
+/ (e (1 — ax0) — 2pase(1l — aa.ao)]?‘(um)g dx
’ +o00 L
—(Lx,/ a’(s)f (2p — 1)1ty (t — 8)uy, dods
0 0
= / (p— D)r(Wye)?dx
0
+00 1 1 ) )
- [as(1 — za)(2p — 1) + zaZ |7 (Use)® dz
L 2 2
+oo L
—am/ a’(s)f (2p — D)rug(t — 8)uge do ds
40 0
< - [ - vy
0
+o0 1 1 ) - )
- [a0(1 — =) (2p — 1) + =aZ |r(uye)” dx
! 2 2
+co L
—Qs Inf(2p — 1) f a’(s)/ TUze(t — §)Uyy dr ds
0 0

Por conveniencia, defina

v = inf(2p-—1)

2
G

o=

1
PL = Goo(l — wz-aoo)(Qp— 1) +

y usando la igualdad E,q, la desigualdad anterior queda expresado por:

L 400
I+ 1y £ w/ (p — D)r(Wye)2 dz — py / 7 (Ugz)? dx .
’ +o0 L ’
— QoM / a'(s) / TUpr(t — 8)Upr dx ds
. 0 0 .
= f (p - 1)r(,l'][/rzx)2 dz — p; / : T(U'w.c)z dx
0 0

L
(£
— Qo1 {EPO, —(1- —O-) / (Upe)? dx+

= 0

L /t (a(t — 8) — ¢ )/L?"(u (s))zdzd‘;}
—— (t — 8) — G (S
201 ) /.

L ‘ +oc
= - / (P - 1)7(”ru)2 d; - P / 7'(“-.1.‘:1:)2 da
40 J0

L
(1l ¢
— Qoo Epot + o1 (1 — —51) / 7 (e )? da
JO

A5 8

1 L
5 o / (a(t — s) — ax) /(; r(u,.(s))* drds

— 20
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F in-almente
Ry = —{m(L)(awu+ W) (L) —W(L)} kus(L)
L
; 1
< ng?(L)kz f la%uf, + (14 LYW2 ] dz + o ((L) forn € (0,L)
0

Asi conseguimos estimar Fj:

i
F(t) < —./[; [(pl — axem (1 — %o)) - g'rnﬁ?(L)Lkzax(%)] rul_dx

¥
—Co0Y1 Epot — / [(p —1)r— g—mz{L)kQL(l + L)] ﬂffm dz
0

18/t((t—)— )/L-2 Is d L 2L 4.6
550 a 8) — Qoo i ru; . (s)ds $+‘2“?‘7‘“¢() (4.6)

a'oo’Yl

Asumiremos entonces:
(i) p—1 > 0 casi siempre en [0, L].
(ii) 3(mq)" + (1 — aco)gq > £ casi siempre en [0, L], £ > 0.

Entonces, para v, n suficientemente pequerno, tenemos que

1 1
dtG() = K{)+ ) < (5me(L) + 77) u; (L)

1 f
+7% &,up—[ bl / )|[u(t — 8) — ulf3- ds — min(€, anemn ) E(t)

13f a1 =)~ ) [ (9 ded
—M15 5, 8) = Ggo) 1 ruy,(s)dzds

Definimos
it = ( )+ eG(t) (4.7)
Luego

19 k
iFf(t) < —emin(§, a1 ) E(t) — €001 / (a(t —8) — ax) / rul_(s) dr ds
dt 20t y | Vaz

Por otro lado utilizando las mismas técnicas tenemos que existe C' > 0 tal que G(t) < CE(t). Asi,
para e suficientemente pequeiio se tiene (1 — eC)E(t) < F(t) < (1 + €C)E(1).
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