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SOLUCIÓN GLOBAL PARA UNA ECUACIÓN
DEL CALOR DEGENERADA NO LINEAL
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Resumen: En el presente trabajo, estudiamos la existencia de la solución global del
problema mixto para un tipo de ecuación del calor degenerada no lineal con una función
de Lewis generalizada.
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GLOBAL SOLUTION FOR A NONLINEAR
DEGENERATE HEAT EQUATION

Abstract: In present work, we study the existence of the global solutions to the
mixed problem for a type of nonlinear degenerate heat equation with a generalized
Lewis function.
Key words: Global solution, Nonlinear degenerate heat equation, Galerkin method,
Tartar estimates method, Evolution equation.

1. Introducción

En este artículo consideramos el siguiente problema de valores inicial y frontera con una función
de Lewis generalizada a(x, t):

a(x, t)Ut - (3 (t) ~7.¿t - ~pu = f (u)
u=O
u(x,O) =uo(x)

,x E D, t ~ O,
, x E 3D, t ~ O,
,x E D,

(1.1)

donde D es un conjunto abierto y acotado de lRl1 con frontera bien regular 3D, ~ es el operador
laplaciano, a(x, t) es una función real positiva para x E D, t ~ O, (3 (t) es una función real positiva
para t ~ O, f (s) es una función real no lineal para s E lR,Yel operador p-laplaciano -~P definido
para p ~ 2:

11 3 (1 3u I
P
-
2

3U)-~pu := - ¿3x 3x 3x'
i=l' " 1

Las ecuaciones de tipo (1.1) son utilizadas para modelar diversos fenómenos y procesos en
mecánica, física, tecnología, biología y muchas otras áreas. Por ejemplo, describe el proceso de
conducción en plasma, filtración de gases y líquidos en medios porosos, reacciones químicas,
procesos de crecimiento y migración de poblaciones, y entre otros [8].

En el caso p = 2, la ecuación en (1.1) se reduce a la ecuación clásica del calor, y se tiene sobre
ello una literatura bastante impresionante en cuanto al estudio de existencia y no existencia de las
soluciones globales, y las propiedades de estas, citamos algunos de ellos [2,3,7,8,9.10]. El caso
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p > 2, no se tiene muchos resultados conocidos. Tsntsumi [11], obtiene existencia y no existencia
de las soluciones globales con los métodos de aproximación de Galerkin y del pozo potencial,
cuando a == 1, P == OY f (u) := ±'U,O--l, (J 2: 2. Messaoudi [5], obtiene singularidad en tiempo finito
con energía inicial no positiva con el método de concavidad, cuando a == 1 Y P == O. Zhou [12],
obtiene singularidad en tiempo finito con energía inicial positiva restringida y con energía inicial
no positiva con el método de concavidad, cuando p == O. Quispe Méndez [6], obtiene existencia
de las soluciones locales con el método de aproximación de Galerkin y las estimativas de Tartar,
cuando 2 :S P < (J < p(:+2).

En este trabajo probaremos la existencia de las soluciones globales del problema (1.1). En la
prueba utilizaremos el método de Galerkin [4] y un argumento empleado por Tartar [10], Y las
estrategias seguidas por Tsutsumi [11] y Gao and Ma [1].

2. Preliminares

En esta sección daremos algunas notaciones, conceptos y lemas sin demostración que serán
utilizadas en el desarrollo del presente trabajo.

Sea S1 un conjunto abierto y acotado de IRn con frontera bien regular 8S1, Denotamos
el producto interno y la norma de L2 (S1) y LP (S1), con (.,.) vl ' Ip' respectivamente, para
1 :::;P :::; oo. Además ((., .)) y 11.11, denotarán el producto interno y la norma de HJ (S1), donde
((u,v)) := fr;¡ V'u(x)· V'v(x)dx es la forma de Dirichlet. En el espacio de Sobolev W¿,p (S1) usamos
la norma

(ni o« IP);IluI11,p:= -t; OXi p

Sea X un espacio de Banach, O < T :S oo y 1 :S P :S oo. Representamos con V (O, T; X)
al espacio de Banach de las funciones vectoriales u : ]0,T[ -----+ X tales que son medibles y
Ilu (t) Ilx E V (O, T), con la norma

T 1

IluIILP(O,T;X):= (fo Ilu(t)ll~dt) P, 1:::; P < 00,

IlulILOO(oT'X):= sup ess Ilu (t)llx , p = oo.
, , O<t<T

Similarrnente, cuando O < T < 00, representaremos con eO([O, T] ;X) al espacio de Banach de las
funciones continuas u : [O, T] -----+ X, con la norma

IluIICO([OT]'X):= sup Ilu(t)llx
" 0-::; t-::;T

Denotamos v' := Vt y v (t) (x) := v (x, t).
Hipótesis. Imponemos sobre las funciones reales ex (::r, t), p(t) Y f (s) las siguientes condiciones:

(H1) a E vV1
,00 (0,00; Loo (S1)) y O' (x, t) 2: 0'0 > O, V (z; t) E S1 x [0,00[.0'0 es una constante.

(H2) {3 E Hll.:Jo (O. (0) y P (t) 2: Po > O, Vt 2: O, (30 es una constante.

(H3) f E C" (IR) y existe una constante positiva Cl) tal que

If (s)1 :::; Co IsICJ-1, Vs E IR,

donde 1 < (J < .iu: si u. >]Y y 1 < (J < oo si TI :S p.n-p
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Lema 2.1. (Desigualdad de Sobolev-Poincaré [2]). Para cada función u E ~'V5'P (O) J se
tiene

donde 1 :; r :; :~Lpsi 1 :; p < ti y 1 < r < 00 si 1 :; ti :; p. La constante Bi.depende solamente
deO,n,pyr.

Lema 2.2. El operador p-laplaciano=Is., es acotado, estrictamente monótono, semicontinuo y
coercivo de W5'P (O) en w-l,q (O),

y

1 (-!::"pu, v)1 < Ilulli~lIlvl11,p J Vu, v E W5'P (O),

donde w-l,q (O) es el espacio dual de vV5'P (O) y p-l + q-l = 1.

Lema 2.3. (Desigualdad de Young ). Sean 1 < p, q < 00 y p-l·+ «: = 1. Entonces

aP bq
ab :; - + -, Va, b ~ O.

P q

Lema 2.4. (Aubin-Lions [4]). Sean Bo, B, Y B tres espacios de Banach tales que Bo '---t B '---t

e, J Bo y Bl reflexivos, y Bo ~ B. Sea

W := {v E UO (O, T; Bo); Vi E LPl (O, T; Bl)},

donde O < T < 00, 1 < Po, Pl < 00; con la norma definida por

Ilvllw := IlvIILPO(O,T;Bo) + Ilv'IILPl(O,T;Bl)'

Entonces W es un espacio de Banach y W ~ LPO (O, T; B).

Lema 2.5. (Lions [4]). Sea Q un abierto acotado de IR~x IRtJ {gv} Y 9 funciones de Lq (Q) J

1< q < 00, tales que

Entonces

Definición 2.1. Una [uncion 'u : O x [O,T] -7 IR es llamada solución del pr-oblema (1.1) sobre
[O,T] si satisface las condiciones (1.1h - (1.1h Y la igualdad

o(x, t)u¡ - ,6 (t) !::,.71,t- !::"pv, = f (u) en L2 (O, T; n¡-1.r1 (D)) ,

donde p-l +«: = 1.
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3. Existencia Global para p > (J"

En esta sección estudiaremos la solución global del problema (l.1) utilizando el método de
aproximación de Galerkin [4].

Teorema 3.1. (Existencia Global). Supongamos que las funciones 0:, ,By f satisfacen las
hipótesis (H1) - (H3), respectivamente, y que Uo E H!~'P (O), p> 0-. Entonces para cada T > O el
pr-oblema (l.1) admite una solución u sobre [O,T] tal que

Demostración. Procedemos en cuatro etapas.
Soluciones Aproximadas. Sea {wd un sistema completo de funciones en w~'P(O). Sea
Vm = [w], W2, ... ,wm] el subespacio generado por las primeras m funciones W1, W2, ... , Wm de {wd.
Sea

m

u.¿ (t) =L gjm (t) Wj,

j=l

las soluciones aproximadas en Vm del problema (l.l), donde las fm;ciones gjm (t), j = 1,2, ... ,m,
son determinadas del siguiente problema en ecuaciones diferenciales ordinarias, para W E Vm

(o:(t)u~ (t ) ,w) + fJ ( t) (- fj.u~ (t) )w) + (- fj.p um (t) ,w) = (J (Um (t))) w))
u-« (O) = uOm,

(3.1)

donde
m

UOm = ¿ gOjmWj, UOm ~ Uo fuerte en WJ'p (O) .
j=l

(3.2)

El sistema de ecuaciones ordinarias (3.1) tiene una solución local en el intervalo [O,Tm[ . La
siguiente estimativa a priori nos permitirá extender la solución u.; al intervalo [O, T] independiente
dem.

Estimativa a Priori. Tomando w'= u~(t) en (3.1)r, obtenemos

(3.3)

donde
E (t) := ~ Ilum (t)lli,p - J F (um (x, t)) dx

P n
y

F (s) := J~f (~).u.
Integrando (3.3) sobre [O,t], resulta

E (t) + J~1 ;c;:Ts)1l~,(s) 1: cls +J~8(8) Ilu~n (s)112ds = E (O), (3.4)

donoe
1 j'E(O) := -II'/LomW¡'} - F (110m (X)) dx.
p') 11

Por (3.2), se obtiene
E(O) ::; el:
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donde Cl es una constante positiva independiente de m. De (3.4), obtenemos

(3.5)

Por la hipótesis (H3), y las Desigualdades de Sobolev-Poincaré y Young, resulta

J IF (um (x, t) ) I dx < COIUm (t) I~
!1 (J

< CoBg Ilum (t)ll~
(J ,P

< 2~ Ilum (t)lli,p + C2, (3.6)

pa

donde C2 := p;: [2~C~ BoJ r: Por las hipótesis (H1) - (H2) Y (3.6), de (3.5) se obtiene

(3.7)

donde C3 es una constante positiva independiente de t y m.
Por el Lema 2.2 y (3.7), resulta

(3.8)

donde p-l + «:' = 1 Y C4 es una constante positiva independiente de t y m.

Pasaje al Límite. De las estimativas (3.7) y (3.8), tenemos que

{Um} es acotada en L= (O, T;W~'P (O)) ,

{u~rJ es acotada en L2 (O, T; L2 (O)) ,

{u;n} es acotada en L2 (O, T; H6 (O)) ,

(3.9)

(3.10)

(3.11)

{-,6,pUm} es acotada en L= (O, T;W~l,q (O)) ) (3.12)

donde p~l + q~l = 1. Por (3.9) - (3.12), existen subsucesiones {uv} y {u~} de {um} y {u~},
respectivamente, tales que

* L= (O, T; W~,P (O)) , (3.13)u; ---'u en .;..

u' ---'u' en L2 (O, T; L2 (O)) , (3.14)v

u~ ---'u' en L2 (O, T; H6 (O)) , (3.15)

-,6, u ~ X en L= (O, T; H1~1,q (O)) . (3.16)p v

Desde que L= (O, T; TV~'P (O)) "---+ L2 (O, T; W(;,p (O)) y Tl'¿'P (O) ~ U (O), aplicando el Lema
de LionsAubin, de (3.13) y (3.14) resulta

f t L2 (O. T; L2 (n.))11.1/ -+ 7/, uere en OL (3.17)

y
UI/ -+ 11. c.t.p. en D x [O, T]. (3.18)
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Usando lahipótesis (H3), (3.9) Y (3.18) vemos que

¡~¡nlf(Uv(X,t))I<7"-ldXdt:;' ¡~Caluv(t)l:dt
:;. O"¡~[2~Ilum (t)lli,p +c2] dt

:;.C5 (3.19)

y
f (uv) -t J(u) c.t.p. en O x [O, T].

Por (3.19) - (3.20) Y el Lema de Lions, se deduce que

(3.20)

f(uv)-'f(u) ·en La"-l (O,T;La"-I(O)). (3.21)

De las convergencias (3.13) - (3.16) Y (3.21) por pasaje allímite en la ecuación aproximada (3.1)1'
resulta ¡~(a(t)ut - f3 (t) b:.Ut + X - f (u), v) dt =:= 0,

para cada v E U (O,T; W¿.,p (O)), es decir

a(x, t)Ut - f3 (t) b:.Ut + X = f (u), en L2 (O,T; w-1,q (O)) ,
donde p-1 + q-l = 1.

Probemos que X = -b:.pu. Sea A := -b:.p. Tomando w = ti; (t) en (3.1)1 e integrando sobre
[O,t], obtenemos

(3.22)

¡:(Auv (s), Uv (s)) ds = ¡:(f(uv (s)), uv(s))ds

- ~ I~uv (t)1
2

- ~f3(t) Iluv (t)112
2 2 2

+ ~I~uavl: + ~f3(0) IIuavl12

+ ~ ¡t (a'(s)uv(s),uv(s)) ds
2 a

+~¡:f3'(s)lluv(s)112dS. (3.23)

Por W¿.,p (O) '-t LP (O) '-t L(J (O), (3.13) Y (3.21), se logran

u; -' u en L(J (O) c. t. p. para t E [O,T]

y
(f(uv (t)), Ul/(t)) -t (f(u (t)), u(t)) c. t. p. para t E [O,T].

Por (H3) y (3.9), resulta

(3.24)

I(f (uv (t)), 111/ (t) ) I < Ca Iu; (t) 1:
< CaBg Ilv'v(t) 11~,p
:;. C6, para t E [O,T]. (3.25)
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De (3.24), (3.25), Yel Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, resulta¡:(J(uv (s)), uv(s))ds -+ ¡:(J(u (s)), u(s))ds, para t E [O,T]. (3.26)

Por pasaje al límite en (3.23), haciendo uso de (3.22) y (3.26), obtenemos

lím sup ¡t (Auv (s), u; (s)) ds ~ r lím sup (Auv (s), u; (s)) ds
v-too o o v-too=¡:(J(u (3)), u(s))ds

- ~ I~u (t)l: - ~¡3(t) Ilu (t)1I2

+ ~ I vfa(O)uol: + ~¡3(0) lIuoll2

1¡t+ 2 o (a'(s)u(s), u(s)) ds

+ ~¡:¡3'(s) 11 u (s ) ~2 ds

= ¡>X(S) ,u(s))ds. (3.27)
,

Para cada v E L2 (O,T; W~'P ([2)), definamos la funciÓn

'Pv (t) :=¡:(Auv (s) - Av (s), u., (s) - v (s)) ds, para t E [O,T].

Por la monotonía del operador A, ip; (t) 2::: O, \/t E [O,T]. Por (3.27), (3.13) Y (3.16), resulta

O~ lím sup 'Pv (t)
v-too~¡t lím sup (Auv (s) - Av (s), ti; (s) - v (s)) ds

o v-too

~¡t (X (s) - A v (s) , u (3) - V (3)) ds.
o .

(3.28)

Tomando v = u - AW en (3.28), donde A > OYW E L2 (O,T; W~'P ([2)), se tiene¡:(X (s) ~ A (u (3) - AW (3)) ,W (3)) de 2::: O.

Desde que A es un operador semicontinuo y haciendo tender A -+ O, logramos¡:(X (3) - Au (3), W (3)) ds 2::: O, \/w E L2 (O, T; W~'P ([2)) .

De aquí resulta X = Au.
El dato inicial se verifica de modo estándar. Con todo esto concluye la demostración del

Teorema 3.1 .•
Usando argumentos similares que en la prueba del Teorema 3.1, se obtiene los siguientes dos

teoremas.
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Teorema 3.2. Supongamos que las funciones el y f satisfacen las hipótesis (H1) y (H3),
respectivamente, (3 == Oy '110 E W~,p (O), P > o. Entonces para cada T > O el problema (1.1)
admite una solución u sobre [O, T] tal que

Teorema 3.3. Supongamos que las funciones (3y f satisfacen las hipótesis (H2) y (H3),
respectivamente, el == O Y '110 EW ~,p (O), p > o. Entonces para cada T > O el problema (1.1)
admite una solución u sobre [O, T] tal que

u E Loo (O, T; W~'P (O)) y u' E L2 (O, T; H¿ (O)) .

Observación 3.1. Se obtienen los mismos resultados de los Teoremas 3.1, 3.2 Y 3.4, si agregamos
a sus respectivas hipótesis las condiciones

p = a y CoBg::; ~.

4. Existencia global para p < a

En esta sección estudiaremos la solución global del problema (1.1) utilizando el método de
aproximación de Galerkin [4] y un argumento empleado por Tartar [10].

,

Lema 4.1. Sea la función definida para A :2:: O

g (A) := A
P

_ CoBo XJ,

p cr
(4.1)

donde Bo es la constante óptima de la desigualdad de Soboleu-Pouicaré; Co, p y o son constantes
de la hipótesis (H3)y p < o . Entonces

(i) g es estrictamente creciente en [O, Aa[,

(ii) 9 toma su valor máximo Ea en Aa,

(iii) 9 es estrictamente decreciente en ]Ao, 00[,

donde
Aa := (CaBo) ,,-_lp y. Eo := O - ~) (CaBo) -2p . (4.2)

Demostración. Es inmediato. •

Definición 4.1. Definamos al número real no negativo "Y como sigue

,:= lím 1m,
m-+oo

donde

-' '- 1 11 IIP CoBo 11 11(5Im'- - '110m lp+ -- '110m lp'
p' cr '

(4.3)

la sucesion {uom} definida por (3.2)) Bo es la constante óptima de la desigualdad de Soboleu-
Poiticoré; Co, p y o son constantes de la hipótesis (H3).
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Teorema 4.1. (Existencia Global). Supongamos que las funciones a, (3y f satisfacen las
hipótesis (H1) - (H3), respectivamente, Uo E W~'P (O), P < CYyque satisfacen

11Uo Ill,p < Ao Y 'Y < Eo· (4.4)
Entonces para cada T > ° el problema (1.1) admite una solución u sobre [O,T] tal que

u E Loo (O, T; W~,p (O)) y u' E L2 (O, T; HJ (O)) .

Demostración. Sea {wd un sistema completo de funciones en W~,p (O) y sea u.¿ una solución
aproximada del problema (1.1), como en la demostración del Teorema 3.1.

Tomando w = u~(t) en (3.1h, obtenemos

:tE(t) + lVa(t)u~ (t)l: + (3(t) Ilu~ (t)112= 0, (4.5)
donde

E (t) := ~ Ilum(t)lli p - J F (um (x, t)) dx
P , n

y

F (3):= J: f (~)d~.
Por la hipótesis (H3) y la Desigualdad de Sobolev-Poincaré, resulta

IJ n F (11m (x, t)) dxl ::; Co:'ó II11m(t)II~,p

Integrando (4.5) sobre [O, t] Ypor (4.6), resulta

(4.6)

Ahora probemos que existe mo E N tal que

(4.8)

donde [O, Tm[ es el intervalo de la solución local del problema aproximado (3.1). Probemos por
reduccón al absurdo. Supongamos que para cada m> mo, existe to E [O, Tm[ tal que

Notemos que de (4.4)1 y (3.1)2 - (3.2), existe mI E N tal que

Entonces por la continuidad de Um (t), existe un primer t-. E ]0,Tm[ tal que

(4.9)

De aquí y la monotonía de 9 en [O, Ao], resulta
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Ahora de (4.4)2 y (4.7), existe mo > mI Y Al E ]0, Ao[ tal que

(4.10)

Nuevamente por la monotonía de g en [O,Ao] Y (4.10), resulta

y en particular Ilum (tm)lll,p < Ao, el cual es una contradicción con (4.9). Por tanto se cumple
(4.8).

Por (4.8) se tienen g (1lum (t)lll,P) ~ ° y

-L

Ilum (t)llf,p ::; (PC:Bo) (7-p

Por las hipótesis (H1) - (H2), (4.4) Y (4.11), de (4.7) se obtiene

Ilum(t)llf,p+ ¡>U'rr,(S)I;dS+ ¡>U'rr,(S)112dS::;C7, VtE [O,T], (4.12)

(4.11)

donde C7 es una constante positiva independiente de t y m.
Por el Lema 2.2 y (4.12), resulta

II-~pum (t)II_1,q ::;e; 'lit E [O,T], (4.13)

donde p-l +«' = 1 YCs es una constante positiva independiente de t y m.
De aquí el resto es similar como en la demostración del Teorema 3.1. Con todo esto se concluye

la demostración del Teorema 4.1. •
Usando argumentos similares que en la prueba del Teorema 4.1, se obtiene los siguientes dos

teoremas.

Teorema 4.2. Supongamos que las funciones o: y f satisfacen las hipótesis (H 1) y (H3),
respectivamente, (3 == 0, Uo EW¿,'P (O), P < (J' y que satisfacen

Iluol11,p< Ao y 'Y < Eo·

Entonces para cada T > ° el problema (1.1) admite una solución u sobre [O,T] tal que

u E VXJ (O, T; W¿"p (O)) y u' E L2 (O, T; L2 (O)) .

Teorema 4.3. Supongamos que las funciones (3y f satisfacen las hipótesis (H2) y (H3),
respectivamente, o: == 0, Uo E W¿"p (O), P < (J' y que satisfacen

Iluol11,p < Ao y 'Y < Eo·

Entonces para cada T > O el problema (1.1) admite una solución u sobre [O,T] tal que

u E t= (O, T; W¿'P (O)) y u' E L2 (O, T; H5 (O)) .
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