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INEXISTENCIA GLOBAL PARA UNA ECUACIÓN
DEL CALOR DEGENERADA NO LINEAL

Teófanes Quispe Méndez*

Resurnen: En el presente trabajo, estudiamos la singularidad en tiempo finito de las
soluciones del problema mixto para un tipo de ecuación del calor degenerada no lineal
con una función de Lewis generalizada.
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NONEXISTENCE OF GLOBAL SOLUTIONS FOR A NONLINEAR
DEGENERATE HEAT EQUATION

Abstract: In present work, we study the blow-up finite time of solutions to the mixed
problem for a type of nonlinear degenerate heat equation with a generalized Lewis
function.
Key words: Blow-up of solutions, Nonexistence global, Nonlinear degenerate heat
equation, Evolution equation.

1. Introducción

En este artículo consideramos el siguiente problema de valores inicial y frontera con una función
de Lewis generalizada a(x, t):

{

o: (x, ',t)Ut - f3, (t) 6.Ut - 6.pu = f (11,)
11. = O
U (x, O) = UD (x)

, x E D, t ?: O,
, x E uD, t ?: O,
, x E D,

(1.1 )

donde D es un conjunto abierto y acotado de lR,n con frontera bien regular uD, 6. es el operador
laplaciano, o:(x, t) es una función real positiva para x E D, t > O, f3 (t) es una función real positiva
para t ?: O, f (s) es una función real no lineal para s E lR" Yel operador p-laplaciano -6.p definido
para p ?: 2:

TI u (1 UU IP-2 Uu)
-6.pu := - 8 a.Ti 'U.T; uX;

Las ecuaciones de tipo (1.1) son utilizadas para modelar diversos fenómenos y procesos en
mecánica. física, tecnología, biología y muchas otras áreas. Por ejemplo, describe el proceso de
conducción en plasma, filtración de gases y líquidos en medios porosos, reacciones químicas,
procesos de crecimiento y migración de poblaciones, y entre otros [7].

En el caso jJ = 2. la ecuación en (1.1) se reduce él la ecuación clásica del calor. y se tiene sobre
ello uua literatura bastante impresionante en cuanto al estudio de existencia y no existencia de las
soluciones globales. y las propiedades de estas, citamos algunos de ellos [1,2.3. -1.8,10]. El caso
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p > 2, no se tiene muchos resultados conocidos. Tsutsumi [0], obtiene existencia y no existencia de
las soluciones globales con los métodos de aproximación de Galerkin y dol P07.;O potencial, cuando
o: == 1, /J == O Y f (u) := ±ua-1, CJ ~ 2. Messaondi [5], obtiene singularidad en tiempo finito
con energía inicial 110 positiva con el método de concavidad, cuando (Y == 1 v (3 == O. Zhou [11],
obtiene singularidad ou tiempo finito con energía inicial positiva restringida y con energía inicial
110 positiva con el método de concavidad. cuando (3 == O. Quispe Méndez [G],obtiene existencia de
las soluciones locales con el método de .aproximación de Ga.lerkin y las estimativas de Tart ar.

En este trabajo probaremos la propiedad de singularidad en tiempo finito de las soluciones
del problema (1.1) con energía inicial no positiva y con energía inicial positiva restringida, por
el método de concavidad [4]. También se obtiene las estimativas para el tiempo de vida de las
soluciones.

2. Preliminares

En esta sección daremos algunas notaciones, conceptos, lemas y teoremas sin demostración que
serán utilizadas en el desarrollo del presente trabajo.

Sea D un conjunto vabierto y acotado de IR" con frontera bien regular 3D. Denotamos
el producto interno y la norma de L2 (D) Y LP (D), con (.,.) y 1 . Ip' respectivamente, para
1 < p < oo. Además ((., .)) y 11.11, denotarán el producto interno y la norma de H¿ (D), donde
((u, v)) := J n Vu(x)· Vv(x)dx es la forma de Dirichlet. En el espacio de Sobolev W~,P (D) usamos
la norma

(ni 3u I
P

) ~111¿lll,P:= 8 3xo¡ P

Sea X un espacio de Banach, O < T < 00 y 1 ::; p < oo. Representamos con LP (O,T; X)
al espacio de Banach de las funciones vectoriales u : ]0, T[ -----------7 X tales que son medibles y
II'u (t)llx E LP (O, T), con la norma

(
T )*IluIILP(O,T;X):= fa Ilu (t)lli dt ,1 < p < 00,

IluIILOC(O,T;X):= sup ess Ilu (t)llx , p = oo.
O<t<T

Denotamos Vi := ~~= Vt y v (t) (x) := v (x, t).

Hipótesis. Imponemos sobre las funciones reales o: (x, t), ,f3(t) y f (s) las siguientes condiciones:

(H1) o: E Mf1,oc(0,00; U'o (D)) y o: (x, t) ~ CXo > O, V (x,t) E D X [0,00[,0:0 es una constante.

(H2) (3 E VVl,oo (0,00) Y (3 (t) ~ ,Bo > O, Vt ~O, (30 es una constante.

(H3) f E ea (IR) y existe una constante positiva ea tal que

If (s)1 ::; e; Is10'-1 , Vs E IR,

donde 2 < p < CJ < 1J(,~+2).

(H4) f(s)s 2:: CJF(s), Vs E IR. donde CJ es la misma constante de (H3) v F(s):= J~s f(~)d~.
(H5) nt (.r. t) < O c.t.p. para t ~ O, V~; E D Y f--jl (t) ::; O c.t.p. para i. ~ (l.
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(H6) ni (z, t) 2: O c.t.p. para t 2: 0, Vx E n y /3' (t) 2: O e.t.p. para t 2: O.

Lema 2.1 (Desigualdad de Sobolev-Poincaré [:3]).Para cada función u E 1V¿,p (D), se tiene

•.

dorule 1 :::;r :::;r;~~psi 1 ::; ]J < TI Y 1:::; T < 00 si 1 < n :::;p. La constante Eo depende solamente
de O, 11" P Y T'.

Lema 2.2. El operador p-laplaciano -t:..p es acotado, estrictamente monótono, semicontinuo y
coercioo de y'V¿,P (n) en 1V-1,q (D),

(-t:..plLv) = LlvnlP-2 v« . vvdx, Vu, v E W¿,p (rl)

y
1(-t:..p'I.L,v)l::; Ilulli~lllvlll.p, V11"v E 1V5,P(D) ,

donde 1V-1,q (D) es el espacio dlW.l de W5'P (D) y p-l + q-l = l.

Definición 2.3. Una función u : D x [O,T] -7 lR es llamada solución del problema (l.1) sobre
[O,T] si satisface las condiciones (l.1 h - (l.1 h y la igualdad

o:(x, t)11,t - (3 (t) t:..Ut - t:..pu = f ('ti) en L2 (O, T; w-1,q (D)) ,

donde p-l + q,-l = l.

Teorema 2.4 (Existencia Local [6]). Supongamos que las funciones 0:, (3 Y f satisfacen las
hipótesis (H1) - (H3), respectivamente, y que 11,0 E WOl,p (D). Entonces existe un único ititeroalo
[O,7;náx[ con O < 7;náx ::; 00 y el problema (l.1) admite una solución u sobre [O, Tmáx[ tal que

Lema 2.5 ([2]). Supongamos que .p (t) es una función no negativa, dos veces diferenciable y
satisface la inecuación diferencial para t 2: O:

ip" (t) <p (t) - (1 + fJ,) (<p' (t)) 2 2: O)

donde 11 es una constante positiva. Si sp (O) > O Y rp' (O) > O, entonces existe un número real
positivo T* tal que lím ip (t) = +00 Y una cota superior de T* puede ser estimado por

i-sr;

T < <p(0)
* - iup' (O)'

3. EL RESULTADO PRINCIPAL
El objetivo central del presente trabajo es discutir la propiedad de singularidad en tiempo finito

de las soluciones del problema (l.1) sobre un intervalo inaximal [O,TIl1áx[' Para este propósito,
utilizamos las técnicas desarrolladas por Levine r-+] y Zhou [11]' llamada método de concavidad,
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Definición 3.1. Una solución II del problema (Ll ) sobre un intervalo niaximal [O,Tn¡áx[ tiene la
propiedad de explosión o singularidad en tiempo finito si

l~nftx < +00,

es decir que 11 no puede sor extendida sobre [O,+:::xJ[ como solución del problema (l.1).

Definición 3.2. L<:-1función energía E (t) del problema. (l.1), se define por

1 j'E (t) := -p Ilu (t)lli.p - F (11.(T, t))d~c, t ~ O.
n

donde
F(s):= ls f(~)d~.

Lema 3.3. Supongamos que se cumplen las hipótesis (Hl) - (H3). Si u es una solución del
problema (l.1) sobre [O,Tmáx [ con dato inicial ,(LO E Wol.P (O), entonces

(3.1)

donde E (O) es la energía inicial definida por

E (O) := ~ II'uoIli,p - r F (?lo (x)) dx.P l-.
Demostración. Multiplicando a la ecuación (l.1)1 por u[, integrando sobre D, aplicando el Lema
2.2 y el Teorema de la Divergencia, obtenemos

E' (t) + I ~ u' (t) 1: + (3 (t) 11 u' (t) 11
2 = O. (3.2)

De aquí, se obtiene el resultado (3.1).

Lema 3.4. Sea la función definida para A ~. O:

9 (A):= B1pAfJ _ CoAIJ
,

P o a

donde Bi, es la constante óptima de la desigualdad de Sobolev-Poincaré; Co; p y a son constantes
de la hipótesis (H3). Entonces

o

(3.3)

(i) 9 es estrictamente creciente en [O,AO[,

(ii) 9 toma su valor ttuiaimo Eo en Ao,

(iii) 9 es estrictamente decreciente en 1/\0,00 [,

donde
-i ()..:::1'..

Al) := (CoBg)rr-1' y Eu:= ~-;;: (CoBg)<T-p•

Demostración. Es inmediato.

(3.4)

O

Lema 3.5. S'UjJonymno.s que 8(' cumplen las hipoiesis (H1) - (H3). Si ti es una solucián del
problema (1.1) sobre [O. TlI l<;x [ con dato inicuil iu, E \Fl~'P (O). Y que satisface

luolrr > AO y E (O) < E().
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entonces
-J

III (t)lrr >.Ao Y Ilu (t)lll,p > (C'l)B[í)rr-p) t ~ O, (3,5)

Demostración. Por (3.2). E (1) e~ una función 110 creciente y E (t) < E (O). t > O. Por la
Desigualdad de Sobolev-Poiricaré y (H3), resulta

E (t) 11 ()IP eo ler> -El) u t - - 1 11 (t)Po a o er
9 (Iv, (t)ler), t ~ O.

Así se tiene
9 (I'IL (t)ler) < E (t) < E (O) < 9 (.Ao) := Eo, t ~ O.

Por (3.6), existe .Al > .Al) tal queg (.A]) = E (O), A continuación probemos que

(3,6)

(3,7)

Por el absurdo, Supongamos que existe to > O tal que A¿ < lu(tl))ler < .AJ, Desde que 9 es
estrictamente decreciente en ].Ar); 00[, resulta

y esto es una contradicción con (3,6), Por tanto se cumple (3,7) y Iv, (t)ler > .Ao, t ~ O. Por la
Desigualdad de Sobolev- Poincaré, resulta

Por tanto, se obtiene (3,5). o
Teorema 3.6 (Inexistencia Global). Supongamos que se cumplen las hipótesis (H1) - (H4),
Y (H5) ó (H6), Si u es una solución del problema (1.1) sobre el interualo maxunal [O, T;náx[ con
dato inicial Uo E W ¿ .p (D)) y que satisface

luoler >.Ao Y E (O) < e;
entonces Trnáx < +00, es decir que u no puede ser extendida sobre [O, +oo[ como solución del
problema (1.1). Además el tiempo finito T;lláx es estimado por

8 (1~uol: + (3 (O) 11110112)

T;náx ~ ((j _ 2) 2 (Eo - E (O)) (3,8)

Demostración. Consideremos dos casos,

Caso 1: Supongamos que se cumple (H5) , Para este caso definamos la función explosión
para t E [O,7(J]:

)

'! ') /,1
cp(t):= 1JOlS)ll(s)l- ds+ . (s-t)(c1"(s)a(s),u(8))d8

o 2, o

+ ;,1 ;3 (8) Ilu (8)112 d8 + ),1 (8 - t) [j' (8) ((11 (8), U (8))) ds
. II o

+ (1'0 - t) [1 jQ(O)"o 1: + .:3 (O) Ilvoll'1
+ Ó.(t + TO)~ ,

(3.9)
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donde 10, T() .Y 6 SOIl constantes positivas que serán detcriniuádas más tarde.
Por difcrcnciacióu de (3.9), resulta

(3.10)

Notemos que se cumplen

2 J; (O' (s) 1/ (s) , u (s)) ds 1~11, (t)l: -1 JOlO)uol:
- J; (n' (s)u (s) .u (s)) ds

(3,11)

y

2 J; (3 (s) (( 1i' (s) , 'u (s))) ds (3 (t) II·u (t)112 ds - {3 (O) IIuol12
- J; (3' (s) (( u (s) , u (s) )) ds.

(3.12)

Por (3,11) Y (3,12), se tiene de (3.10)

'fJ' ( t ) = 2 J: (O' (s) u' (8) , 'ti (8)) ds + 2 J; (3 (8) (( u' (8) ,U (.s))) ds

+20 (t + TO) .
(3.13)

Diferenciando (3.13), utilizando la ecuación (1.1)1> Lema 2.2 y el Teorema de la Divergencia, se
obtiene

'fJ"(t) = 2 (J (u (t)), u (t)) -- 211u (t)II~,p + 20,

Por (H4), (3.1) Y (3.5), resulta

'fJ"(t) > 20'j' F(u(x,t))dx-·211'L¿(t)II~.p+20
n

2 (~ - 1) Ilu (t)W:,p - 20'E (O) + 20

+20' 1tI~u' (.s)I:ds + 20' 1/ {3 (8) Ilu' (s)112 ds

> 20' (~ - ~) (CoBg)2;; - 20'E (O) + 20.
p O'

+20' ti VaTi)1t.' (.s)I~ds + 20' ¡t ,6 (s)llu' (8)112 ds
~) 2 Jo

- 20'(Eo-E(O))+20

+20' i' 1 ~¡¿' (s) 1

2
ds + 20' ¡t ,8 (s) 1111.'(8) 112ds.lo 2 Jo

(3.14)

Tornando ,) = 2 (El) -- E (O)) Y desde que O' > 2. se tiene
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De (3.9), (3.13) .Y (3.15), se obtienen

cp(O) = To [1~ao 1: + /3 (O) Ilao 112] + (5TJ > 0,

cp'(O) =2870> 0,
cp"(t) > (O" + 2) 6 > 0, vt 2:: O.

(3.16)

Por (3.16), resulta que cp(t) y r.p'(t) son funciones positivas. Desde que O't (x, t) ::; O c.t.p. para
t 2:: 0, VX E n y /3' (t) ::; Oc.t.p. para t 2:: 0, de (3.9), se tiene

cp (t) 2:: .!a
l

1 ~u -: ds + II /3 (s) Ilu (s)112 ds + 6 (t + 70)2.

De (3.13) y (3.15), resultan

cp'(t) 2:: 2 [fo·t (O' (s) u' (5), U (s)) ds +11

/3 (5) ((u' (s) u (s))) ds + 6 (t + 70)] (3.18)

(3.17)

y

r.p"(t) 2:: (O" + 2) [lt 1~u' (s) 1: ds + l·t /3 (s) Ilu"' (s)112 ds + 6] . (3.19)

De (3.17), (3.18) Y (3.19), se obtiene v (~,r¡) E ~2

cp (t) e + r.p'(t)~17 + :~~172 = J~1 ~u (s) ~ + ~u'(s)r¡12 ds

+ J~/3 (s) Ilu (s) ~ + u' (s) r¡112 ds 2 (3.20)
+6 [(t + 70) ~ + r¡]2

2:: O.

Por propiedad de las formas cuadráticas, de (3.20) resulta

.p" (t) cp (t) - (1 + f1) (cp' (t)) 2 2:: O, (3.21)

donde 11, := 0'~2.

Por (3.16) y (3.21), la función ip satisface las condiciones del Lema 2.5. Entonces existe un
tiempo finito T* tal que lím ip (t) = +00 Y la cota superior de T* es estimada por

i-vr;

(3.22)

donde

2To (70) [1 ~uol: + /3 (O) Iluoj[2] + 2676
To (70) = (O" - 2) 670

Y esto es equivalente a la relación

El valor de To el! (3.22) debe ser el óptimo. para ello debemos escoger el valoradecuado de 70 en
el intervalo

]71, +oo[ , (3.23)
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donde
1F(0)1'01~ + (-J (O) IIuol12

_ ._ 2

'1 .- (a- - 2) (Eo - E (O))

y esto se logra minimizando en el intervalo (3.23) la función

(3.24)

donde 6 = 2 (Eo - E (O)). De (3.24), se obtienen

4 [1VQ(O)uo 1: + p (O) Iluo 112]
TO = (a- - 2) 6

y

8 (1yÍa(Ü)uo 1:.+ p (O) Iluo 112
)

To (TO) = Tmín := T (TO) = (a- _ 2)2 (Eo _ E (O))

Así se tiene la estimativa (3.8). Por último, desde que [O, ~náx[ es el intervalo maximal de las
soluciones del problema (1.1), resulta que Tmáx = T*. Con esto se finaliza la demostración del Caso
1.

Caso 2: Supongamos que se cumple (H6). Para este caso definamos la función explosión
para t E [O, Tol:

<p(t):= /~IJaTs)U(S)I>lS+ /~p(S)llu(s)112dS

+ (7<) - t) [1 yÍa(Ü)uol: + f3 (O) Iluoll']
+6(t+TO) ,

(3.25)

donde TO, To Y ¿j son constantes positivas que serán determinadas más tarde.
Por diferenciación de (3.25), resulta

<p'(t) = 1y'Q(t)u (t) 1: + (3 (5) Ilu (t) 112

- [1 yÍa(Ü)uol: + p (O) 11'110112] + 26 (t + TO)'

Por (3.11) y (3.12). se obtiene de (3.26)

<p'(t) = 2 J~(a (s) u' (5), U (s)) ds + 2 J~,6 (5) ((1.¿' (5),11 (s))) tls

+ J; I~l/, (s)l: ds + J~/3' (s) II'LL(s)112ds (3.27)

+26(t+TO)'

(3.26)

Diferenciando (3.27). utilizando la ecuación (1.1)1' Lema 2.2 y el Teorema de la Divergencia. se'
obtiene

<p"(t) = 2 (f (u (t)): 1/ (1)) - 211u (t)II~.p + 28

. + I ¡¡¡Tj) u (t) I~ +,11' (t) 1111.(t) 112 .

De aquí el recito es idéntico al Caso 1, conectando (3.28) C011 lo que sigue de (3.]4).

(3.28)
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Con esto se concluye la demostración del Teorema 3.G. o
Teorema 3.7 (Inexistencia Global). Supotujamos que se cumplen las hinotesis (H1) - (H4),
(HG) Y ]J > 2. Si u es una solución del problema (1.1) sobre el intervalo maaiuuil [O, T;náx[ con
dato inicial no cero Uo E 1F(; ,P( n). y que satisface .

E (O) < 0,

entonces l~nRx < +00 , es decir que u no puede ser extendida sobre [O, +oo[ como solución del
problema (1.1). Además el tiempo finito l~lláx es estimado por

P , p-2 E
22pDP Inl:? C2T,.< o (1{}

lTIaX _ ~,

(p - 2) (O" - p) mín {Dg, 1} 1(0 2

(3.29)

donde
1(0 := 1 ~1LOI: + ,(-](O) IIuol12

,

Cap := máx {llaIIL=(o,oo;L=(n)) , IIPlI L=(O,OO)} ,

IDI es la medida de D y Do es la constante óptima de la desigualdad de Soboleu-Poinccré lulp::;
Do IluI11,p' \:Iu E vV¿'P (D).
Demostración. Definamos la función explosión para t ~ O:

<p(t):= IVaWu(t)l: +!3(t) Ilu(t)112. (3.30)

Diferenciando (3.30), utilizando la ecuación (1.1)1' Lema 2.2 y el Teorema de la Divergencia,
se obtiene

<p'(t) = 2(f(u(t)),u(t))-21Iu(t)lli,p

+ 1~u (t) 1: + ,(-]'(t) Ilu (t) 112
.

Por (H4), (3.1) Y E (O) < O, resulta

<p'(t) > 2(f(U(t)),lL(t))-21Iu(t)lli,p

> 20" r F(u(x,t))dx-21ItL(t)lli,pin
> 2 (O"; p) Ilu (t)lli,p - 20"E (O)

> 2 ( O" ; p) Ilu (t) 11~.p

Tomando Do la constante óptima de la Desigualdad de Sobolev-Poincaré lulp ::; Do IluI11,p'
7tL E W~'P (O) y desde que 1'012 < Inl~--~ lulp' \:Iv E LP (0), se tiene

<p'(t) ~ (O" - p). D~P mín {D!;.1} 101-(1';2) [111(t)l~ + 11u,(t)W'].p . - (:3.31 )

POllas hipótesis (H1) - (H2), se tiene o: (:r. t) ::; Ilnllcx(ox.cx'(n)) c.t.p. para (.r. t) E O x [O, oo[
y,3 (1)::; IlrJIILx(o,x) c.t.p. para t E [O,+00[. Desde que (o + b)' ::; 2'--1 (a' + b'), \:Iu. b ~ 0, \:I¡- ~ 1,
de (3.30) sc ol.ticne

(3.32)
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donde Ca(3:= máx {llollv)C(o,')O;LOG(rlll' Ili3IIU'C(O,00l}' Por (3.32), de (3.31) se obtiene

tp' (t) 2:1('P~ (t), (3.33)

p-l
1'-2 'P-2 (O)ip 2 (t) > .,

. - 1 - (P;2) tpT (O)Kt

y de aquí, existe un tiempo finito T* tal que lím 'P (t) = +00 Yla cota superior de 7: es estimada
i-a;

por (3.29). Con todo esto se finaliza la demostración del Teorema 3.7. O

Observación 3.8. Si las funciones O' == O Ó {3 == O pero no ambas, y se cumplan las hipótesis
de los Teoremas 3.6 o 3.7, entonces se obtienen resultados similares a estos Teoremas, usando las
mismas estrategias seguidas en su prueba.

Observación 3.9. Supongamos que se cumplan /3 == O, f (u) = lulo-2 U, 2 ::;P < (J < p(n;:-2), y las
hipótesis (H1) y (H6). Si u es una solución del problema (1.1) sobre el intervalo maximal [O, T;náx[
con dato inicial no cerotz¿ E TlV~'P (n), y que satisface

E (O) :::; O,

entonces T;nríx < +00 , es decir que II no puede ser extendida sobre [O,+oo[ como solución del
problema (1.1). Además el tiempo finito Tmáx es estimado por

donde Ca := Ilollux'(O.oo;L=(rl)) y Inl es la medida de ~. Este resultado se obtiene de manera
similar que la prueba del Teorema 3.7.
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