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EXISTENCIA Y DECAIMIENTO UNIFORME PARA UNA
ECUACION VISCOELASTICO CASILINEAL

Alfonso Perez Salvatierra', Rail Izaguirre Maguifnia®,

Victoriano Yauri Luque * & Andrés Guardia Cayo*
Resumen: Se estudiara la existencia de la solucién débil y el comportamiento
asintético de la energia asociada al sistema:

¢
lue|? gy — Au — Auyy +/ g(t—s)Au(s)ds+ f(u) =0, en x]0,+o0] .

0
u(z,t) =0, sobrel x]0,+4o00] .
u(2,0) =uo (), wu(x,0)=u(z), enQ.

Donde € es un dominio acotado en R™ (n > 1), con frontera I' = 082, p satisface,
2
(n—2)

ug, u; € H3 ().

El niicleo de la integral, g (¢ — s) es una funcién memoria, que describe la dependencia
entre la deformacién y la tension.

0 <igp < sin >3 V p>0sin =12y la funcién g(t) es positiva;

Palabras clave: Viscoelastico casilineal - Existencia - Decaimiento Uniforme.

EXISTENCE AND UNIFORM DECAY FOR
VISCOELASTIC QUASILINEAR EQUATIONS

Abstract: Will studied the existence of the weak solution and the asymptotic behavior
of the energy associated to the system:

t
]ur|Putt—A-u—Autt+f g(t—s)Au(s)ds+ f(u) =0, inQ x]0,+o0[ .
0
u(z,t) =0, onT x]0,+o00[ .
u(x,O):uD(:r), ut(m,O)zul(m), in (2.

(%)

Where € bounded domain in R™ (n > 1), With boundary I' = 992, p satisfies,
2

(n —2)

Uy, Uy € Hé(Q)

The integral kernel, g (¢t — s) a function memory, that he describes the dependence
between deformation and the tension.

0&p< ,ifn >3 VvV p>0ifn =12 and the function g (t) is positive;
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8 . A EXISTENCIA Y DECAIMIENTO UNIFORME

1. Introduccion:
En M.M. Cavalcanti, V.N. Domingos Cavalcanti, J. Soriano [10], se estudia la ecuacién con
amortiguamiento localizado siguiente,

t ,
uﬁ—Au—l—f g(t—s)Au(s)ds+a(zx)u+ |u/"u=0, en Q x ]0, +00] .
s : : :

u(z,t) =0 , sobreI x]0,+o0] .

'LL(CC,O) = o (3:) y Ut (3::0) = U1 (:E) , €n .

Donde €2 es un dominio acotado en R™ (n > 1), con frontera I' = 912, régular v > 0; a(x) es una
funcién no creciente positiva en una vecindad de la frontera, la funcién g (t) es positiva; tal que

—6g9(t) < g () <&g(t), t20

Los autores estudian su comportamiento asintético del sistema.

En M.M. Cavalcanti, V.N.D. Cavalcanti, J. Ferreira [4], se estudia la existencia global de la
solucién en L™ (0, 00; H} (Q)) para v > 0 y un comportamiento asintético para v > 0 . Esto es,
en el caso de la presencia de un amortiguamiento fuerte Awu, actuando en 2, el sistema es dado
porﬂ

¢
Jwg|” gy — Au — Autt+/ g(t—s)Au(s)ds —yAu; =0, en Q x |0, +oo .

0
u(z,t) =0 , sobrel x]0,4o0[ .
u(m,O) :uﬂ(x) y Ut (.’L‘,O) =1 (l‘) 3 en ).

Donde 2 es un dominio acotado en R™ (n > 1), con frontera I' = 95, regular v > 0; p satisface,

[} At . S ,sin >3V p>0sin=1,2y lafuncién g(t) es positiva.

(n—2
En Salim A. Messaoudi, Nasser-eddine Tartar [11], se estudia el decaimiento exponencial y
polinomial para el sistema, '

t

|ut|putt—Au—/_\utt+/ g(t—s)Au(s)ds —yAu; =0, en 2 x |0, 400 .

0
u(z,t) =0 , sobrel x ]0,4o0] .
u(z,0)=u(z) , w(z,0)=u(z) , enQ.

En el presente trabajo se hace el estudio del decaimiento exponencial y polinomial del sistema ()
un mejoramiento al trabajo de [11] y para la existencia de la solucién podemos encontrar en el
trabajo de M.M. Cavalcanti, V.N.D. Cavalcanti, J. Ferreira [4], Las hipdtesis del trabajo son:

Q2 es un dominio acotado en R™ (n > 1), con frontera I' = 9, p satisface,

0<p< -2 sin>3V p>0sin=1,2y lafuncién g (t) es positiva; ug,u; € H}(Q).

fi—~2
g (t) es llamada funcién de relajacién. El nicleo de la integral, g (£ — s) es una funcién memoria,
que describe la dependencia entre la deformacién y la tension.
La integral de la ecuacién en (x), llamada “ integral hereditaria”, fue primeramente presentada
por Volterra.
Para la funcion relajacion

3

‘ ¢g” asumimos:

(G1) g:R" — R™ es una funcién de clase C* no creciente (o acotada) satisfaciendo

g(0) >0, 1—/ gl8)ds=¥€>0
0



(G2) Existe una constante positiva £ tal que

g() <€), 120, 1<p< 3

-y - — '
Nota: La condicién p < 3 es impuesto para asegurar que

f g> P (s)ds < o0
0

F(1) La funcién f € C* (R) es tal que
f(s)s>0,VseR

F(2) La funcién f es lipschitziana con f(0) =0

2. Deduccién formal de la energia
Multiplicando a la ecuacién (*) por uy :

(Jue|? wee, ue) + (—Au, ug) + (—Aug, ug) + (ﬁtg (t — 8) Au(s) ds,ut) +(f(u),u)=0 (1)

observemos que:

P e P d p+2

(e |” wee, ug) /ﬂ |us|” ugupdr = o 2 g / s dz (2)

Por la férmula de Green y para u € H? (Q),u; € H* (Q) :

1d _

(—Au, ’U,t) = (V’U,, Vut) = <70ut?’Ylu)H“lﬂ(I‘)xHUz(I‘) = —2--(% ‘V’U.| (3)

Anélogamente por Green para uy € H2(Q) ,u; € H' (),

1d

(—Augy, up) = (Vug, V) — (’Yo’U»t,’Yiutt)H—llz(r)xHW(I‘} = 2dt |Vut[2 (4)

8

Definamos F'(s) = f f(t)dt, el cual estd bien definida por (F2), se tiene por el teorema

fundamental del célculg
F'(s) = f(s)
luego,

u), us) =/Qf(u) udxr = d%/ﬂF(u)d:c (5)
De (2) a (5) en (1):

p+2dt/| t|p+2dﬁf+2&—tlv |+2dt |V +ff (t—s)Au(s)u (t dsda:+—/

Ordenando los términos
= /I (B e 4o /qu| dx + 1/|Vu| dz+ (6)
dt |p+2 :

+]QF(u)dz} :——/Q/Otg(t—s)Au(s)ut(t)dsd:c
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Se define la energia asociada al sistema

E{t) i= Ju P*2 de + = /|Vu] dx—l— ]|Vut| dz +fF( ) dx

p+2 Q

De (6) y definicién de la energia se tiene:
¢t
— / / g(t—s) Au(s)u () dsdx (7)
aJo
¢
= / Vuy (t) / g (t — ) Au(s)dsdx
Q 0

Como el término de la integral en (7) es de un signo indefinido, modificaremos la energia F (t)
para asi tener una nueva funcional positiva no creciente.
Definamos,

o) //g(t—s (0 (&) = v (s) 2 dedz (8)

de la definicion de la energia y de g o v obtendremos,

' %E(t) =%(g'ovu) () - %g (t)/Q|Vu|2dzc+dit{%/0 g(T)d'r/Q[Vu|2da:} (8a)

Se define la funcién positiva

E(t):—%(QOVu)() ;(1/}(5 ds) Vul? do+

——f|ut|p+2dm+ fqutl d$+/ (u) dz.

De la relacién dado en (G1) obtendremos;
(E(t) <e(t), Vt>0. (9)
Diferenciando en € (t) y relaciones anteriores:

£ (1) =3

-5V (0 - 500) [ [Vulds

l(g o Vu) ( f[Vu| dz (10)

e (t) < 0,Vt > 0.
3. Teorema central . .
Asumamos (G1), (G2) y suposicidon sobre p dados. Entonces, para cada t, > 0 fijo, existen
constantes positivas K y k tal que las soluciones de () satisface, para todo t > t,.
e(t) < Ke™ p=1
e(t) S K@1+8)Ve ) p>1.

Demostraciéon
Trabajamos con una funcional adecuada, definamos

L(t) = Me(t)+ ey (t) + x (2)
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y probaremos que L (t) es equivalente a la funcién € (¢) , para un M y € elegidos apropiadamente
mas adelante. Se definen los operadores ¢ y x por, '

¥ (t) p+1/|ut|1 u,udr%—/Vu Vu,dzx

% {f) = /sz.(AUt - TE ;w) /Dtg(t —7)(u(t) —u (s))d’rdaH—/QF(uj dx

Podemos deducir:

d

o il d
i (Jue]” wwe) = p |w|? 1E|ut|uut+|ut|pd—t(uut) (11)

= (p+ 1) |uel” wugy + |
d
e (Vu - V) = Vi - Vuy + Vu - Vuy , (12)

Derivando el operador ¢ (t), de (11) y (12):

; 1 d d ' '
W () = ST & (|ue]? uny) dz + /Q 7 (Vu - Vuy) dz (13)

. .
:f|ut| uutzd$+—fiut|p+2d$+/ |Vu¢|2d$+/Vu-Vuud.t
Q pt1lJg Q Q

multiplicando a la ecuacién (*) por u vy la férmula de Green

. t 7
/ Iutpuug,id:wrf Vuy-Vudr = —[ IV d$+/ Vu (t)/ g(t—71)Vu(r)drdz— | f(u)udz.
0 o Q Q 0 Q
(14)
De (14) en (13) :

Y (t) = p+1f|u |p+2dac—|—f|Vut| da:—/[Vul d:c+/Vu() /(;tg(t—r)Vu(T)dT(I’.:r:

(15)
—/Qf(u)udq:

Estimamos el cuarto término del lado derecho:

/ﬂvfu(t)./Otg(t_f)vu(r)drdxg%/ﬂwu(t)ﬁdﬂéfgU;g(t-_f)|vu(:r)¢df)2d$

(16)

< "21"/9 (/Otg(f—f)(lw(t)—Vu(T)|+|Vu(t)|)dT)2d$
+%/Q|Vu(t)]2d:c
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Por la desigualdad de Yong’s obtenemos para n > 0 (trabajando con segundo término de (16))

/ﬂ ([ tg(t—'r)(Vu(t)—W(’r)+qu(t)l)d'r)2d:c < (17)

£/Q(fotg(t—T)(IVU(t)—VU(T)l)dT>2dﬂ3
+/ﬂ(fotg(t—v')(Wu(t)Ddr)gdx
+2/Q(/Otg(t—'r)Wu(t)—Vu('r)id‘r)Q

t

donde Q:(/g( 7) |Vu (1 ide)
0

Trabajando con el tercer término de (17) :

fﬂ(/Otg(t—‘rHVu(t)—Vu(r)ldf) (/Dtg(tm'r) |Vu(t)|drd‘x) < |
%/n (/otg(t = 7)[Vu(t) - Vu (T)Idr) 25

_H?/s;(fo g(t—7‘)|Vu(‘r)|d7’) dx (18)
De (18) en (17)

/ﬂ(/(;tg(t—’r)(|Vu(t)-VU(T)|+|Vu(t)|)dT)2d:BS(1+?7)/Q(fotg(twfr)Nu(t)[dT)zd,q;

1 ‘ N
+ (1 + w) / (/ g(t—7)|Vul(t) — V'u,(‘r)|d7') dr (19)
n;, Jo \Jo
Haciendo calculos probamos que:

fﬂ(/:g(t—THVu() Yulr Idr) dr < (20)
/g d’f‘// (t —7) |[Vu (1) — Vu (t)|* drdz

<
Asi de (20) en (19) y desde que /g( dfr</ g(r)dr=1- E(dadodeGl)
0

IA

[ ([ s6-10900) - Va1 + wutonar) < i

< (1+%> /Otgzw(r)drfﬂfotgp(t_f) YV (7) — Vu (8) drdz
+(1+n)fﬂ(/Otg(t~7)|Vu(t)|dT)2dx
<(1+n) (1—€)2L|Vu(t)|2d$_+ (1+7—11) (/Otg%ﬂ“(f)w) (6" 0 V) (£).



P -

De (21) en (16):

(1+n

fﬂw(t) fﬂtg(t-—'r)Vu( Vdrdz < > /|Vu )2 de + /IVu Pdz (22)

w( ) ([ o P(T)dr) (67 0 V) (1)

De (22) en ¢ :

p+1f1“¢|p+24$+/!v“t| d:z:-—f|Vu| dr + = /|Vu | dx+
+(1+n)(1-0)? /Q|Vu()| da:+é(1+71?) (]0 P (1 )dr) (¢ OVU)(t)—fo(u)udx.

_ _ 1 £ 1+ =6 1 ¢
e e S ) g Bt xR, | R
Para n = T " cualquiera, se tiene: 3 (1 + 7?) 5 5 + 5 1 5"
Por tanto, 3
E 1 ; 2— : 2 1 p+2 3
' (t) < —= |Vu| dr + — g P(r)dr | (gP o Vu) (t) + [ |Vu|"dz + —/ lue """ dx
(23)
Observemos que:
d )" u d [ |u|"u
(0= B0p) - g (B5) om0

%(ltg(t—T)(u(t)—u(T))dT) z/o.tg'(t——’r)(u(t)—-u(T))dT—i—/:g(t—T)ut(t)dT (25)

Derivando x ' (t) y de observacién:

' (1) = fﬂ [% (Aut—i—;t'—%i> fo T (u(t)—u(r))d‘rd:r] (26)
+/ﬂ Kmt ‘ﬂ?‘) %Atg(t—f)(u(t)—u(r))df] d

= Ay ftg(t_T) (U (t) —’u,(*r)) drdzr
’ t
_/[ut|Put¢/ g(t—7)(u(t)—u(r))drde
Q 0o |
+/Qﬁut gf(t—T)(U(t)—u(r))drda:+/n,gut/0 o\t ias ) dr e

0

9 / ™ /0 g (t =) (u(t) — u(r)) drdz

ft g(t—T7)u (t)drdr + / f(u) udz.
Q

Jap+1l Jo
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t
Multiplicando la ecuacién (*) por / gt —7)(Vu(t) — Vu(r))dr:
0

[ / (t—7) (u(t) - u (7)) drda—
/Au/ )) drdz — fAu f ) (u (t) — u (7)) drda
+]Q(f0 (t - T)Au(’r)d’r) (/Og(t i) —u e
+fnf(u)/:g(t—7')(u(t)—u(7)}) P

de donde:
/Qma/og(t 7) (u () - u (7)) drds

Au g de:r:

+]ﬂ( g ) Au (T) dr) ( gt—1)(u (3)_U(T))d,r) B2
+/Qf(u)f0tg(t—r) (u(t) — u(r)) drde.

Esta identidad en x’(¢) y agrupando:

x'(t) = /QAU/ {t—7) )) drdz
w ([ ate- T)Au()d>(/Otg(t—'f)(“(t)—U(T))dr)d:a:
ff /t ('f))dernJr/QAua/Otg’(t—fr) (u(t) — u(r)) drdz
/Au/ (t—T1) de:z:__ -f|utput/t g (t—7)(u(t) —u(r))drde

p+1f|u f t—T) d'rdm—l-[)f()utda:.
Por tanto,

¥ 1) = /QVU (t) - fo g(t—7)(Vu(t) — Vu(r))drde (27)

+/Q(/Ozg(t—7),ﬁu('r)dr> (/Gtg(t_'r)(u(t)—u(v'))dr) 37
(/t dT)/IVul dx — /Vu t)-/Otg’(t—f)(Vu(t)—Vu('r))d'rda: _
p+1/0| i u] (t—7)(u(t) — (T))dem_p-&l—l (/Otg(T)dT)[z['ut|p+2d$
/f / (T))d'rdx—i-/nf(u)utdw.
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Del mismo modo como para v (t), estimaremos cada término del segundo miembro de (27),
separadamente. Por ello usaremos reiteradamente la desigualdad de Cauchy-Schwartz, desigualdad
de Holder, desigualdad de Young’s , y la relacién dado en (20).

El cuarto término de (27):

fQVut(t)-fD g (t—1)(Vu(t)—Vu(r ))de:c<6/|Vut| dx + 4(2)( —g o Vu)(t). (28)

Similarmente el quinto término de (27):

/Qlutlp‘u&t/0 gt—r) (u(t)—U(T))d’fdfCS(?ffu [#2*D dg +g4(5) Cp(—9' 0 Vu)(t). (29).

Para cualquier 6 > 0 y C), constante de Poincaré’s.
Por la inmersién de los espacios de Sobolev:

2
H (Q) — L2 (Q) para O<p<nm23in23 yp>0sin=1,2.

y el hecho de que
g(t) <e(0),t >0 (pues & (t) <0, es no creciente)

obtenemos,
flu P dz < C, (26 (0 f|Vutl dx (30)

donde C, es la constante de inmersion.
De (29) y (30) obtenemos:

B dC;2°P (¢ (0))” 9
p+1/|ut| ut/ (t—7)(u(t) —u(r))drdz < ol /Q|Vut| dz+

Tomando en cuenta las estimativas (28, 29, 30) en (27)

X <5(1+2(1m£ ]|\7u| d1+<25+215) Ut H’(fr)dr] (g* o Vu) (t)

+ {5—(/;9(7)(17)%—5-0 ]/|Vut[ dx——(/otg(r)dr)/ﬂmtrmdx

- (1+}%> (—g 0 Vi) (t)—i—/nf(u)fo g(t—’r)(u(t)—u(r))d’r‘dmmé—/ﬂF(u)dm

t to
Para t > to > 0, se tiene que / g(r)dr > f g (1) dT := gy, por tanto:
0 0

x' @) <é(1+2(1- 2)2) /{; |Vul? dz + (2(5+ 215) [/t *Pi(r) d‘r] (P o Vu) (t) (31)

0C; o
+ (54 2 07 -a0) [ 1vuldo— 2 [t

+%(Hp%1)(gom )+ [ f / (t =) (u(t) - u(r)) drdz

——I-/F(-u)das,VtZtg>0.
2 Ja
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De (10), (23) ¥ (31) en la definicién de L (t), derivando obtenemos:
L) =M'(t) + e’ (t) + X' (1)
ﬂ; (¢ o Vu) (t) — £g / |Vu|® dz — —f |Vul|® dz + — (/ P (1) d’r) (g% o Vu) (t)

-|—6/|Vut| da:+—~—f1ut|p+ d:c—e/f(u)ud:t:+6(1+2(1—2)2)/|Vu|2d93
a p+1Ja Q

(25+ 215) { f " () df} (¢ 0 Vu) (t)+( —go) f Vol da

45( iJ(—g'ovu)(tanf( )fo g(t—7)(u(t) - ( )) drdz.

p+1

Asi finalmente ordenando obtenemos:

y(t)s[f‘; 23 (14 ‘f;)](gow()

p+1 w|P? dz — [ ol Bl }f|w| s
- {(90—6)—5( _pc—fl) (25(0))3"] L|vut| do+
=X (% +26+ 215) (ftgﬂ—P(T)dr) (¢ 0 V) (£) +

+ ; f(u) /0 g(t—7)(u(t)—u(r)) drde.

Para f(0) =0y f satisfaciendo una condicién de Lipschitz.
Reduciendo términos obtenemos para L' (t) :

v s-{e(¥-23 (1+:5)) - 5- (25+§15+25) ([ @ar)bovu

(32)
w{%—5(1+2 (1-¢)° }
C‘
{igo-a-5(1+-2 )}/Wm da:——f (1) dz
Caso 1: Sip=1
En virtud de la eleccién adecuada de €,6 y M, estimando (32), para con a > 0, se tiene:
L) £ ~oe (B Y S b (33)

Por otro lado, usando la relacién (31) (y también una inecuacién similar a (31), con el reemplazo
de Vu por V), (33) y las siguientes estimativas:

f |ue|? wpudz < 6,C /
e

/Q|utjput/;g(t—f)(u(t) sl Vi e el /{Vuﬁ BTG (o W) ()

zl (2¢ (0))? f|\7ut|2daz, 6 >0



Con 5 > 0, se deduce que existen [, F, positivos tal que,

Bhe (t) S L (t) < Boe(t).
Combinando (33) y (34) obtenemos

L/ () < —=L (), V> to

fa
Integrando sobre el intervalo (fy,t) se obtiene:
L)< L (ohe BB v > ¢,

Nuevamente de (34) obtenemos

Bie(t) < L(t) < L(0)e Bl

de donde

e(t) <l _L._Q.).e_%(t_tn)’

- 5

Considerando

Lt %

k= L) B, >0, k== >0
1 ﬂ?

se obtiene

st ERe™, "K>0, k>0

Caso 2: Sip>1
De las hipétesis (G1), (G2) se deduce que:

/ g (r)dr <oo, 0<8<2—p,
0
asf del Lema 3.3 de [6] se obtiene, para una constante C > 0 :

(goVu)(t) <C { (/Omgl“f’ (r)dv-) E(O)}éxﬁ_ﬂ;y {(¢" 0 V) (1)} =70

Por tanto obtenemos, para r > 1,
gt)<C {erl (0) [/ |2 de + || Viue]|3 + / F (u) dx] +[(go Vu)]r}
' 0 Q
< e (D) {/ |ueP*2 dz + || Vuel|2 + (| Vuel|2 + f F (u) dm}
Q Q

+C { ( /0 g (n) dr) e (0) }r(pl)/(pﬂm {(g o Vu) (1)}

rd
p—1+06)

1

Eligiendo # = 5 y r = 2p — 1 (por tanto, = 1), la estimativa (38) nos da,

)0 [ julds 4 [Vl + [Vull + 00 90) )+ [ Fw)ac)

17

(36)

(37)

(38)
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Combinando (32), (34) v (38) obtenemos
/ a . & ) '
De (40) mediante una simple integracion,
L)< O £ v > 4, (41) -

De una consecuencia de (10), obtenemos:

/ G (t) dt + suptG (t) < o0
o :

t=>0

por consiguiente, por el Lema 3.3 de [6], tenemos

(p—1)/p
} (gp o Vu)”p

e Vulile) <6s [ [ 10 sy + s Olle

:|(P—1)/P

<Gy |;/(:G(T) dr +1G (t) (g7 o Vu)'/P

<C3(gPo Vu.)lhD
de donde
— (97 o Vu) £ —Cy (g o Vu)? (42)

Consecuentemente, una combinacién de (32) y (42) obtenemos:

L'(t) < —C; {/ g |P2 da +f |Vul® dz -|—f \Vu|* dz + (g 0 Vu)? (t)} + {f F(u)d:c] , YVt >t
Q Q Q Q
| (43)
Por otro lado, tenemos similarmente a (39):

e? (t) < Cs [f |ue[PH? da +/ |Vul|? dz +f |Vu|? dz + (g7 o Vu) (t) + / F (u) da:} , Vt >t
0 0 Q Q
(44)
Combinando (40), (43) y (34):

LI(t) < —CheP (t) £ —CsLP (t), VYVt 2ty (45)
Por una simple integracién de (45) sobre el intervalo (to,t) nos da,
LA <KQA+t)VeD w>y,

por tanto, el decaimiento polinomial de ¢ (t), planteado en el teorema se sigue de (34).
4. Conclusiones

El presente trabajo es un mejoramiento al presentado por Nasser-Eddine Tatar [11],
obteniéndose el decaimiento de la energia exponencial y polinomial. Se podria hacer un estudio del
mismo sistema para ecuaciones viscoeldstico no lineal, con condiciones de Dirichlet - Newmann.
Problemas que podrian abordarse con mucha satisfaccion.
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