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GEOMETRIA DE LAS FOLIACIONES LINEALES EN C2

Renato Benazic Tomé"

Resumen: En el presente trabajo, estudiamos el comportamiento geométrico de las
soluciones de una ecuacion diferencial ordinaria compleja bidimensional. Probamos que
la geometria de las hojas depende de la posicién que ocupan los autovalores en el plano
complejo y daremos la descripcién completa de esta geometria.

Palabras clave: Foliaciones analiticas complejas. Foliaciones por curvas. Ecuaciones
Ordinarias Complejas.

GEOMETRY OF THE LINEAR FOLIATIONS IN C?

Abstract: In this work, we study the geometric behavior of the solutions of a
bidimentional complex ordinary diferential equation. We*prove that the geometry of
the leaves depend on the position of the eigenvalues in the complex plain and we will
give a completely description of these geometry.

Key words: Complex Anahtlc Foliations. Foliations by curves. Complex Ordinary
Equations.

1. Introduccién

A lo largo de todo el articulo, C2*2 denotar4 al conjunto de las matrices cuadradaq 2 X 2 cuyas
entradas son nimeros complejos.

. ;1 Qa2
Dada la matriz A =
az; Qg2

Problema de Valores Iniciales (PVI) Lineal

€ C**2 y el par 2y = (2,2)) € C%, podemos considerar su

zi = ap;21 + a122, 21(0) == Z?
% = anz+anzn, 2(0) =2z
o equivalentemente
z = Az
- ()
2(0) = =z

Es bien conocido (ver [1], [2]) que la tnica solucién del P.V.I. (1) viene dada por

:C - Cn
T — o(T) = e,
en donde 4 = T — A7, es la exponencial de la matriz TA.
J:
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El flujo 4 : C x C? — C? asociado al campo lineal A, se define como

Este flujo complejo es una funcién holomorfa en C x C? y satisface las siguientes condiciones:

%(‘;_A(T’ z)=A-pa(T,2),V (T,2) € Cx C2

2. @a0,2) = 2,V 2 C2
3. pa(T1 + T3, 2) = pa(T1, 0a(T2,2)), Y1, T € C, V 2 € C2

La importancia del concepto de flujo que acabamos de dar estriba en que él contiene toda la
informacién cualitativa de las soluciones de una E.D.O. lineal.

A continuacién, definimos el bien conocido concepto de conjugacién entre matrices (ver [10],
5]):
Sean A, B € C**? y consideremos sus flujos asociados ¢4 y ¢ . Decimos que las matrices A y B
son topoldgicamente conjugadas, lo que denotamos A =;,, B si y sélo si existe un homeomorfismo
h : C?> — C? llamado conjugacién topoldgica tal que

hpa(T, 2)) = pu(T,h(z)), YT €C, ¥z e C2 (2)

En el caso que h sea un biholomorfismo, entonces decimos que A y B son analiticamente conjugadas
v h es llamado conjugacion analitica. Por tltimo, si h es un isomorfismo lineal, entonces A v B
son linealmente conjugados y en este caso h es llamado conjugacion lineal. Usaremos la notacion
A =4, B, (respectivamente A =, B), para decir que A y B son analiticamente conjugados
(respectivamente linealmente conjugados).

La importancia del concepto anterior se debe a que si dos matrices son conjugadas entonces las
soluciones de sus PVI asociados tienen comportamiento geométrico similar. El siguiente resultado,
cuya demostracién puede ser encontrada en [1], nos dice esencialmente que las matrices cuadradas
de orden n sélo admiten dos clasificaciones: la topoldgica y la lineal.

Proposicién 1.1. Sean A, B € C**2, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

2. Emziste P € GL(C?) tal que PA = BP.

3. A =lin B.

La equivalencia 2. < 3. de la proposicién anterior nos dice que A =y, B si ysolosi Ay B son
similares. Ahora bien, del 4lgebra lineal sabemos que toda matriz 4 € C?*? es similar a su forma
canénica de Jordan J4 € C?*2. De esta manera para estudiar el comportamiento cualitativo del
flujo asociado a una matriz A, es suficiente considerar el flujo asociado a su forma canénica de
Jordan ¢;,. El objetivo del presente trabajo es estudiar el comportamiento geométrico de ¢, .
La presentacion que haremos esta fuertemente motivada por [7] (ver también [3] y [4]).
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2. Foliacién inducida por un campo lineal

En el presente trabajo consideraremos matrices inversibles y diagonalizables, luego su forma

=ty ] € C**2, donde A;, \; € C* = C — {0}.
0 A
0

Si 2 = (2, zg) € C?, sabemos que la tinica solucién Pz : C — C? del PVI lineal 1 viene
dada por ¢, (T) = €™z = (e}“TzU AgP z3). De esta manera, el flujo (global) @4 : C x C* — C?
asociado al campo lineal A, es la funcién holomorfa

42 = (eMT2,eT2)  (donde z = (z, 22))

candnica de Jordan es del tipo A = [

QDA(T': Z) = eT

Este flujo complejo es una funcién holomorfa en C x C2.
Dado z = (21, 2;) € C? definimos la drbita de z bajo A como

Ou(z) = {pa(T,2);T € C}

observe que @4(z) C C? es el trazo de la solucién de la EDO 2’ = Az que en el instante T = 0
pasa por z. De la unicidad de soluciones de un PVI se desprende que si z,w € C? entonces
OA(z2) NO4(w) =0 0 Ou(z) = Oa(w). Denotemos .

Fa={0a(z); z€ C?

observe que los elementos de F4 son curvas complejas disjuntas dos a dos. Mas ain, desde que
A € GL(C?) entonces el tinico punto singular del campo A es z = 0 esto implica que la tinica érbita
que se reduce a un punto es @4(0) = {0}. De esta manera la matriz A induce en C? — {0} una
familia de curvas complejas unidimensionales, disjuntas dos a dos. F,4 es entonces una foliacion
singular por curvas de C? inducida por el campo lineal A y sus elementos son también llamados
hojas de la foliacion.

Es claro que {0}, C* x {0} y {0} x C* son elementos de F4 (puesto que O,(0) = {0},
04(1,0) = C* x {0} y O4(0,1) = {0} x C*). Surge de manera natural la pregunta: ;Cémo son
los demds elementos de F47

Sea L = Oa(z) € Fa — {(0,0),C* x {0}, {0} x C*} esto implica que z = (z1,22) € C* x C".
La hoja L estd parametrizada por la funcién analitica (sobreyectiva) ¢, : C — L dada por

‘PZ(T) — eTAz o (e,\szl’ e)\2TZ2)

Si la parametrizacién ¢, fuera inyectiva entonces la hoja L seria biholomorfa a C. Vamos entonces
a estudiar bajo que condiciones @, es inyectiva.
En primer lugar, observe que

(T1-T2)A

0:(Th) = @, (Tp) «= ez = ez <= ¢ z=2=¢,(T1-Th) ==z

esto motiva a definir el conjunto
G(z) ={T € C; p.(T) = z}
Observgciones:
1. 0 € G().
2. El calculo anterior nos dice que
0:(Th) = p.(Tz) <= T1 — T> € G(2)

Concluimos que si G(z) = {0} entonces ¢, es inyectiva.
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3. No es diffcil probar que (G(z), +) es un subgrupo abeliano de (C, +).
4. G(z) es llamado grupo estabilizador de ..

De esta manera, nuestro problema se reduce a determinar condiciones bajo las cuales el grupo
estabilizador es el trivial. Ahora bien, teniendo en cuenta que z = (21, 25) € C* x C*, tenemos

TeGR)—{0} <= eT™e=2yT#0=eMTz1=2,T2 =2,y T#0
<= existen n;,ng € Z* tales que \\T = 2ming y AT = 2ming

. A n A
<= existen n,ny € Z* tales que =2 = — < 22 ¢ Q*
)\1 n /\1

Resumimos nuestros resultados en el siguiente teorema.

A 0

0 A ] = C2"2_, donde A1, Ay € C* y sea

Teorema 2.1. Sea A = [

LeFus- {(an)sC* X {0}1{0} X C*}'
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. L es biholomorfa a C.

Observacién: Si %3 € Q*, puede demostrarse que G(z) = 2miZ y que la parametrizacion
¢, : C — L induce u11r1a inmersién analitica inyectiva del cociente C/G(z) sobre L.

Para estudiar otras propiedades geométricas de las hojas de F,4, observamos en primer lugar
que ellas son curvas complejas (es decir superficies reales suaves) contenidas en un espacio de
dimensién real 4, lo que hace imposible su visualizacién. Sin embargo, usando convenientemente las
propiedades del flujo, podemos entender el su comportamiento geométrico. La idea es la siguiente:
sabemos que si a,¢’ € C son R-linealmente independientes (no paralelos) entonces cualquier
numero complejo T' puede escribirse como combinacién lineal de ellos, es decir, existen s,t € R
tales que T' = sa + ta’. Ahora bien, las rectas sa y to’ son transformadas por el flujo ¢ — @a(t, 2)
(z fijo) en curvas reales contenidas en R*. Conociendo las propiedades geométricas de estas curvas,
podemos tener una idea de como se comporta geométricamente la érbita O 4(z), en efecto, basta
tener en cuenta que

wa(T, 2) = pa(sa +td', z) = pa(sa, pa(td, 2))

El razonamiento anterior, motiva el siguiente concepto: dado a € C*, el flujo ¢4 induce una
funcién ¢4 : R x C? — C? llamada flujo real inducido por p4 en la direccién o definida por

99‘?1(15! Z) = ‘PA(tOf, Z) = (em”\l 21, Bta'\zzg)

cuyas 6rbitas
Oaa(2) = {©4(t, 2); t € R}
son curvas reales contenidas en O4(z).

o : - 2mi
Fijemos un z = (27, 22) € C* x C*, observe que si denotamos a = A\, = " entonces
1

‘Pi\f (t,2) = (e¥"itz,, 2mitha/ M\ )
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Se sigue que el cilindro I'y, = 8D,[0] x C (donde |21 = r > 0) es invariante por tpf{ (es decir
@ (t,2) € T, ¥V t € R). Geométricamente esto significa que la curva ¢ = %! (¢, z) esté contenida
en el cilindro I'; .. Mds atin, no es dificil probar que ‘

Oa(2) NIy, = OS\IA(Z)

De esta manera, describir las érbitas de go ! es describir las intersecciones de los elementos de F4
con I'y ;.
Denotemos por p = (p1, p2) : R — 'y, a la parametrizacion de Oy 4(2), es decir

(821rritzl, @2”“"2/’\1zg) = (ul(t), m(t))

Se presentan tres casos mutuamente excluyentes:

ut) = P (t,2) =

Ao
Caso 1: — ¢ R. Esto implica que Im ( ) # 0, luego

|u2(t)] = lezmt,\gmzz| — e—anm(Ag/,\l)t eal,- VieR
se sigue que

+o0, silm(Aa/A) >0
m |ps(t)] =

t——+00

{ 0, si Im(AzfAl) =]

| y o Jlm us(t)] =
+00, siIm(Az/A) <0

0, si Im()\g/)\l) <0
Concluimos que p es una curva abierta, que se enrrolla alrededor del cilindro I';y, alejandose o

acercdndose al plano C x {0} segtn el signo de Im (12)
1

Caso 2: :\\— € Q. Denotemos % = % donde m y n son enteros coprimos (donde n > 0). Observe
1 1 '

p(t) = (e¥tzy, €2/ 2) € 8D),,|[0] X D), [0) C Ty

que

(e2nm 21, 82m1r1,

fi(n)= z2) = (21, 22)

es decir que después de n unidades de tiempo, la curva llega al punto inicial. Concluimos que g
es una curva cerrada contenida en el toro Dj;,|[0] x 8D,,[0].

Caso 3: i— € R — Q. Se cumple
1

lpa(t)] = |62Wm2/h122| =z, VteR

Concluimos que p es una curva en el toro Dy, [0] x 8D, [0] que no se cierra nunca pero que
estd arbitrariamente cerca de cualquier punto del toro.
Resumimos nuestros resultados en el siguiente teorema.

2w

Teorema 2.2. Sea A = )(\Jl /{) € C¥2, con M\, € C* y denotemos \, = - Sea
2 1

L e Fa—{(0,0),C" x{0},{0} xC*} y 2 = (21,22) € C" x C" tal que L = O(2). Denotemos
por i : R — C? al flujo real inducido p(t) = @) (t, z) el cual parametriza la hoja O5,4(2) € L.
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A
1. Si A—Q ¢ R entonces p es una curva abierta, que se enrrolla alrededor del cilindro T’y =
1

9D, |[0] x C alejdndose o acercdndose al plano C x {0} segin el signo de Im (i2)
1

9. Si )\_ € Q entonces p es una curva cerrada contenida en el toro dD,,,|[0] x dD,.,[0] C Ty.
1

3. Si —;— € R — Q entonces p es una curva abierta densa en el toro 0D, [0] x D, [0] C T.
1

Como consecuencia del teorema anterior, tenemos las siguientes propiedades topologicas de las
hojas de F4.

Corolario Sea L € F4—{(0,0),C* x {0},{0} x C*} ysea z = (21, 29) € C*xC* tal que L = O(z).

1. S1 — §é R entonces C* x {0} C L.
A2
2. Sl —= e R — Q entonces D\, |[0] x dD,,,[0] C

De esta manera, hemos determinado el comportamiento geométrico de la curva real contenida
en la drbita, determinada por la direccién A,. Para lograr nuestro objetivo, necesitamos determinar
una segunda direccién no paralela a 1. Como veremos en la siguiente seccion, la eleccion de esta
segunda direccién, depende de la posicidn que ocupan los autovalores de A; y Ay de A.

3. Dominio de Poincaré y Dominio de Siegel

Definicién 3.1. Decimos que el par (A1, A2) € C* x C*. estd en el dominio de Poincaré si y sclo

A ' w :
si 22 ¢ R™, caso contrario diremos que (A1, A2) estd en el dominio de Siegel.

M

Usaremos la siguiente notacion:

Dp = {(,\1,)\2) eC'xC ¢R—}

Dg = {(/\1,/\2) e C* x C% %GR }
1

Observe que C* x C* es unién disjunta de Dp y Ds.

Decimos que A € C?*?2 estd en el dominio de Poincaré (resp. Siegel) si y sélo si sus autovalores
estan en el dominio de Poincaré (resp. Siegel).

Los dos resultados siguientes establecen definiciones equivalentes del dominio de Poincaré y del
dominio de Siegel las cuales tienen un significado geométrico muy sencillo y sus demostraciones
puedn ser encontradas en [3]:

Proposicién 3.1. Sea (A, A\;) € C* x C*. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. (A1, A2) € Ds.
2.0 e]/\l,/\g[.
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3. |Arg (A1) = Arg(Mo)| = .

Corolario. Sea (A, A2) € C* x C*. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. (A1, A2) € Dp.
2. 0 &A1, Al
3. |Arg (A1) — Arg(A)| # 7.

Las dos proposiciones siguientes, cuyas demostraciones son inmediatas, seran (iitiles
posteriormente.

Proposicién 3.2. Si (A, A2) € Dp entonces existe a € S* tales que Re(a);) < 0 y Re(a)s) < 0.

Observacién: Geométricamente la proposicién anterior nos dice que si A; y A2 estdn en el dominio
de Poincaré, entonces por una rotacién adecuada podemos enviarlos al segundo o tercer cuadrante.

Proposiciﬁn 3.3. §i (A1, \2) € Dg entonces existe « € ST tales que ad,aly ER y (CEAi)(C!/\g) <
0.

El siguiente resultado establece que tan abundante es Dg en C* x C*.
Teorema 3.1. Dg es una superficie suave de dimension real 3 que cumple la siguiente propiedad
(A1, A2) € Dg,t € R = (A, \2) € Dg (3)

(i.e. Ds es un cono con vértice el origen de C?).

Demostracién. En primer lugar, observe que (3) es evidente. Por otro lado, se cumple

/\2 )\2;\’1

EYRNPWE

Esto motiva a definir los conjuntos
?1 = {(/\1,)\2) e C*x C*; Im (Ale) = 0} ¥ B = {(Al,Ag) e C" x C*; Re()\gxl) < 0}

Se sigue inmediatamente que Dg = AN B. , -
Si definimos ¢ : C* x C* — R como ¢(A1, A2) = Re(A2);), se sigue que ¢ es continua y por
tanto B = ¢~ '(] — 00, 0[) es abierto en C* x C*. De esta manera tenemos que Dgs es abierto en A.

Afirmacién: A C C* x C* es una superficie suave de dimensién real 3. En efecto, denotemos
U=C"xC" A\ =2 +ixs y A2 = z3 + ixrgy. Podemos observar U como un abierto de
R* y podemos identificar el par (A;,A2) € C? con (z1,7s,73,24) € R% Se sigue entonces que
Im (AoA1) = 2124 — Toz3. Esto motiva a considerar la funcién suave f : U — R definida por
f(z1, 22, T3, T4) = 2124 — ToZ3. - -

Observe que Vf(x1,Z2,23,%4) = (T4, —23,—2,21) # (0,0,0,0), V (21,29, 23,24) € U.
Concluimos que 0 es un valor regular de f y por tanto A = f71(0) C U es una superficie suave de
dimensién real 3. Esto prueba la Afirmacién.

Finalmente como Dg es abierto en A entonces Dg también es una superficie suave de dimension
real 3. O

Como consecuencia inmediata del Teorema 3.1 tenemos los signientes resultados.
Corolario 1. Dg tiene interior vacio.

Corolario 2. Dp es abierto y denso en C* x C”*.
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4 Estudio geométrico de las 6rbitas en el domlmo de
- Poincaré

AL 0
0 A

probar que podemos elegir una segunda direccién R-linealmente independiente con A tal que sea
facil determinar el comportamiento geométrico de la curva imagen bajo el flujo de la recta real
generada por esta direccion.
En efecto, por la Proposicién 3.2, existe @ € S* tales que Re(a);) < 0 y Re(ad;) < 0.
051\1 0
0 a)\g

Retomando el problema de la Seccién 2, si A = [ } € C?*2 con (A1, A2) € Dp, vamos a

Denotando a\, = a+1iby al; = c+id, la matriz compleja aAd = [ = puede ser

identificada. con la matriz real (a la que también llamaremos ad)

@b 0 0

b a 0 0 il
671 "4 g paR
0 0 d c

la cual tiene todos sus autovalores con parte real negativa. Se sigue que el origen de C? = R? es

un atractor para la matriz real a4 (ver [2], [10]), es decir
Y lim paa(t,2) =0, VzeC’
t—00

En particular, se éighé que el origen de C? est4 en la adherencia de O4(z), V 2z € C%. Més atin, un
fécil calculo muestra que el flujo (real) asociado @a4 : R x R* — R? a la matriz oA en cualquier
punto z € C? = R* viene dado por

Paalt, 2) = ef0h z = (M2, M9 2) = V5(t, 2)

es decir .4 puede ser identificado con el flujo real % : R x C?* — C? inducido por 4 en la
direccién . Ademads, es claro que a no es paralelo a 5\1.

Para demostrar otra interesante propiedad geométrica de las hojas en el dominio de Poincaré,
necesitamos definir un caso particular del concepto de transversalidad.

Dado r > 0, denotemos por S? a la esfera

SE = {Z = (Z1,252) € CQ; |Zl|2 + |252|2 = T2}

Podemos observar S? como una superficie suave (de clase C*°) de R*, luego el espacio tangente a
S3 en 2z € S3, denotado por Tz(Sf) viene dado por

T,(S%) = {w € RY; (w,z)g =0} = {z}*

en donde (, ), denota el producto interno real de z y w considerados como puntos de R*. Ahora
bien, sabemos que C? tiene su producto interno (, ) definido por

{2, w)c = ((21, %), (w1,w2))c = 21W1 + 29W3

Un fécil calculo muestra que

(z,w)g = Re({z,w)¢)

luego
= {w € C?% Re({w, z)¢) = 0}
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Por otro lado, sea ¢ : D — C? una funcién holomorfa definida en el disco abierto D C C? tal que
¢'(T) # 0,V T € D. En estas condiciones su trazo L = {@(T); T € D} es una curva compleja
holomorfa en C2. Si T € D es tal que ¢(T') = z entonces el espacio tangente a L en el punto z es
el espacio vectorial complejo T, L generado por ¢'(7T'), es decir

T.L = {a¢'(T); a € C}

La curva compleja L puede ser observada como una superficie real bidimensional de clase C™
contenida en R* y su espacio tangente T}, L seria un subespacio vectorial de R* de dimensién (real)
dos.

Decimos que la curva holomorfa L es transversal a la esfera S? si y sélo si

T(S)+T,L=R* VzeSnL.

Vamos a probar que cualquier hoja de F,4 intersecta transversalmente a la esfera S2. En efecto,
sea L € F4—{0} entonces existe zo € C*—{0} tal que L = Oa(z). Tomemos cualquier z € LNS?,
luego existe Ty € C tal que ¢,,(Ty) = 2. Por otro lado, sabemos que L es una curva compleja
holomorfa parametrizada por ,,, luego su espacio tangente en z = ¢,,(Tp) viene dado por

T.L = {ay,,(Tv); a € C} = {aAz; a € C}
Tomando ¢ = a € S' (donde Re(a);) < 0 y Re(ady) < 0) v ¢ € R tal que
max{Re(aX;),Re(als)} < ¢ < 0, tenemos
Re (_(o.fAz, 2)e) = Re({(@hz1,adaz), (21, 22))c) = Re (ah|z1]? + adg|zf?)
= Re(a))|z1]® + Re(ads)|z]* <er? <0
Se desprende que aAz ¢ T,(S?) y por tanto
T.(SH+T,.L=R* VzeSinlL.
Resumimos nuestros resultados en el siguiente teorema.

A 0
0 X

1. Emiste un flujo real (lineal) cuyas hojas estdn contenidas en las hojas de Fa y para el cual
(0,0) € C? es un atractor.

Teorema 4.1. Si A = { } e C?*2 con (A1, A2) € Dp entonces

2. (0,00 e L,V L€ Fy.
3. Las hojas de Fa — {(0,0)} son transversales a la familia de esferas {S.f}

r>0'
Observaciones:

1. De la topologia diferencial (ver [8], [9]) se sabe que si M, N C R" son superficies de clase
C* que se intersectan transversalmente entonces M N N es una superficie de clase C* cuya
codimensién es dada por

. codim (M N N) = codim M + codim N
donde codim M = n — dim M.

En nuestro caso, como L,S% C R* son superficies de clase C* de dimensiones 2 y 3,
respectivamente entonces L N S2 C R? es una superficie de clase C* de codimensién

codim (L N %) = codim (L) + codim (§3) =2 +1 =3

es decir L N S? es una curva de clase C* contenida en la esfera S?.
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2. Por la observacién anterior, la foliacién compleja F4 induce una foliacién por curvas de clase
C* en la esfera S? obtenida al interceptar las hojas de F4 con S2.

3. Decimos que L € F4 es una hoja de Poincaré (o separatriz) si y sélo si (0,0) € L. El teorema
anterior muestra que si A = diag[A;, Az] € C**% con (A;. A3) € Dp entonces toda L € F, es
una hoja de Poincaré

Sabemos que si L € F4 — {(0,0)} entonces L N S? es una curva de clase C*° contenida en la.
esfera unitaria S? = S* ;Podemos conocer algunas propiedades geométricas de esta curva?

Sea o € S! tal que Re(a\;) < 0y Re(a)s) < 0, dado 2 = (21, z2) € C2—{(0,0)} = U, sabemos
que Oqa(2) = {palta, 2); t € R} corta transversalmente a S® en un unico punto, es decir, existe
un tnico s = s(z) € R tal que w4(s(2)a, 2) € S°.

De esta manera, hemos construido la funcién s : U — R definida implicitamente por la relacién

lpa(s(z)a, 2)|I* =1 (4)
Como pa(s(z)a, z) = (es(z}""‘1 zl,es(z)""‘zz“g), de (4) se sigue que

egs(z)Re(aAl)Izl|2 ER e23(z)Re(aA2)|zgl2 — 1' (5)

Identificando U como un abierto de R*, z; = (z1,22) € R? 2z = (z3,z4) € R? y denotando
a; = Re(a\;), az = Re(a)z), motivados por (5), consideramos la funcién f : U x R — R definida
por ;

Fl,9) = 22(a +23) + €42(c} +3)
Claramente f es de clase C* en su dominio. Sea (zg, 80) € U x R tal que f(zo, s9) = 1, se tiene
que

0
—i(zo, s0) = 2a,€%*°(z2 4 12) + 202e2%(z2 + 22) <0

ds :
Por el Teorema de la funcién impicita, existen vecindades abierta B C U de 29, I C R de s¢ y
existe una funcién de clase C® s: B — I tal que f(z,5(2)) =1,V z € B.
Concluimos que la funcién s : U — R es de clase C* en su dominio.
A continuacién, consideremos el cilindro I'y = S! x C el cual puede ser observado como
una superficie real S* x R? de dimensién 3 y clase C*°. Su espacio tangente en cualquier punto
z = (z1, z0) € I'y viene dado por

TATi) = P8 Rz) =T,,(8!) x T,R? = {w, € C; (wr, 21)g = 0} x R2
{w; € C; Re (unz;) =0} x R?
{w = ('wl,wg) € Cz, Re (10131) = 0}

Decimos que la curva holomorfa L es transversal al cilindro I'; si y sdlo si

TZ(F1)+T3L=R4, VZEF]HL.

No es dificil probar el siguiente resultado.

A0
Lema 4.1. Sea A = [ 0" s

entonces L es transversal a T'y.

} € C2*2 con (A, \2) € Dp. Si L € Fa — {{(0,0)},{0} x C*}

Por el lema anterior L NT'; es una curva (real) de clase C™ contenida en el cilindro I'y, el
siguiente resultado muestra que es facil parametrizar esta curva
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Lema 4.2. Sea A = diag[\1, Az] € C¥*2 con (M, \2) € Dp Si L € Fa— {{(0, 0)} {0} x C*}
entonces

LnT = {goA {t,2); tE]R}

donde z es cualquier punto de L N T}.

Demostracién. Tomemos z = (z1,22) € LN Ty, luego |z;] = 1. Dado t € -R se tiene que
OR (t, 2) = (e2™tz, 2™/ M ) € Oy(2) = L y como

ity | = || =1, VteR,:

concluimos que {cpﬁl .ol te R} C L NT,;. Reciprocamente, sea w = ‘(wl,'wg) € Oa(z) NI,

entonces existe Ty € C tal que w = p4(Tp, z) = (e701 21, e70*22,) y como w € Ty, se tiene que

l=|wy|= |eT°)‘121| = IeT"’\II - 121]= Re@n)
Se sigue que Re(TO/\l) =0, es decir Ty = CT - t)\l Por tanto
7 VAL
w = wA(tXI, 2} = Phi(t, 2)
Esto prueba que LNT; C {cpi‘(t,z); t e R}. 7d,

Acabamos de parametrizar la curva que es interseccién de una hoja de la foliacién con el cilindro
I';. Por lo realizado en la seccién anterior, conocemos las propiedades de esta curva, vamos a ver
como esto nos ayuda a comprender la geometria de la curva obtemda al intersectar la misma hoja
con la esfera unitaria S°.

Denotemos por X = S% — {(z1,22) €eC? 5 = 0} = 5% — ({0} x C*) y definamos una funcién
H : T7 — X del modo siguiente: Sea a € S* tal que que Re(a);) < 0 y Re(ak;) < 0, dado
z = (21,22) € Iy, sabemos que Oua(z) = {¥5(t,2); t € R} corta transversalmente a S en un
tinico punto, es decir, existe un tnico sp = sp(2) € R tal que p4(so(2)a, 2) € X.

De esta manera, obtenemos la funcién sq : I'y — R definida implicitamente por la expresién

pa(so(z)a, 2) € X.

; Como esta sg es la retriccién a I'y de la funcién s : U — R estudiada lineas arriba (la cual ya
sabemos que es de clase C™), se sigue que 8g : I'; — R es de clase C*™.
Definimos H : I'; — X como
H(z) = pa(so(2)a, 2)
Claramente H es una funcién de clase C™.

Reciprocamente, podemos definir la funcién G : X — I'; como

G(w) = palto(w)a, w),

donde to(w) € R es el tnico tiempo real tal que la hoja O,4(w) corta a I';. Se sigue que G
es de clase C® y que G = H~!. De esta manera L N S® = H(O;, 4(z)) donde z € T';. Més
especificamente, fijemos 2z € I'y y sea L € F4 — {{(0,0)},{0} x C*} la hoja que pasa por 2. Si
denotamos x : R — T} a la funcién u(t) = ¢}!(t, z), sabemos que L NT; es el trazo de p, luego
LN S es el trazo de v(t) = H(u(t)) = wa(so(u(t))a, u(t)) y por tanto v es suavemente difeomorfa
a .

Se sigue que L € Fa — {{(0,0)}, {0} x C*} es topolégicamente un cono con vértice en (0,0) y
directriz la curva v.
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5. Estudio geométrico de las oOrbitas en el dominio de
Siegel

A0
Se_aA— 0 A

posibilidades: que el cociente sea racional negativo o que sea irracional negativo. Por el Teorema
2.2 de ocurrir la primera posibilidad, la curva p : R — C? definida por u(t) = ¢} (¢, z) es una
curva cerrada en el toro y si ocurre la segunda posibilidad x4 es una curva densa. De manera

completamente andloga a lo realizado en el dominio de Poincaré (ver los Lemas (4.1) y (4.2)), se
puede demostrar el siguiente resultado:

} € C**?2 con (A1, Xs) € Dg. Como A/A\ € R~ entonces existen dos

/t)l ;)2 c C2><2 con (}\1,/\2) (S Ds. St L € -FA — {{(0,0)}’{0} X C*}

entonces L es transversal al cilindro I'1, mds aun

Lema 5.1. Sea A =

EHt e {@ﬁl(t,z); te R}
donde z es cualquier punto de L N T';.

Observacion: A diferencia de lo que ocurria en el caso del dominio de Poincaré, ahora las hojas
de F4 no interceptan transversalmente a las esferas S°. La demostracién queda como ejercicio
para el lector.

Para determinar una segunda direccién linealmente independiente con X! por la Proposicion
3.3, sabemos que existe @ € C — {0} tal que aA;, ad; € Ry (aA;)(adg) < 0. Méss atin, podemos
tomar a = A;' (el cual es claramente ortogonal y por tanto R-linealmente independiente con ;)

~1
y considerar el flujo real cpjf : R x C? — C? inducido por ¢, es decir
‘ -1

A
R (t,21,2) = (€2, 2)

1 0

2x2 P
0 /M ] € C°*° puede ser

Denotando ¢ = Xy/M\ € R, la matriz compleja A\j'A = [

identificada con la matriz real

1000
0100
=14 __ 4x4
SR Rl e
0 00 ¢

Se sigue que AJ'A es una matriz hiperbélica (real) de indice 2, y por tanto el origen de C? = R*
es una silla en donde el subespacio inestable puede ser identificado con C x {0} y el subespacio
estable con {0} x C. Més ain, el flujo real ¢,-1, : R x R* — R* puede ser identificado con el flujo

Al . . ; Si et
real ¢} : R x C* — C? inducido por ¢4 en la direccién A7,
Resumimos nuestros resultados en el siguiente teorema.

A 0

Teorema 5.1. 51 A= [ D

] € C*2 con (M, A7) € Ds entonces

1. Eziste un flujo real (lineal) cuyas hojas estin contenidas en las hojas de F4 y para el cual
(0,0) € C? es una silla con subespacio estable {0} x C y subespacio inestable C x {0}.
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2. Las hojas de F4 —{(0,0),{0} x C} son transversales al cilindro T, = S* x C y la curva real
obtenida al intersectar cualquiera de estas hojas con I'y estdn parametrizadas por el flujo

real inducido goﬁl .

De lo anterior, se puede inferir que toda hoja de F4 — {(0,0),C* x {0}, {0} x C*} tiene una
distancia positiva al origen. Vamos a demostrar este aserto. Consideremos la funcién f : C* - R
definida por

f(2) = |l2lI* = (2, 2)¢

Geométricamente, f(z) es el cuadrado de la distancia del punto z al origen.
Sea L € F4 — {(0,0),C* x {0},{0} x C*}, vamos a minimizar la restriccién de f a L. Si
identificamos C? con R* y observamos L como una superficie suave real de dimensién 2, entonces

L

podemos hallar los puntos criticos de f

si y sélo si
N

Recordemos que z € L es punto critico de f

(Vf(z),v)p =0, VveT,L={cAzceC}
Tomando ¢ = 1, tenemos |
(Vf(2), Az)g = Re((22, Az)¢) = Re (2X1]a1|* + 22o|2) (6)
Tomando ¢ = 7, tenemos
(Vf(2),iAz)g = Re((2z,iAz)¢) = Re (—2i\|21|* — 2iXa|22)?) = —Re ([2%1]21[% + 2Xa|22[?] 4)
= Im (2M]21]* + 2Xs|22f?) (7)

De (6) v (7) concluimos que z € L es punto critico de f| siy sélo si
L

Re (2X1.21|2 + 2X2|ZQI2) = Yy Im (2‘/‘\~1|21|2 + 2X2|22|2) =1
si y solo si
)\1|21|2 + A2!2’2|2 =10

Teniendo en cuenta que (A;, Ap) € Dg, entonces
M= {(21, z2) € C? = {(0,0)}; M|z1|> + Xa|z2)? = 0}

es una superficie suave (real) de codimensién 1. Ademads, no es dificil probar que M intersecta

transversalmente a la hoja L. Como el conjunto de los puntos criticos de f| viene dado por
L

MNL= {(Zl.,Zg) € L, A}_|Zl|2 -+ /\2|22|2 = O}

concluimos que el conjunto de los puntos criticos de f| es una curva suave (unidimensional

L
real) contenida en la hoja L. Usando la parametrizacién de L, vamos a demostrar que es posible

parametrizar L N M. En efecto, sea z = (22, 23) € C* x C* tal que L = O(z). Entonces L queda
parametrizada por

AT) = (a(T), 2a(T)) = (H7H, 7)), YTeC
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Se tiene entonces que

0|2
— BZRe[(M—M)T] — A2Iz1'

A (7)) _ ezRe[(:\g_,\l)T]!zﬂz

A (T 22| A|27)?
Ag |29 ‘
< Re[(Az—=M)T]=In ( _X%{_z}-)-:) =c+e=> (M- M)T=c+is, seR
s 11#1
A2
Denotando r = 3. se llega a
1
c+18 & - ‘
T M o= 3 —1 =
2(TVeEM =T i l—r)\l +th =v(t), teR

De esta manera L N M queda parametrizado por la curva v: R — LN M.
Un facil calculo muestra que

fw@) =702 + 2T DT02 50, VieR

Concluimos que todo punto de L N M es un minimo de f| . Resumimos todo lo obtenido en el

- . L
sigulente teorema.

Teorema 5.2. Sea A = )(\)1 f} € C>*2 con (M,A2) € Ds. Si L € Fu -
2
{(0,0),C* x {0}, {0} x C*} entonces L tiene una distancia positiva al origen, mds ain el conjunto

de puntos de L que realizan la distancia viene dado por la curva suave real

{(21,22) (= L, )\1l21|2 + )\2'22|2 = 0}

Observacién: Las hojas de F4 que tienen una distancia positiva al origen son llamadas hoja de

/?)1 )(\) J € C”? con (A1, A2) € Dg entonces
2

toda hoja de F, (distinta del origen y de los ejes) es una hoja de Siegel.

Siegel. El Teorema anterior nos dice que si A = [

Para finalizar, observamos que los Teoremas (2.2), (4.1) y (5.2) describen completamente el
comportamiento geométrico de las soluciones de una EDO lineal asociada a una matriz inversible
vy diagonalizable.
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