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Un Corte de Aproximacion para una Clase de Problemas de
Programacién Cuadratica Entera
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Resumen: En este trabajo se presenta un algoritmo para resolver una clase de
Problemas de Programacién Cuadrética Entera. El algoritmo resuelve una secuencia
n
de a lo més ) (u; — ;) problemas de corte minimo sobre un grafo con n + 2 vértices
=1 ;

donde n es el nimero de variables en el problema.

Palabras clave: Programacién entera, métodos de corte, problema de flujo y corte

minimo.

An Aproximate Cut for a Class of- Problems of
Entire Quadratic Programation

Abstract: In this work is presented an algorithm that solve a class of integer quadratic

program problems. The algorithm solves a secuence of at most ) (u; — ;) problems
j=1

of minimum cut over a graph with n + 2 vertex where n is the number of variables in

the problem.

Key words: Integer programation, cut method, flow problem and minimum cut.

1. Introducciéon

Consideremos el problema entero de la forma

min f(Y) =D > aitsve + Y bivs : (PO)
j=1

g=1. k=1
S.a l; Syj < Uj j= 1,2,3,...,??,-

i
donde I; y u; son enteros no negativos, ¢jx = qij, ¢jx < 0 para j # k' y ) ¢ = 0 para
j=1
k=123....6
Desarrollaremos un algoritmo el cual resuelve el (P0), resolviendo una secuencia de no més que
> u; — l; problemas de corte minimo sobre un grafo con n + 2 vértices.
~ Las ideas fundamentales para el algoritmo son: En el trabajo de Picard y Ratliff (ver [1])
“Minimum Cuts and:Related Problem”, una versién mds simple del (P0) es tratada. En dicha
versién cada variable y; sélo puede tomar como valor su cota inferior ; o [; + 1, y muestra que
puede ser resuelto eficientemente como un problema de corte minimo sobre un grafo. Si Y* es la
solucién 6ptima para este problema més simple, se mostrard que existe una solucién 6ptima Y
para el problema original (P0) con y? > y; para j = 1,2,...,n. Por lo tanto, para cada j con
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y; = l; + 1 le podemos incrementar a su cota inferior /; una unidad. Podemos entonces repetir
este proceso hasta que obtengamos una solucién 6ptima Y™ con cada yj igual a su cota inferior.
Mostraremos que tal solucién es éptimo para el problema original. Antes de formular el algoritmo,
necesitamos desarrollar el fundamento tedrico.

2. Resultados Teodricos

Consideremos el problema

min f(X quﬂ‘x xk+Zb:c (P1)

j=1 k=1
S.a. mj=0,1,2,...,uj,para. j:1,2,3,...,n

donde los g;;, satisfacen las mismas condiciones que en (P0), y u} es un entero no negativo.
También consideremos el problema

min f(X Z Z QGikTiZr + Zb 2 (B2)

=i k=1
sa.z; =001 ,paraj=1,2,3,...,

Lemma 2.1. §i X* es una solucion dptima para (P2), entonces existe una solucidn dptima X'
para (P1) con z} > zj

Prueba. Sea X° cualquier solucién 6ptima para (P1) y sea
R={j/zi=1ya; =0}
Definimos entonces los vectores X’ y X’ como

, {1 sijeR

;. 0 .

J xi ,sij¢R
e 8 0 ,sijeR

J z; ,sij¢R

note que para cada j € R las variables 27 = 1y 2} = 0 (y para cada j ¢ R, implica z} = z7j).

Luego
i ZqukxxRA—Zba:
=1 k=1
n
Ao s (quk:): :ck-J—Zquﬂ: )+Zb$ +Zb$
s j=1 \keR k¢R JjER jéR

Pl = (Z qxT; + Z qj;cx;f:EZ) . Z R Z bjx;
=1

keR kER jER j¢R

f(X*) =D auz + Z Z GRZTh+ D ) G+ YD Gz + ) by N0

JER kER JER k¢R j€R kER j€R k¢R jER igR



2. RESULTADOS TEORICOS - : ’ 49

=D D at YD anTmh DD armi+ Y > anTiTi+ > b+ > bz

jER keR JER k¢R j¢R keR j¢R kéR JER jéR
=D D Gk t2) D> anit YD gzt Y b+ ) ba]
JER kER JER k¢R j¢R kg¢R JER j&R

Procediendo en forma similar:

f()(.'l ZZ%ME" " + Zb IEH

J=lik=1
n
XH' (Z QJLIH " oo quert H) i Zb ZL'” 3 Zb iL'”
j=1 \keR k¢R jER i¢R
100) = X T gt T et + b
JER k¢R j¢R k¢R . j¢R
XH o szbkmﬂ ”"’_Zb $rr
JER k¢R JER
luego
FX) = FXN =3 g +2) Y quri+> ;<0 (1)
JER kER JER k¢R jER

pues X" es feasible para (P2) y X* es 6ptimo para (P2).
Por otro lado, notemos que para que cada 7 € R las variables :1:? =0 3:3 =1 (y =} = 2§
j ¢ R). Entonces, con un proceso de cdlculo similar se obtiene

FXN = FX) =D qi+2) D quai+ > b (2)

jER keR JER k¢R jER

Luego, como g;, < 0 para j # k y por definicién de R, z§ > z} Vj ¢ R, entonces gt < g}, lo

que implica
2D anai <203

JER k¢R JER k¢R
Comparando (1) y (2) se tiene
JRE ) AL p 2 RS ) = ) 20
de donde
F(X') < £(X?)

y como X’ es una solucién feasible para (P1) y que satisface z; > z7, entonces X’ es el dptimo de
(P1) que satisface el lema. =

Lemma 2.2. Si X* es una solucién dptima de (P2) y 2} = 0 para j = 1,2,...,n, entonces X*
es el optimo para (P1).

Prueba. Supongamos que X* no es 6ptimo, entonces existe un X° feasible para (P1) tal que
F(X) < f(X*) = 0.
Definimos los vectores X’ y X” como
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®y =x}—u) para j=1,2,...,0
entonces B
n n
f(X°) = + X" = quﬂ’“ (x4 25) (2} + «F) -!-ij(m;—i—x;-’)
=1 k=1 j=1
FIXD) = f(X)) + F(X) +QZZQJ;€$’$“<O (3)

i=1 k=1

Como X' es feasible para (P2) y X* es éptimo para (P2) con f(X*) = 0, entonces se debe cumplir
que f(X') > 0.
Por otro lado consideremos el término

T n
ron
2 gikT;L;
F=1.k=1
 De la hipétesis, tenemos que
n
gix 2 0
k=1
Siz; = 1, entonces
n
/!
gjkz; = 0
k=1

Ademds, z7/ = 0 siempre que z}; = 0, entonces

QZ Z%k-’lf’; ;j =

=1 k=1

Por tanto de (3) concluimos que f(X") < 0.

Si repetimos este proceso, cada vez haciendo X° = X” después de un niimero finito de veces
debemos obtener un X" con f(X”) <0y 7 =00 1. Esto contradice el hecho de ser X* el éptimo
de (P2). m

Necesitamos hacer una observacion mas antes de comenzar con el algoritmo. Si un problema
estd en la forma (P0), debemos hacer el cambio de variable x; = y; — I; para obtener

min f(X) + L = Zquyr_Ta:k-f-Za:J b; Jrzz.z,hqch +qujkl b (P3)

j=1 k=1 i=1 k=1

s.a. .’I?j=0,1,2,3,...,'ulj—lj.

Como el término constante no afecta la optimizacién, (P3) es de la forma (P1). Notemos que los
lnicos coeficientes de (P3) que difieren de (P0) son aquellos que surgen del término lineal.

Algoritmo:

Paso 1. Dado un problema de la forma (P0), lo transformamos via el cambio de variable
z; = y; — l; a la forma (P1).

Paso 2. Resolvemos el correspondiente problema (P2) como un problema de corte minimo sobre
un grafo para obtener una solucién X*. Sea S = {j/ z} = 1}.
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Paso 3: Si S = ) paramos. Se sigue del lema 2y de la transformacién usada para obtener (P3)
‘que z; =1; para j =1,2,3,...,n es éptimo para (PO).

Paso 4: Si S # 0 hacemos [; = [; + 1 para todo j € S. Del lema 1 y de la transformacién usada
para obtener (P3), se sigue que la nueva [; es una cota inferior vélida para y; en (P0). Para
cada j tal que [; = u; permanentemente hacemos y; = [;. Volver al Paso 1.

Desde que, al menos una cota inferior es incrementada en una unidad en cada iteracidn,
™
estd garantizado que el algoritmo terminard, en el peor de los casos después de 3 (u; — ;)
Jj=1
iteraciones.

3. Ejemplo
Consideremos el siguiente problema

6 -4 -2 (730

min[y oy ys )| =4 8 —4 || v |+[m w ys][ -6 -8 —4]
2 —4 2 || ys

prad gt =0 12 3}
Yz = {091:2}
Ys = {0>1:273:4}

Este problema ya estd en la forma (P1). El correspondiente problema (P2) sera

v '
6 -4 -2 [w |

min[y v2 ys ]| -4 8 —4||w|+[wnn v ys][-6 -8 —4]
—2 —4 20 | | s

sa. 1 ={0,1}
= {031}
Ys = {Oa 1}

En orden a resolver el correspondiente problema (P2), podemos definir un grafo indireccionado
con vértices 0,1,2,3,...,n+ 1 y capacidades definidas como sigue (ver [2] y [3])

Cij = —qij

Cijnt1 = max {Z ik + bjao} )

k=1

--max{ quk bJ,O}

si (8,5) es un corte de capacidad minima en el grafocon0e Syn+1le S, una solucién éptima
para (P2)esz; =1paraj€e Syz; =0paraje§.
Para nuestro problema, el grafo generado es el siguiente
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cuyo corte minimo es:

=1
Y= 1
y3=0.

Entonces al problema se le incrementa l, =} + 1, l; =l + 1, I3 = I3, y generamos otro problema

6 -4 —27 [ - 1
min[y vz vs ]| =4 8 =4 | |w|+[v v w]]| -8 ey
2 —4 20 | | us 4

sa. 1 =1{1,2,3}

Yz = {12}
Y= {Oa 1: 25 314}

Este problema serd el (P3) y no tiene la forma (P1), entonces hay que transformarlo haciendo el
cambio de variable

=y —1
T3 =13
lo reemplazamos en (I) y obtenemos
6 —4 -2 T+ 1 —6
min[ 21 4+1 2241 $3] —4 ity To+1 |+ [ 2 +1 z2+1 23] | -8
-2 -4 20 T3 —4

sian =my =40,1,2}
To = {O, 1}
Ty = {0, 1, 2,3‘4}

operando:
6 —4 -2 T [ 1
([#1 @2 z3]+[1 1 0])| -4 8 —4 T |+ |1
-2 —4 20 T3 K
[ —6
+([2z1 @2 s ]+[1 1 0])| -8
-4
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6 —4 =27 [ 6 =2 =271
[:Ul zy T3] | -4 8 —4 o |+ |21 22 23] | -4 8 —4 1
-2 —4 20 T3 | -2 —4 20 | |0
6 —4 =2 T [ 6 —4 27 [1]
+[{110]| -4 8 —4]||z|+[110]]-4 8 —4]/[.1
—=2 —4 90 T3 | -2 -4 20 | | 0|
—6 —6 ]
+[21 xp 23] | -8 |+[1 10]]| -8
—4 —4 |
Por lo tanto
6 —4 —2 o 2 1
min[z, 2z 23] | -4 8 —4 Ty |+ [z oz w3 ] 0
S ¢ T3 —16 |
6 -4 -2][1 -6 17
+{[110]|] -4 8 —4||1]|+]|-8
-2 -4 20 0 -4 1]/
s.a. z;={0,1,2}
372:{0,1}
I3'= {O, 1,2,3,4}
El correspondiente (P2) sera
6 —4 —2 T ath
min [ z; o, z3 ]| -4 8 —4 zo |+ [z 2 a3 0
=2 =4 20 3 —16
5.8 @ =10,1}
$2={0,1}
z3 = {0,1,2}

El cual genera el siguiente grafo:

y el corte minimo:
$1=1,$2:1,$3:0.

luegoen (I) ;1 =2, 92 =2, y3 = L.

Ahora en el problema original le aumentamos las cotas l; =11 + 1, ls =l + 1, l3 =13+ 1.

Luego
6
—4

min [ 41 Y2 s |
-2

—4 -2
8 —4
-4 20

|

Y1 —6
v | +[wm v ys]| -8
Ys —4
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s.a. . = {2,3}
Ya = {2}
U3 — {13 27 31 4}

serd nuestro nuevo (P3), el cual no es de la forma (P1), entonces lo transformamos -

z1 = {0,1} Ty =1y —2
.’1]'2:{0} $L'2=y2——2
.’,C'3={0,].,2,3} Igﬁy‘g—]_
luego
6 —4 -2
min[ z1+2 z3+2 x3+1]| -4 8 —4
-2 —4 20

+[zi+2 2242

sa. x ={0,1}
zy = {0}
3 = {0,1,2,3}

puede ser reescrito si consideramos

6 —4 -2 T
-4 8 —4 Ty

6 —4 -2 T

[331 T2 563]

+[221]| -4 8 4|z |+[221]
2 4, 93 T3

—6

—i—[acl I $3] —8

—4

en

6 —4 —2 1 F o

min[z, @ x3]| -4 8 —4 zy | + [ 2
-2 -4 20 R

& —4 <2712 ‘

+({[221]]|-4 8 —4]|2|+][2
-2 -4 20 | |1

s.a. = {0,1}
To = {0}
T3 = {07 17 2) 3}

(I11)
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[
<t

y su correspondiente (P2)

6 —4 -2 T -2
min[ 2 z3 z3]| -4 8 —4 zy | +[x @ 23] | O
—2 —4 20 || z4 192

y genera el grafo:
y el corte minimo:

1131:0
.ZCQ:O
$3=0

luego X* = (0,0,0) es éptimo para (P1) por lema 2 y con el cambio de variable, produce un
éptimo para (P3) luego en (III) y; = 2, yo = 2, y3 = 1 es la solucién 6ptima para el problema
original.
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