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ANALISIS MULTIRESOLUCION

Luis Miguel Nusiez Ramirez', Rodolto Galvez Perez ! & Humberto Emiliano Galvez Perez '

Resumen: Antes de haberse formalizado el concepto del Anélisis Multiresolucién
(AMR), la construccién de bases ortonormales de ondiculas debié ser demasiado
dificultoso. Por ello, el estudio del AMR adquiere importancia y por consiguiente
la construccién de Ondiculas se hace viable.

En la construccién de una ondicula ¥, debemos determinar una funcion escala
®, para luego construir su Andlisis Multiresolucién asociado; en seguida se pasa ha
construir ¥, con propiedades deseadas para las aplicaciones.

Palabras clave: Analisis Multiresolucion, Funcién escala, Base Ortonormal de
Ondiculas, Base de Riesz.

ANALYSIS MULTIRESOLUTION

Abstract: Before the concept has been formalized Analysis Multiresolution AM R,
base construction orthonormal wavelet should be too difficult. For Therefore, the study
of AM R becomes important and therefore construction of Wavelets is viable.

In the construction of a wavelet ¥, we determine a scale function ®, then build your
Analysis Associated multiresolution; soon passed has built ¥ with desired properties
for applications.

Key words: Multiresolution Analysis, Function scale Orthonormal wavelet basis,
Riesz base.
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1. Introducciéon

El argumento esencial de la teoria (en R) es comenzar con una funcién, llamada Ondicula,
generadora o Madre, la cual es sometida a encogimientos y alargamientos, asi como traslaciones
por toda la recta, dando lugar al surgimiento de una familia de Ondicula, las que constituiran una
base ortonormal del espacio en que se trabaja (en este caso L% (R)).

Tal Ondicula, es concentrada en un cierto intervalo pero es movediza por toda la recta. Un
ejemplo basico, pero importante son las Ondicula de A. Haar, aunque no son regulares. Sin
embargo, es importante resaltar que antes de formalizarse el AMR, ya se habian construido
ejemplos de bases ortonormales de Ondiculas regulares.

2. Analisis Multiresolucion

El concepto de Anélisis Multiresolucién (AMR) de un espacio de Hilbert de funciones fue
formulada por S. Mallat y Y. Meyer en 1986, lo que constituye un ejemplo de la armonia
entre la matemética pura y la aplicada pués Mallat trabajaba en el andlisis de la imagen, en
donde es frecuente trabajar en forma simultdnea en diferentes escalas, la cual motivo interpretar
la bases ortonormales de Ondicula (construidas por Meyer) como instrumentos para escribir
sistem4 ticamente el incremento o disminucién de informacion, lo cual permite obtener una buena
6 mejor aproximacion a altas escalas.

Definicién 2.1. Un AMR para L? (R) es una familia de subespacios cerrados {Va}aez tales que:
i)...cVhCcWhcWwCV,iC....

ii) |JV, es denso en L*(R).

neL

i) N V.= {0}.

neZ
iv) Vi = DaV= {f (27"2) : F (=) e .}
v) Eziste ¢ € Vp tal que {T,,¢}, .5 es una base ortonormal (b.o.n) para Vp.
Observacién 2.1. Apartir de iv) y v) se sigue que:
a) f(r) e Vo & F(27™x) € Vpn.
b) V es invariante por traslaciones, esto es,
Two={f(z—k): f(z) €Vo} =Vo, k=0,41,+2+---
¢) Vip=DamVy=DomTiVo = {f(2™z —k): f(x) € W}
d) Para cada m £ijo, {¢mn () =27™2¢ (27™z —n)} . es una base ortonormal para V.

Ejemplo 2.1. Sea Vo = {f € L*(R) : fes constante en[m,m+ 1), m € Z}

¢ (%) = Xpp1y» {Vm = DamVo} es un AMR.
Nota:
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a) La definicién de Mallat’s de un AM R es diferente pero equivalente al anterior. Su definicién
no estipula la existencia de la funcién ¢ y por lo tanto no incluye la condicién v, pero

establece dos condiciones mas sobre los subespacios {Vi.},cz

i) Si f(z) € V,,, entonces f (z —27"k) € V,,, Vn € Z.

i) Existe un isomorfismo de V, sobre ¢%(Z) = {c Aentnezs 2 leal® < oo}. Estas dos
nel
condiciones garantiza la existencia de ¢ y la validez de v).
b) La funcién ¢ es llamada la funcién escala de un AMR.

Ahora, surge la pregunta natural ;Cémo un AM R genera una base ortonormal de ondiculas
para L% (R)?. Veamos, como V,, C V,_;, definamos W, tal que

Varr = VoD W,, Ve Z.

Por induccidn, se tiene que

k k =
V’n, = m+k@wn+i - Vn+k®Wn+i 3

i=1

donde todos los subespacios son ortogonales y

éWFWl@WQ@---@Wn.

Debido a que V,,—y = V,, @ W, , las condiciones i) y %) de la Definicién 2.1, se tiene que
- Ow,
j=—o00
La familia de {W,},,.; presenta propiedades andlogas como los V,, 's. De este modo, debido a

que Wy CWe i Vi = {f (2712) : f(z) € Vau} y Va1 = Vo @ W, , para todo n € Z, tenemos

f (LC) € Wn+l 54 f (2n+1$) eV, —Vo=Wy

f(z) eWo & f(27"2) € W,
Lema 2.1. Sea ¢ € L? (R). Entonces

~ 2
{¢(z —n)},cp €s una b.o.n para L* (R) & Z }qb(w + n)l =1, enctp
neZ

Prueba. Sea ¢q,

(x (x —n), entonces ¢o,, (W) = €*™"@ (w). Consideremos n = m — £,
entonces tomando £

) = ¢
=0,

5D,n ng,n> = <$» 30n> = /‘°° (:5( )gﬂ,n (w)dw

o0

@
= [T = [ et

-0
k+1

~ 2
B ()| d
—2miwn

== e fg(w)’ dwx/ '2”’“’”Z[¢ w+k)‘

kez vk keZ
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esto es,

2
' =1, en c.t.p.

do.n = (P00, Pon) < Z 145 (w+ k)
kel
Objetivo: Construir una base ortonormal de ondiculas para L? (R). Esto es, existe ¥ € W, tal
que

Lids
{\Ilm’n =9 2 i (Q_m:c — n)}
m,nez

es una base ortonormal para L?(R). Para ello es suficiente mostrar que {¥;,} es una base
ortonormal para W,. m

Lema 2.2. La funcién escala ¢ de un AMR satisface:

2
=1, en c.t.p.

i) |6 (w+k)

keZ

ii) o (W) = M (%) ¢ (g), donde M (w) es una funcién periddica con periodo 1, M €
L%([0,1]). Ademaés:
2

=.lenctp.

|M (w)* + 1M (w -+ %)
Prueba.

i) Inmediato. Debido a la condicién v) de la Definicién del AMR y el Lema 2.2.

i) Veamos, como ¢ € Vo C Vo1 y {¢_1, (z) = 212¢ (22 —n)}nez es una b.o.n.

para V_; , entonces

¢ ()= 2" ($,¢_10) & (22 — )

nez

donde
> law® < 00, an = (¢,¢-1,n)

new
Tomando transformada de Fourier, tenemos

) = S ($) - u (2)5(2).

nez

M(LLJ) - 2—1/22an62ﬁiwn

nez

Afirmacién: M (w+1) = M (w); M (w) € L*([0,1]).
En efecto,

M (w 8 1) = 22—1/2an62ﬂi(ry+l)n i ZQ_I/QCKHGQWiw?LeQTrin

£ ZQ—]/Qaneﬁﬂiwn - M (W) )
nez
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Asimismo,

e k
= ZZQ—lanak <e21rriu.m7 e?m‘wk)
— 2_12057:&11 - 2—12 |an|2 o o

Por tanto M (w) € L? ([0, 1]).
Finalmente,

2

1 = Z1$(w+k)lz e, ’M (w—+k>‘2
k k 2
1 M (2 15 (Y ’
= 3 M (G+m)| 5 (5+m)
k=2m .
w 1N lafu 1
+ > M(§+m+§> ¢(§+m+§)
k=2m+1
pero, debido a que M (w) es una funcién periédica, tenemos que

M(§+m)=M(§),M(§+m+%)=M(§+;>,

~fw+k
o(53)

2

b

entonces
L= QN SR 2 (5o (554
- 9 9 277 g T
k=2m k=2m+1
e |M(°")|QZ‘$(W+ )!2+M P i S8 R 2
- 2 5 T W D g T ™M
k=2m k=2m+1
Por lo tanto
e (&) 4o (24 2)] =1 ence
5 5 +73 = 1, en c.t.p;

debido a que
2

Z{$(g+m)2:1, 3 = 11,

k=2m k=2m-+1

~f(w 1
¢(§+§+m)

Lema 2.3. Sea f € Wy entonces f(w) = A (w) U (w), donde As es una funcid n periddica con
periodo 1 y ¥ es independiente de f. Ademds, A\ € L*([0,1]) y

17112 = IAsll sy - donde T = [0,1].

Prueba. Sea f € Wy = V_; — V. Por consiguiente, f € V_; v f L V;, entonces

f (@) =V2Y_fud (22 —n)

nek
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donde fn = <fa ¢—1,n> Y Z |f71.|2 < CQ.

nEl
Asimismo, repitiendo los argumentos usados para obtener el lema 2.3 ii), se tiene

Fwy=M(5)6(3). (2.4.1)

1 .
donde M (w) = EZf ,€2™“" v M; es una funcién periddica de periédo 1,
M; € L?(]0,1]). Como f L Vp, entonces

0 = (idon) = (Fun) = [ F@)Bon @)t = [ F)emro)as
~ [ FerF@emmendo - [ emen (zf(w+k>£(w+k)) "
L kEZ

esto es,

Y Fw+k)éw+k) =0, enctp. (2.4.2)
keZ

donde las series convergen absolutamente y en L' ([0, 1]) debido a que f, ¢ € L (R).
Usando ¢ (w) = M (E) &5(5) y (2.4.1) en (2.4.2), obtenemos

2 2
k k kYN ~ k
ZMf (w+ ) (w+ ) M(w—'_ )qb(w—l_ )] =0, en c.t.p.,
2 2 2
descomponiendo la serie en k =2n y k = 2n + 1, y usando

keZ
> e (

keZ

obtenemos

My (w) M (w) + My (w + ;) M (w + %) =0, en c.t.p. (2.4.3)

M@+ | (w4)

i
esto significa que M (w) y M (w + —2-> no pueden anularse simultanéamente sobre un conjunto

Asimismo como
9

=1, en c.t.p.,

de medida positiva, entonces podemos decir
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1
2

Mf(w+%)M(w+—;~)+Mf(w+1)W

M (@)M (w + %)
= 4}, enc.tip.

(debido a que

My (w) M (w) + My (w + %) M (w + %) = (-), en c.t.p.)

Por lo tanto, podemos asumir que K (w) = e>™ ) (2w), donde A; (2w) es pe-riédica de periodo
1, esto es, Ay (2w + 1) = Ay (2w). De este modo,

e ' e
Mf (w) = Kf (w) M (w -+ 5) - eme/\f (20.?) M (UJ -+ %) (244)
Pero, por (2.4.1) tenemos
wiogg (9, 1\ (¥
Fwr=em (5+3)3(5) M@
Por consiguiente
Fw) = @) @) (2.4.5)
donde
3 mopr (@4 LY 5 (Y
T(w) =e M(2+2)¢(2) (2.4.6)
Finalmente,
2 ' 2 Y omiw)? 2 N[
My = [ 1y @ = [ [emep g | (w+3)| o

—_— 2 e
1 1 1/2 1
”Mf”,zgzu) = /;l)\f(Qw)lz‘Mf (W-I-E) dw:/ |)\f(2w)|2‘M(w+§) dw
0

+// A <2w)|2‘M (w%) 2

pero, debido a que Ay, M (w) son funciones periédicas de periodo 1, entonces

deo,
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2
dw

2

Il

dw

172 | 1 1
/0‘ )\f[z(w+§):} ]'Vf(w-i—§+§>

1/2
= f IA; Qw4+ D)) M (w+ 1)) dw
0

llJAf@wn2P4(w—r%)

1/2 42
/0 Ay (2)? [M@)| de

Por consiguiente

1/2
19471 = [ wwmﬂwwwﬂM@+3

2
]dw
2

=1, en c.t.p y haciendo 2w = pu, obtenemos

1
Luego, debido a que |M (r,u)l2 + ‘M (w + 5)

1 [ '
M5y = 5 [ s 2o

es decir,

1 1
M7 = 5 | Ios @) d

y debido a que M; € L? (I), se tiene que A; € L* (I).
Asimismo

”MinZ(I) = <%mee2ﬂmw’ %ane%mw>
- %ZZ Frnfo (€20 2mis)
= Sl = 51,
donde f, = (f, #_1,). Por consiguiente

[leaey = 1Asliaqy
=
Teorema 2.1. Dado un AMR para L? (R), existe una b.o.n de Ondiculas,
{Umpn (z) =270 (27™z —n)}  ,para L*(R).

Prueba. Es suficiente mostrar que existe ¥ € Wy tal que {¥ (z —n)},., es una b.o.n para Wy.
Consideremos ¥ como anteriormente, esto es,

= ; w 1\~/w
¥(w)=e ( 5+ 2) ¢ 5
Sea f € Wy, entonces es conocido que f (w) = A 7 (w) ¥ (w), donde A 5 es una funcién periddica
de periodo 1, Ay € L*(I), la cual puede escribirse como
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A (w) =X (n) ¥,

ne

con Xf (n) = (Apilw) ,*) o H)\f“iz(” = TEZ 'if (n)

Reemplazando A (w) en f (w), se tiene

Fw) = "X (n) T (w) = > Ap (n) [T (& — n)] (w),

nez neZ

2
< 00.

donde [¥ (z — n)] (w) = e2mine (w) y tomando la anti-transformada de Fourier, obtenemos

f@) =X (n)¥(z—n) (2.5.1)

neZ

u
Para ver que {V¥ (z — n)}, ., es un b.o.n. para Wy, necesitamos verificar que:

i)‘y e Wy

i) {¥(z —n)},eg s ortonormal
o 2
iii) (2.5.1) converge en L* (R) y || fll 2@y = 2o ’Af (n)i ;
neZ

A continuacién probemos las condiciones ), ) y iit).
Prueba de #4). En efecto, debido a

o~ _~ 2
s = Wiz = [ o, = e ] <0
nez

Prueba de ii). Como {¥ (z —n)}, 5 es b.o.n., entonces es equivalente a tener

2

nez

5 2
U (w +n)l =1, en c.t.p.

2
=1, en c.t.p., se tiene

)|

En efecto, debido a que M (w) es periédica de periodo 1y > qu (w+ k)
k
S jerelm (L4 2yl
= 2 2 2
w NP 2w 2
2 M(§+k+§)| 2(5+5)]
n=2k
~fw 1
¢(§+k+ 5)

+ 3 ‘M(°—2‘3+k+1)‘2
e (545) TR0

‘2 2\

33+

Lo 3

2‘\’1}(w+n)

Z‘@(w-l—n)‘z

Il

2

n=2k+1
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Asimismo,

1
(Vo 0%o,n) = (¥, ¥o,) = / e~ = bo.n
0

En efecto, debido a que [g (z — n)] (w) = 277§ (w), se tiene
(‘IJ: “DO,N> = <(I}1 {I}O,n> == f {i} (w) [\I] (‘T - TI,)T(&)) dw

&R —~ . = 20 s 2 :
— / ‘I’ (CLJ) e-—??‘{"lw'ﬂ‘l}- (l'..d) dw — [ “I’ (w)l 6——27ruundwl

Pero,

2 y
(w+ 1)( g oM g

2 N 2 ‘
i} (Lu‘) e—2‘rrzwndw /

3 2 ' 2 ;
v (w) emmn g, = / w + 2)l e dmin g, — / l‘I’ (w o 2)‘ il 8
0

o—

2 i 2 ,
e—QTrzwndw AQﬂ-m}ndw

0, 0+1 A
/ ¥ (w) = / (w— 1)‘ g A e / (w—1)| e
-1 1+1
-1, 9 _ —1+1 ) by 2 )
/ I (w) e_ZTrzwndw — / \IJ’ w o 2 e—2mwndw — / I (w . 2) e—?mwndw
-2 2+2 0

entonces

oo 2 . -1, 2 _ 0, 2 -
f "If(w)‘ e—27rzwndw:..‘+/ \I;(w)‘ 8—2mwndw_*_/ \Ii(w)’ e—?mwndw

2 -1
) 3
ef?.'rrwndtu A /
2

/ ’\IJ(w)1 L / Z’Qf w+k}‘ g2 g
—o0 0

keZ

s ] e—21ﬂwndw e 50,71

0

@ (w)lz

e—21rzundw Zorgea ¢ ,

W

S

2 _ 2
(w)l e—2mwndw+j
1

es decir

& 2
(debido a que > |V (w+ k)‘ = len c.t.p.)
keZ

Prueba de 7). Basta probar lo siguiente:

G.) ¥eV
b) ULV,
= y w 1\~/w = s
a) En efecto, como ¥ (w) = e™ M (5 + 5)(;‘3 (—2—) entonces ¥ podemos escribirla
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en la forma

Tw)=Cwa(3)

, 1
donde G (w) = €™M (g + 5) es una funcién periédica en L? (|0, 2])con periédo 2 (G (w + 2) =
G (w)).

Por consiguiente podemos escribir

Gw) =23y Ge3(3),

nez

con |Gl 2 = 3 [Gal* < 00, reemplazando G (w) en ¥ (w) obtenemos

B ()= Y2 2G5 (5),

neZ

y tomando anti-tranformada de Fourier, se obtiene

[#0)] @ =3 (ke 3(2)) =2 n00e-n.

nez nezl

Luego
le—.
U (x) = 222971515 (2z —n),{¢ (2 —n)},cz es b.on. para V_;.

nez

Por lo tanto W € V_;.

b) Es suficiente probar que (¥, ¢g,) =0V n € Z, donde ¢g,, () = ¢ (z —n).

En efecto,
(@ d0) = (B.3un) = [ T Bon@)do= [ TG @i
_ f 7B (w) e (1) do
— f g~ 2minw (Ziﬁ (w+ k)¢ (w+ k:)) duw
0 keZ
Pero,

2 —_— ) kL TN k e 7
SF e alorh = e (S5 )3 (458 ) (45)3 (457)

keZ kEZ

(Debido a que ¥ (w) = e™ M (EJ- + 1)5(5) yéw)=M (E) 55(9) )
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_ Z Tiw wik M w + k + 1 M E + E 2
- S 23273 273

~fw k
s+
keZ 2 2

= Ze”wﬂ/f (%+m+%)M(§+m> ’a(%+m)‘2

k=2m

g T o Do )
= eﬂin(g)M(g—i—%) (zm;‘a(%+m)‘2_; $(§+m+%) 2)
= 0.

L, 2
(Hemos usado que ) ‘qb(w + k)‘ = 1, en c.t.p. y que M (w) es una funcién periddica de
k

periodo 1.)
Asi, hemos probado que

Corolario 3.
(¥, po.n) = 0,Vn.

La ondicula madre ¥ puede ser explicitada via

(@)= 3 (1) b (@),

neZ

donde los coeficientes o, estan dados por

(,b (.GC) = Zanffb—],n (-7/') )

nez

con iy = (@, P—1,n) ¥ Zz|01n|2 < 00.
ne

Prueba. En efecto, como

M (w) = 2_1/2Zan62”"'“ v U (w) = ™M ({i} + -1—)&5 (E) ,

2 2 2
entonces
, (w 1)
win | —+—
T . TiW —1/2 2 2 A(E)
T(w) = em™|2-12) ane ¢ (5

n

— pFiw 2—1/2 . —miwn —win | & (E)
e ( ;a e e ) [0) 5
o Z—I/QZQ e‘rriw(l—n} : (_l)n &5 (E)
n ’ 2

_ o (z e (-nl—mas(g))

{i} ((U) pol Zal—m ’ e?riwm (_1)1fm 2-1/2&5(%) ?
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tomando anti-transformada de Fourier, se obtiene

[\’I} (w] Zal cm (D)™ 2Y29 (22 —m)

esto es,

:E) = 21/22 (_1)17m a’lémqsfl,m :

4. Conclusiones

3.1 La “ondicula madre” ¥ asociada con un AM R dado no es tnica por ejemplo, podemos
tomar

Kf (w) — e?mw 2mip(w )\f (2&))

1
donde p (w) es una funcién real-valorada con p (w + 5) = p (w) . Entonces
w 1 2miw 27ip(w) 1
Mf(w) =3 Kf(w)M 5‘*‘5 € e Af(Qw)M u)-|—§

o = ()35 e GG
P = (o (g%)as(g));”*(ahf(w)

flwy = e (z)@(ww(w),

T (W) = ™M (L—% F %)g (g) ,

por lo tanto, esto nos da una nueva ondicula madre ¥ que satisface

donde

w
. 27:1';0("-') —~
U(w)=e 2/ (w).
3.2 En particular si p (w) = g, donde p es un entero impar, se obtiene que:
= 2mp( ) 1 A
‘I’ — h ?12—1/‘2 Tiwn (_)
(w) Zﬂfi e "¢ 5
- -n - miwn 7 (W
¥(w) = e“pzn:al_ﬂ (=1) : (=1)™". 2~ Y2grimy (5)
E o =5 XY n 2—1/2 miwn (L_L"_)
@ = Torn (-1 273 (),

tomando la anti-transformada de Fourier, se obtiene
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T @ = T 106
@) = Yaron (-1 610 (o).

3.3 El reciproco del Teorema 2.5 no es verdadero, en el sentido que 3 una b.o.n. de ondiculas
para L? (R) que no es generado a partir de algtin AM R (debido a J.L Journe)

3.4 El corolario 2.6 nos da una férmula para la reconstruccién de la “ondicula madre”
¥; por consiguiente, construimos una b.o.n. de “ondiculas” para L?(R). Complementando el
procedimiento desarrollado en el corolario 2.6 resulta més facil si la series

P{z) = Zan\@qﬁ (22 —n) con Z lan|® < 00y an = (4, Foimd

nez nez

tienen un numero finito de términos no ceros.

El asumir que {¢on(z) = ¢ (z —n)},z s una b.on. para Vp. Juega un rol vital en la
construccién de una b.o.n. de “ondiculas” para L?(R) en el Teorema 2.5. Si deseamos que
{don (z) = ¢(z —n)},z sea sélo una base de Riesz para ¥ y no necesariamente una b.o.n.,
podriamos construir una b.o.n. de “ondiculas” para L? (R).

Definicidn 4.1. {¢on}nez €s una base de Riesz para Vg si y solo si

z) Vo= <{¢0,n}>

2

i) ¥ {Ca}pez € B (Z), AY |eal® < < BY. |eal*.

ch({b ( - n)

donde A >0, 0 < B < 00 son independientes de los {cn},cz-

Sea f € V; entonces f (z) = Y ¢ (z —n) = f(w) = ché“““’”&?(w)-

118 = |A,.= [ [Fef a= [

— / (ZCﬂBQﬂiwn> 5(&))
- 0 1 2

= ‘|"/ +/+ "f*./ o e
-2 -1 0 1

2
dw

chemmg (w)

2
dw

pero,
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-1 _ . F ~142 , R .
f (chezm“m) $(w)| dw = / (chegm(“’_z)") ¢ (w—2)| dw
-2 n —2+2 n
i 2
" / (che?”'w”) ¢ (w—2)| dw
0 n
N 4 0+1 4
f (Zc emen) ¢ dig = / (ZC e2milw— l)n) gb(w _ 1) i
141
2
= f (che?m‘m) (w—=1)| dw
2 2
/ (ch 2’rr1,wn) s =2 f (ZCRBQwi(erl)n) a(w 2 1) dw
2
— (Z%e2mwn) & 1)
asi sucesivamente, esto es,
! 2
If12. = ..-—}—/0 chezm’" w 2)‘ dw + i w—vl)}dw
1 e 1 2 9
+/ chezm”” o) (w)‘ dw —l—/ chez’”“’” ¢ (w+ 1)‘ dw +
I 0 :
= 1 omi ? = 2 P 2 oY 2
112 = fo Sene || (o B -2 + Flw-1)| +]dw)

Ifll3: =

donde

Pero

5 <ch627riwn’ che2mmk>
" £ L2([0,1])
— chnc_k- (eQ‘niwn, e??riwk:>L2([0 5
n k '
= 3 eal?
n



74 ANALISIS MULTIRESOLUCION

entonces
2
A el < Yot —n)|| <BY lel’ &
. 2
ALl < Al = ([ |SCene™n| (X [+ m))
< BY e
& 0<AL?(w) :Zla(w+m)’2 < B < o0, en c.t.p.
Definamos R
i ()
¢ (w) = )
- 2
Afirmacién: 3 [¢p(w+ k)| =1
keZ |
En efecto, como g(w) = %, entonces
s 2
Z . i ‘qﬁ(w)\
¢ (w) - d (w)
~ 2
. 2 ; '4?5 (w+ k)}
plw+k) = ————=1
; ® (w)
- 2
Luego, de acuerdo al Lema 2.2, 3 |¢(w+k)| = 1, entonces {%(m —n)} , o una base
k ne

ortonormal. Sea

7= (f5te -} )

Por lo tanto, para todo f € 170 \

2
< 00,

fa

f@) =Y Fd(@—n), con fu=(f,don) ¥5_

estoes, f (w) = ¥ (w) ¢ (w), tal que T (w) es una funcién periédica con perfodo 1y @ € L2 ([0,1]).
Asimismo como

2 (w) = Y| w+m)|

es una funcién peridédica con periodo 1, entonces

6 (w)
® (W)’

fw) =7 w)
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es decir,

-~ ] (w) i —~
flw) = ¢ (w) =v(w)¢(w)
_ ® (w)
para alguna funcién periédica v (w) con periodo 1y v € L? ([0, 1]).
De este modo esto es equivalente a

D)= fadlx

nEL
con fo = (f,don) ¥ X3 |fal? < o0; de este modo f € Vo = ({¢ (z — n)},cz).
neZ
_ Desde que el argumento empleado nos permite regresar, se tiene que Vo = Vo y por lo tanto
Vi=V;¥Vji=0,£1,4+2+---
La ondicula madre ¥ asociada con la funcion escala ¢ viene dada, via:

= o~ (w  1\= w
N VN e - (_)
‘ (2 * 2)¢ 3/
donde M esta relacionada con ;5 en la misma forma como M esta relacionada con ¢.
Ademids, desde que

s=M(3)6(5) v sw=m(3)3(3),
entonces se tiene
Pw) = if“(’l)@ﬁ “\3 g):M(Eg(i)(%)

—~

o () 2D

\/(;g (w)

_J2G)
M
= d (w)
por lo tanto,

w 1

o (2+3)
= e 2 2 w 1\ Z/w
Vw) = e \ @@+ M(2+2) ¢(2)
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