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UN METODO MULTIPLICADOR PROXIMAL PARA OPTIMIZACION
CONVEXA SEPARABLE

Erik Papa' & Orlando Sarmiento’

Resumen: El objetivo de este trabajo es establecer la convergencia de un método
multiplicador proximal utilizando distancias generalizadas para resolver problemas de
minimizacién convexa con estructura separable, motivados en particular en la solucién de
problemas de optimizacién de gran tamano que surgen en redes de telecomunicaciones y
en la gestion de produccién de energia eléctrica. Los procedimientos utilizados fueron la
recopilacién de informacién en revistas cientificas y textos especializados, el estudio de los
mismos y finalmente el uso de herramientas matematicas para estudiar la convergencia de
la sucesién del método propuesto. Los resultados del estudio nos muestran que, bajo algunas
hipdtesis adecuadas, las iteraciones generadas por el método estan bien definidas y la sucesién
converge a una solucién 6ptima del problema. Por la generalidad del estudio resultan casos
particulares algunos trabajos de investigacion relacionados con métodos proximales, como por
ejemplo, el de Chen y Teboulle (1994), Kyono y Fukushima (2000) y Auslender y Teboulle
(2001).

Palabras clave: Métodos proximales, problemas convexos separables, ortante no negativo,
distancia generalizada, funciones convexas.

MULTIPLIER METHOD FOR PROXIMAL CONVEX OPTIMIZATION
SEPARABLE

Abstract: The aim of this work is to prove the convergence of a proximal multiplicator
method using generalized distances to solve convex minimization problems with separable
structure, motivated in particular by the solution of optimization problems that arising
in telecommunication networks and management of electrical energy production. The used
procedures were the collection of information in scientific journals and specialized books, the
study of the same and finally the use of mathematical tools to study the convergence of the
sequence of the proposed method. The results show that, under some appropriate assumptions,
the iterations generated by the method are well defined and the sequence converges to an
optimal solution of the problem. Due to the generality of the study some papers related to
proximal methods such as the works of Chen and Teboulle (1994), Kyono and Fukushima
(2000) and Auslender and Teboulle (2001) are particular cases of our approach.

Key words: Proximal point methods, separable convex problems, nonnegative orthant,
proximal distances, convex functions.

Introduccion

En los problemas de ruteamiento (transporte de diversos servicios a diferentes clientes) en las redes de
telecomunicaciones y de la gestion de produccion de energia eléctrica aparecen problemas de optimizacién

de gran dimensién y complejidad que los softwares actuales tienen dificultad para resolverlos.

FExisten varios estudios de como afrontar esta problematica, uno de estos, y que aparentemente es
el mas atractivo por su naturaleza y simplicidad, es usar una metodologia de descomposicion de los
problemas de optimizacién en problemas mas acsesibles y que puedan ser resueltos paralelamente en
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tiempos razonables por algunos métodos conocidos. Esta idea se remonta al trabajo de Dantzig y Wolfe
(1960), [?] quienes fueron los pioneros de los métodos de descomposicién para optimizacién lineal usando
el método simplex.

Lamentablemente no todo problema es lineal, como sucede en los casos mencionados anteriormente,
y aunque existen técnicas de linealizacidén puede suceder que al aplicarlas se pierdan algunas propiedades
fundamentales e intrinsecas que conduscan a soluciones equivocadas del problema original. Esto
permitio desarrollar abordages no lineales de métodos de descomposicién.

Probablemente, el primer trabajo relacionado a un método de descomposicién para problemas
de optimizacion no lineal convexo se remonta a Uzawa (1958), [?]. El autor introdujo un método
de descomposicién de gradiente aplicado al problema dual pero lamentablemente las condiciones de
convergencia exigian que la funcién objetivo cumpla condiciones muy restrictivas para las aplicaciones
(estricta convexidad). Apartir de entonces se han desarrollado varias investigaciones para mejorar las
propiedades de convergencia y eficiencia computacional.

Actualmente, es bien conocido que una importante clase de métodos de descomposicién para
optimizacién convexa pueden ser considerados como casos particulares del método del punto proximal
para encontrar un cero de un operador monétono maximal, ver Eckstein y Bertsekas (1992), [?].

El método del punto proximal es uno de los métodos més estudiados e importantes para resolver
problemas de optimizacién, de singularidades, problemas de desigualdad variacional, de equilibrio, entre
otros. Este método fue introducido por Martinet (1970),[?], motivado por el trabajo de Moreau (1962,
1965) [?] [?], ¥ fue extensamente estudiado por Rockafellar [?] en los afios setenta del siglo anterior para
encontrar ceros de operadores mondétonos maximales.

Para el problema de minimizacién

min{f(z) : z € H}, (1)

donde H es un espacio de Hilbert y f : H — R U {400} es una funcién propia convexa y semicontinua
inferior, el método del punto proximal, para resolver el problema (??) genera una sucesién de puntos
{z*} definidos por

2z’ € H, (2)

«* = argmin{f(z) + (\/2)||lz = 2* Y| : 2 € H}. (3)

donde A es algin parametro positivo. Observe que la notacién argmin de la ecuacién anterior es bien
utilizada en la comunidad de optimizacién y significa que zF es el minimo (global) de f(-) + (Ax/2)]| -
—x*~1|2 sobre H.
Los resultados de convergencia del método para el caso convexo son muy bien conocidos y puede
o
ser probado, ver Guler (1991), [?], que si {\;} satisface +Z(1/’\k) = 400, entonces limy_,o f(2*) =
k=1
inf{f(z) : = € M}. Adem4s, si la solucién existe la sucesién {z*} converge (débilmente) a un punto de
minimo. En la actualidad se estan realizando investigaciones para extender las aplicaciones del método
para funciones no necesariamente convexas, motivados por las miltiples aplicaciones en Economia.

La importancia del método del punto proximal radica principalmente en dos aspectos: se puede
probar que los métodos de multiplicadores, usado generalmente en todos los softwares de optimizacién
coinciden con el método del punto proximal aplicado al dual del problema original y es asi que la
teoria de convergencia del método se puede utilizar para garantizar la convergencia de los métodos
de multiplicadores que directamente e independientemente es complicado de demostrar. El otro aspecto
es con respecto a los métodos de descomposicion, Eckstein y Bertsekas (1992), [?], han demostrado que
una gran clase de métodos de descomposicién de problemas convexos son casos particulares del método
del punto proximal para encontrar un cero de un operador mondtono maximal, especificamente el método
de Douglas-Rachford estudiado por Lions y Mercier (1979), [?], que abarca una gran clase de algoritmos
de optimizacidén es una version particular del método del punto proximal.

Entre los métodos de descomposicién que usan técnicas proximales podemos resaltar los sigulentes
algoritmos: método de multiplicadores de direcciones alternadas [?, 7, 7], el método de inverso parcial de
spingarn [?7, 7, 7, 7, 7] ¥ metodos de multiplicadores proximales predictor-corrector de Chen y Teboulle
y sus extensiones [?, 7, ?].
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La motivacion de este trabajo es estudiar la ultima clase de problemas, es decir, el método de
multiplicadores proximales predictor corrector. Considere el problema de minimizacién convexa con
estructura separable:

(PCS) min{f(z)+g(z) : Az+ Bz=b,z € R}, z € RP},

donde f: R® = (—o0,+o0] y g : RP = (—0o0, +0o0] son funciones propias convexas cerradas y A € R™ ™,
B e R™P y be R™.
El problema dual Fenchel para (PCS) es definido por:

(D) min{(f +bgn)"(—~ATy) + ¢*(—B"y) : y e R™}

donde (f + Omn )* ¥ g* son las funciones conjugadas de f + 5]31 y g, respectivamente, y y es un vector
multiplicador de Lagrange asociado con las restricciones en (PCS). El lagrangiano L : R™ x R x R™ —
(=00, +0o0] para el problema (PCS) es definido por:

L(z,z,y) = (f + 5131)(3:) + g(z) + (y, Az + Bz - b) .

Si (z*,2%) es una solucién 6ptima de (CP) y y* es el correspondiente vector multiplicador de Lagrange,
entonces y* es una solucién 6ptima de (D) y (z*, 2%, y*) es un punto de silla de L (ver [?], Teorema 28.3);
es decir, para todo z € domf NRY, z € domg y y € R™, se tiene que

L(z", 2", y) < L(z",2",y") < L(=z, z,y"). (4)

Para el caso cuando R} es sustituido por R*, B = —I y b = 0, Chen y Teboulle [?] presentaron el
siguiente método el cual llamaron método multiplicador proximal predictor-corrector: dado (2,2, y")
arbitrario el método en su versién exacta genera una sucesién de puntos {(z*,z* y*)} dado por las

siguientes iteraciones:
PP = oF + A (Azh — 2F)

oS p— {f(w) + (P, o) + 51l - z’*n?} (5)
— {g(z) - M)+ gl z’“u"-} - (6)

yk-l-l — yk 4 )\k(AmkH _ zk+1).

Asumiendo la hipétesis de que existe una solucion optima primal-dual (z*,y*,z*) Chen y Teboulle [?]
probaron que la sucesién {z*} converge a z*, {z*} converge a Az* y {y*} converges to y*.
Kyono y Fukushima (2000) [?], consideraron reemplazar los términos cuadraticos de (77) y (??) por
distancias mas generales dadas por funciones de Bregman, es asi que los autores introdujeron las siguientes
iteraciones para reemplazar respectivamente (7?) y (77):

zF+! = arg min {f(a:) + (p*+!, Az) + %Dh(m,xk)}

21 = argmin {g(z) - (pkH,z) + %Dh(z, zk)}
k

Bajo las mismas condiciones de Chen y Teboulle [7] y algunas hipétesis sobre h los autores consiguieron
obtener los mismos resultados de convergencia.

Paralelamente al trabajo de Kyono y Fukushima (2000), Auslender y Teboulle (2001), [?] susttituyeron
sélo el término cuadratico de (??) por una distancia log-cuadratica motivados por un trabajo anterior de
Auslender, Teboulle y Ben-Tiba (1999), [?], esto es, el término cuadratico fué sustituido por:

21 = arg min {f(a:) + (p*t1, Az) + %—d(aa,xk)}
k
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donde

T

d(u,v) = 12 5 = 0 + (o] log(3£) + uiv; — v?) siueRY,

+oc0 caso contrario

Algunas extensiones de estos trabajos se han desarrollado para problemas més generales como
complementaridad no lineal, desigualdades variacionales, entre otras.

El objetivo de este trabajo es extender las propiedades de convergencia del método multiplicador
proximal predictor corrector de Chen y Teboulle [?] para el problema (PCS) usando una pequeiia
variacion de las distancias proximales que fueron introducidas en Auslender y Teboulle(2006), [?], v
que llamamos distancias generalizadas, cuya definicién extiende las distancias anteriormente comentadas
e incluye también otra clase de distancias llamadas ¢— divergencias y que atin no han sido estudiadas en
este contexto.

El articulo estd organizado de la siguiente manera: En la seccién 77 presentamos la metodologia
empleada en el estudio de investigacion. En la seccidn 77 mostramos los resultados del trabajo, lo cuales
estan divididas en subsecciones que detallamos a seguir: en la subseccién 7?7 damos una motivacion del
modelo (PCS), en la subseccién ?? recordamos algunos elementos bésicos de analisis convexo, en la
subseccion 77 introducimos la definicién de distancias generalizadas, en la subseccidén 7?7 presentamos
el método propuesto para resolver el problema (PCS), damos las hipétesis y demostramos la buena
definicién y la convergencia de las iteraciones a la solucion del problema. En la seccién 77 presentamos
las discusiones del trabajo. En la seccién 77 los agradecimientos respectivos y finalmente presentamos las
referencias bibliograficas empleadas para esta investigacion.

2. Metodologia

La metodologia de trabajo fue dividida en las siguientes partes:

2.1. El universo

El universo de nuestra investigaciéon es la optimizacidon convexa en espacios euclidianos. La
optimizacién convexa es una linea de la matematica aplicada que estudia el problema de hallar los valores
minimos o mdximos de funciones convexas sujetas a restricciones que forman un conjunto convexo.

2.2. Técnicas de recopilacién de datos

Para el inicio de la investigacién fue necesario una busqueda de informacion cientifica en revistas
publicadas, uso de bibliotecas y hemerotecas especializadas como también viajes a centros de investigacion
en el extranjero como Brasil y finalmente Francia.

Debido que en el pais la mayoria de universidades no estan indexadas a las revistas internacionales se
torna imposible obtener informacién apropiada para desarrollar una primera etapa en la investigacion,
es asi como el primer autor visité el Programa de Engenharia de Sistemas e Computagio (PESC) de la
COPPE-Universidad Federal de Rio de Janeiro y el Instituto de Matemédtica Pura y aplicada (IMPA).

2.3. Técnicas descriptivas para la contrastacién o demostracién de las hipétesis

La metodologia usada en esta etapa fue un enfoque de tipo inductivo-deductivo de los resultados de
recientes investigaciones, con la finalidad de adaptarlo a nuestros requerimientos y que nos llevé a la
obtencién de los resultados planteados en los objetivos de la investigacion.

También se participd como expositores en algunos eventos nacionales e internacionales como por
ejemplo El Encuentro Cientifico Internacional (ECI 2012v) del 3 al 6 de enero del 2012 como también
en el II Workshop Internacional de Mateméticas: Fundamentos y aplicaciones, desarrollado del 4 al 6 de
enero en la Universidad Nacional del Callao.

Finalmente, el primer autor realizé una visita al Laboratorio LIMOS-ISIMA de la Universidad Blaise
Pascal, Clermont-Ferrand, Francia para una contrastacién del método propuesto, demostrandonos que



3. RESULTADOS 29

este abordage no ha sido desarrollado por otros investigadores y que nos da un campo de investigacion
para futuros trabajos.

3. Resultados

3.1. Un Modelo de Redes en Telecomunicaciones

En esta seccion, para motivar el problema estudiado, presentamos un modelo de flujo de hienes
miltiples y lo expresamos como un problema del tipo (PCS). Para lectores interesados en una revision
de modelos y métodos de flujo de bienes miltiples recomendamos la lectura de [?, 7, 7, 7].

Los problemas de flujo de bienes miiltiples pertenecen a una clase de modelos de la optimizacién en
grafos v se refiere a la distribucién de varios bienes o productos en una red (finita) comin y que deben
satisfacer los siguientes requisitos:

a. Los bienes deben ser indivisibles, es decir a lo largo de la red no se debe dividir el bien.

b. Los bienes deben originarse en nodos-fuente especificos, y deben llegar a nodos-destino
determinados.

El modelo matematico de trafico de problemas de flujo de bienes miltiples se puede expresar de la
siguiente forma: Consideremos un grafo dirigido G(V, E) donde V es el conjunto de nodos y E es el
conjunto de arcos, supongamos que el grafo tiene m nodos, n arcos y capacidades ¢, sobre cada arco w.
Un arco del nodo ¢ al nodo j serd denotado por (i, j) o alternativamente por p donde p = 1,2, ...,m. Por
ejemplo, la figura 77 representa un grafo dirigido de 4 nodos y 5 arcos donde V = {1,2, 3,4},

E= {(1’2)5 (213)’(3!4)3(41 1)1 (412)} = {#1;”2:”3, #47/—"'5}5

y las capacidades sobre cada arco son ¢(12) = ¢y, =4, ¢23) = Cuy = 3, ¢34) = Cus = 7, C(4,1) = Cuy = 1,
€(4,2) = €us = 5. Para modelar el trifico requerido supongamos que K es el nimero de bienes que se

w0 (D

(-2,0) @ 2 7 @ -1,3)

Figura 1: Grafo dirigido de 4 nodos y 5 arcos

desea trasladar a travéz del grafo y & = 1,2, ..., K. Por cada bien k se tiene un nodo fuente s; y un
nodo destino t; llamado también un k—par (sg, ). Estos datos son exogenos al problema, es decir, son
datos dados por el usuario. Para el ejemplo de la grafo consideremos que tenemos dos bienes, esto es,
K = 2; para el bien k = 1 consideremos que el nedo fuente es el nodo 1 y el nodo destino es el nodo 3
y para el bien k = 2 consideremos que el nodo fuente es 3 y el nodo destino es 2; en este caso tenemos
respectivamente que (s1,%1) = (1,3) y (s2,t2) = (3,2).

Para cada k sea:

k

;; = el flujo del bien k sobre el arco (%, 5)

d* = el valor del flujo a ser enviado de s a t;
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K
@ = Z :cfj el total del flujo sobre el arco (¢, 7).
k=1

Para cada z € N sea
A@)={jeV:(ij)e E}y B(i)={jeV:(ji) € E}.
En nuestro ejemplo tenemos:
715 el flujo del bien 1 sobre el arco (1,2)

234 el flujo del bien 1 sobre el arco (2,3)
3, el flujo del bien 1 sobre el arco (3,4)
x4, el flujo del bien 1 sobre el arco (4,1)
x5, el flujo del bien 1 sobre el arco (4,2)
x5 el flujo del bien 2 sobre el arco (1,2)
24 el flujo del bien 2 sobre el arco (2,3)
23, el flujo del bien 2 sobre el arco (3,4)
23, el flujo del bien 2 sobre el arco (4,1)
22, el flujo del bien 2 sobre el arco (4,2)

d* =1 el valor del flujo a ser enviado de 81 = 1 a t; = 3
d? = 3 el valor del flujo a ser enviado de s3 = 3 a t3 = 2.
12 = 1y + 21
To3 = T35 + mgg,

234 = w3y + 2l
zq1 = o) +2f)

42 = Ty + 1
A(1) = {2}, A(2) = {3}, A(3) = {4}, A(4) = {1,2}
B(1) = {4}, B(2) = {1,4}, B(3) = {2}, B(4) = {3}

Observe que en la grifica las demandas de cada bien son representados por el vector (a,b) del lado de la
grafica del nodo, en este caso a es la demanda del bien 1 y b es la del bien 2, si a es positivo quiere decir
que este nodo es nodo fuente y si es negativo quiere decir que es un nodo destino, de forma analoga el
valor de b representa la demanda del bien 2.

Un flujo de bienes multiples es un conjunto de flujos de arcos {mfj : 5,4) € Byk = 1,..,K}

satisfaciendo:
dF, sii=sk

S>oah— Y al=( —db, sii=th

FjeA®) jeB(i) 0, en otros casos

& > 0,Y(i,5)

Eligiendo una enumeracién de nodos y arcos de F podemos definir el vector z* = (z%,z%, ..., 2% ) donde

wﬁ es el flujo del bien k sobre el arco p, p = 1,...,m. Con esta notacion podemos establecer la matriz de
incidencia nodo-arco el cual serd denotada por M.
En el ejemplo dado tenemos

I ¢ Y N [PRUE (L L T % 1 1 1 1
T = (21, 73,23, %4, T5) = (Tpys Tpyr Tpgr Ty ys Ty )
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v la matriz de incidencia nodo-arco es:

1 0 0 -1 0
-1 1 0 0 -1
0 -1 1 0 0
0 0 -1 1 1

Entonces el problema general de bienes multiples puede formularse como:

M =

min f(z?,...,z¥)

sa:
zF ey, para k=1,2,...,. K
g(z!,...,z¥) <0

donde f : RE™ - R es una funcién (posiblemente no lineal), g : RK™ — R es la funcién de restricciones
impuestas en los flujos y 2 es el conjunto de vectores de flujo para la demanda k satisfaciendo la
conservacion de flujo:

Q) = {:ck cR™ : Mz =DF 0 < z*},
M es la matriz de incidencia del grafo,

P = (D sl =B 100

y dF es la cantidad requerida de flujo entre el k-ésimo par fuente-destino.
Para el ejemplo dado el problema de flujo de bienes miltiples queda expresado de la siguiente forma:

[ min f(z!,...,2K)
sa .
1
10 0 -1 o) (%) 1\
-1 1 0 0 -1 2 0
0 -1 1 0 0 o -1}
0o 0 -1 1 1) 1 0
el
1o 0 -1 0\[H 0
-1 1 0 0 -1 2 -3
0 -1 1 0 0 3 3
00—111}\;’%) 0/
\g(ml,x2)§0

La mayoria de modelos no lineales de trafico de flujo de bienes miltiples tienen la forma de

;

T K K
min f(z) = JEI fi(xos) + 3 lfkj(-’”?)

k=1j=
sa
K
\ %o = k;x?’ para j =1,2,..,n
MzF =Dk parak=1,2,..,.K
0 < @, para k= 1.9, ... K

\ OngjSst parajzl,?,...,n

Entre los modelos relacionados a ruteamiento de datos en redes, el problema de ruteamiento de mensajes
juega un papel importante en la optimizacién de redes. Este problema consiste en la determinacién de
conjunto de rutas sobre el cual los paquetes van ha transitar de tal manera de optimizar algin costo que
mide la calidad global del servicio. Los especialistas en esta drea usan en general la funcién de demora
‘media del mensaje bajo trafico que fue introducida por Kleinrock (1972), [?], definida por

fi(zo5) y fri(z5) =0

on

= )
Cj — Zoj



32 OPTIMIZACION CONVEXA SEPARABLE

donde ¢; > zp;.

Asi, el problema de envio de mensajes bajo trafico usando la funcién de Kleinrock es establecida por:

L

s N m()!'
ERLER, f(ﬂ’) - ng ¢ —Toj
sa:
K
< Ioj = Z m:;cﬂ paraj = 1721 "'?n
k=1
Mgk =DF, parak=1,2,. K
0 < zg, para-k=:1,2,..., K
\ 0<L 2y <cj, paraj=12,...,n
Definiendo z = 2;, y = (2!, 22, v TE) y
=z k k
i = = {: < z; . 4= .
Fly,s) = 255 si My DE rng BSOS 2 R i o= e O
400, caso contrario

el problema se puede expresar como (PCS) donde A es el vector fila compuesta por elementos todos de
valor 1 y B = —I (negativo de la matriz identidad) y b= 0.

3.2. Elementos Basicos del Andélisis Convexo

A lo largo del articulo R™ es el espacio euclidiano dotado con el producto interno canénico (,) y la

norma de z dado por ||z|| := (z,z)!/2. Dada una funcién a valores reales extendidos f : R* — RU {#oc}
denotaremos su dominio por domf := {z € R" : f(2) < +oo} y su epigrafo por epif = {(z,8) €
R" xR : f(z) < B}. f es denominado propia, si domf # {} y Va € domf se tiene que f(z) > —co. También
denotemos por 7.2.(X) al interior relativo del conjunto X C R™.
Finalmente, f es semicontinua inferior si para cada 2 € R™ tenemos que toda sucesién {z'} tal que
limy_; 10 2! = @ implica que f(z) < liminf;_, . f(2'). Podemos probar facilmente que la semicontinuidad
inferior de f es equivalente a que el conjunto de nivel inferior Ls(a) = {2 € R" : f(z) < a} es cerrado,
para cada a € R.

Definicién 3.1. Sea C un conjunto convexo no vacio, el cono recesion de C' es definido por
0F(C)={z€R™ : w+tze C, YweC,t >0},
Ademds, definimos la funcion de recesion f0 : R* — R tal que epi(f0) = 0% (epif)

Definicién 3.2. Sea f : R™ - RU {0} una funcion propia, la conjugada de f, denotado por f*, es
definido por
f*(z") = sup[(z,z") — f(z)].
T

Proposicién 3.1. Sea f : R" — RU {£oo} una funcion propia conveza y cerrada. Sea x* un vector fijo
y sea g(z) = f(x) — (z,2*) . Entonces, z* € int(domf*) si y sdlo si (907)(y) > 0 para cada y # 0.
Prueba. Ver [?], Corolario 13.3.4, c, pg. 117. u

Proposicién 3.2. Sea f : R® = R U {*cc} una funcién propia convexa y cerrada. El conjunto de
minimizadores de f es no vacio y acotado si y sélo si 0 € int(domf*).

Prueba. Ver [?], Teorema 27.1, d, pg. 265. -

Proposicién 3.3. Sean f1,..., fin funciones propias convexas en R™. Si cada f; es cerrada y f1+ -+ fin
no es identicamente +oo, entonces f1 + -+ fin es una funcién propia convexa cerrada y

(fr+--+ fm)0F = f10F + - + fm0T.



3. RESULTADOS 33

Prueba. Ver [?], Teorema 9.3, pg. 77. =

Proposicién 3.4. Sea f: R™ — RU {+o0} una funcion propia convexa. La funcion de recesion fO* de
f es una funcion propia, positivamente homogénea y conveza. Para cada vector y € dom f, se tiene que

(f07)(y) =sup{f(z +y) - f(2) : x € domf}.
Si f es cerrada, fOF es también cerrada y para cualquier x € domf, fO0F es dado por la formula:

fa i) = f@) @t dy) - [(@)

(f0N)(w) = sup . = lim ; .

Prueba. Ver [?], Teorema 8.5, pg. 66. ™
Proposicién 3.5. Sean fi,..., fm funciones propias convexas en R™ y sea [ = fi + -+ + fi. Si los
conjuntos convexos ri(domf;), i =1,2,...,m tienen un punto en comin, entonces

of(z) =0fi(z) + -+ 8fm(z), Vz.
Prueba. Ver [?], Teorema 23.8, pg. 223. =

3.3. Distancia Generalizada

En esta subseccién presentamos una variante de la definicién de distancia proximal y distancia
proximal inducida, introducida por Auslender y Teboulle [?], pero adaptado para el conjunto R" que
es la restriccién del problema convexo (PCS).

Definicién 3.3. Una funcion d : R™ x R" — R, U {+oo} es denominada distancia proximal en R} | si
para cada y € R, | se satisface las siguientes propiedades:

i. d(-,y) es propia, semicontinua inferior, estrictamente convexa y continuamente diferenciable en
RY 4
. domd(-,y) CR" y domdyd(-,y) = R, donde ,d(-,y) denota el clisico subdiferencial de la funcion
d(-,y) con respecto a la'primem variable;
itd. d(-,y) es coerciva en R" (es decir, 1im)|,||_oo d(u,y) = +00).

w. d(y,y) =0.
Denotamos por D(R" ) a la familia de funciones satisfaciendo esta definicion.

La propiedad i. es necesaria para preservar la convexidad de d(-,y), la propiedad ii. forzara que la
iteracion del método proximal permanezca en R}, y la propiedad iii. serd usada para garantizar las
existencias de las iteraciones proximales del método propuesto. Para cada y € R |, V1d(-,y) denota el
gradiente de la funcién d(-,y) con respecto a la primera variable. Notemos que por definicién d(-,-) > 0
y de iv. el minimo global de d(-,y) se obtiene en y, y asi tenemos que Vyd(y,y) = 0.

Definicién 3.4. Dado d € D(R ), una funcion H : R" x R® = R, U {400} es denominada distancia
prozimal inducida por d si H tiene valores finitos en Ry | x R} | y para cada a,b € R | se satisface

(Ii) H(a,a) = 0.
(Iii) (¢ —b,Vid(b,a)) < H(c,a) — H(c,b) — H(b,a), Vc€R},.

Escribiremos (d, H) € F(R? ) a la distancia proximal y distancia proximal inducida que satisface las
premisas de la Definiciéon 77. :
Denotemos por (d, H) € F(R") si existe una funciéon H tal que:

(Tiii) H tiene valores finitos en R? x R”, satisfaciendo (Ii) y (Tii), para cada ¢ € R"
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(Tiv) Para cada c € R, H(c, ) tiene conjuntos de nivel acotados en R} | .

Finalmente, escribiremos (d, H) € F.(R%) si

(Iv) (d,H) € F(R?).

(Ivi) Yy € R? y ¥ {y*} C R acotada con limy_, ;oo H(y,y*) = 0, entonces limy_, ;..o ¥* = y.
(Ivii) Vy € R?, y ¥V {y*} C R%, tal que limy_, ;oo ¥* = y, entonces limy_s ;oo H(y,y*) = 0.

El resultado principal del método propuesto serd cuando (d, 1) € F, (R’:). Varios ejemplos de distancias
proximales que se ajusten a las definiciones anteriores, por ejemplo distancias Bregman, distancias
proximal sobre la base de ¢— divergencias, distancias auto-proximales y las distancias sobre la base
de distancias proximales homogéneas de segundo orden, fueron dadas por Auslender y Teboulle (2006).

3.4. Un método multiplicar proximal con distancias generalizadas
El Problema

Estamos interesados en resolver el siguiente problema de minimizacién convexa con estructura
separable:
(PCS) min{f(z)+g(z) : Az+ Bz=b,z € R}, z € RP},

donde f: R™ — (—oco, +oo] v g : RF — (—00, 00| son funciones propias convexas cerradas y A € R™ ",
B eR™P ybheR™,
El problema dual Fenchel para (PCS) es definido por:

(D) min{(f +éry)*(-A"y) +¢'(-B"y) : y € R™}

donde (f + 5]]@_1)* y g* son las funciones conjugadas de f + 0pn y g, respectivamente, y y es un vector
multiplicador de Lagrange asociado con las restricciones en (PCS). El lagrangiano L : R™ x R x R™ —
(—o0, +co] para el problema (PCS) es definido por:

L(z,z,y) = (f + drn)(2) + 9(2) + (y, Az + Bz - b).

Si (z*,2%) es una solucién 6ptima de (PCS) y y* es el correspondiente vector multiplicador de Lagrange,
entonces y* es una solucién éptima de (D) y (2%, 2%, y*) es un punto de silla de L (ver [?], Teorema 28.3);
es decir, para todo z € domf NRY, z € domg y y € R™, se tiene que

L(z*, 2", y) < L{z", 2", y") < L(z, z,9%). (7)

El Método (MMPDG)

El método propuesto es una extension del método multiplicador proximal predictor-corrector
introducido por Chen y Teboulle (1994), [?], la extensién estda basado en la utilizacion de la clase de
distancias generalizadas (dy, Ho) € F4(R). A este método lo llamaremos Método Multiplicador Proximal
con Distancias Generalizadas o simplemente (MMPDG).

Dado p > 0 definimos las siguientes funciones:

d(z,y) = do(z,y) + (p/2) llz - y|I?, (8)

H(z,y) = Ho(z,y) + (p/2) ||z - yl|*. (9)
Es facil verificar que (d, H) € F(R%).

Observacién 3.1. Dada una matriz M, definimos la norma de M como ||M|| = max),) .0 [|M2]|.
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El método (MMPDG) es como sigue:
Método (MMPDG).

Paso 0. Elegir un par (dy, Hp) € F;(R%), un pardmetro p > 0 y definir (d, /) dado por (?7)-(?7).
Tomar un punto arbitrario (z°, 2%,1%) € R’} , x R? x R™ y una constante n > 0.

Paso 1. Terminar si el criterio de parada es obtenido. Caso contrario, elegir una sucesioén {A;} tal que

Mz Al < Y2, v By < X2 (10

y calcular
PP =yF + Ap(A2F + BZF - b), (11)

Paso 2. Resolver
2+ = argmin { £(2) + (P, 42) + (1/M)d(z, 7"}, (12)
#+1 = arg min {g(=) + ("1, B2) + (1/ A0}l — )} (13)

Paso 3. Calcular
yk+1 _ yk 4 /\k(ACBkH + Bzl — b), (14)

k=k+1, eiral paso 1.

Anadlisis de Convergencia

En esta subseccién se demuestra que las iteraciones dadas por el método estin bien definidas y
convergen a una solucién éptima del problema primal (PCS) y dual (D).

A lo largo del articulo asumiremos las siguiente hipdtesis:

(H1) El conjunto optimal del problema (PCS) es no vacio.
(H2) Existen z € R, Nr.i(domf) y z € r.i(domg) tal que Az + Bz =b.

Teorema 3.1. Supongamos que las hipotesis (H1) y (H2) se satisfacen, entonces para cualquier
(=%, 2%, 4F) e R? . x RP x R™, A > 0, eziste (zFF!,25+1) € R x RP satisfaciendo (77) y (?7).

Demostracién. Sea Fy(z) = f(z) + (p**1, Az) + (1/M)d(z,z*), entonces de la Hipétesis (H2) se
tiene que domFy = domf Ndomd(-,z*) # §. Definamos S = arg ming>o{Fi(z)} = arg mingern { Fi. () +
dgr ()}, donde dgr es la funcién indicatriz, probaremos que Sy es no vacio. En efecto, como f, (ATpk+1 )

y (1/A:)d(-,z*) son funciones propias convexas y cerradas, entonces Fy es también propia convexa y
cerrada y de las Proposiciones ?? y ??, es suficiente mostrar que (Fj, + 5R10+)(y) >0, Vy # 0.
Sea y # 0, entonces por la Proposicion ?? tenemos que

((Fx + 6r2)0") () = (FO)(w) + ((ATPH, )0)(w) + (1/A6)(d(-,2*)0* ) (w) + (62 0F) (v). (15)
Es facil probar que
(F0*)(w) > —oo, (Bmn0")(y) > —o0, ((ATP**1,)0%)(y) = (ATp*,y).

Asi, nos queda probar que (d(-,2%)0%)(y) = +oo.
Como d(-, z) es propia convexa y cerrada, entonces

(d(-,2¥)0") () = (do(:,2%)0%)(w) + (|| - —=2¥|])0*)(v)

Debido a que d es coerciva, ver Definicién ?7?iii, (do(-, 2%)0")(y) > 0 y como (]| - —=2*||)0")(y) = +¢
obtenemos que (d(-,z*)0%)(y) = +oo y asi

((Fr + 0r7)07)(y) = 400 >0, Yy #0.
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Esto es, existe Z := ! € R™ tal que
0€ 8 (F()+ (AT, )+ (1/Ad(2%) + Gy (1) (@4 1).
Ahora por la hipétesis (H2), existe z € R": , Nr.i(domf), entonces de la Proposicién 77, tenemos que
0 € af (1) + ATp* + (1/A)Brd(a* T, a¥) + 35R1(a;k+l),

de la Definicién ??,(ii), tenemos que domdd(-,y) = R%_, entonces 2¥*! € R?_ . Finalmente de la
estrictamente convexidad de la funcién d(-,y), obtenemos

241 = axgmin{f(2) + G4+, Az) + (1/A)d(z, 2%},
Para la existencia de zF*! el analisis es similar. Por lo tanto, la prueba esta completada. (]

Lema 3.1. Sea F': R™ = (—c0, +o0| una funcion propia convezra y cerrada, 7 > 0 y se define:

wt! = arg mm n {F(u) + (1/(27))|lu u*]|2}.

Entonces para cualquier entero k > 0,
2r[F(u**) — F(w)] € [lu* — ul® - |u**! — ) = |lf+! - u¥|?, Yu e R™

Prueba. Ver [?], Lema 3.1. &

Usaremos también la siguiente identidad 1til:
(b—a,c=b) = (1/2)(lle — all* = lle = blI* ~ |6 — al|*) (16)
vy por conveniencia usamos la notacién
An(w,2) = H(z,ok) - H(e, oY) = H(zH1,28) + 1z = ]2 = 2 = A2 = 41 =42 (17)

Lema 3.2. Supongamos que {z*}, {*}, {v*}, {p*} son sucesiones generadas por el (MMPDQ).
Entonces, para todo x € domf, = € domg, y € R™ las siguientes desigualdades se satisfacen:

(i) )\k{L(ﬂ:kJrl’zk-}-l h+1) L(L z, pk+1)} < Ak )
(i1) 2Ak{L(a*, 2F,y) — L(ak, 25, pFH1)} < ok = ol® = [Ip**! = y|f? = [lpP*! = )2
(i) 22\ {L(aFt!, 284 y) — Lt 2541 g0} < ly* — g2 = [lg* ! — yl? = "+ - oF)2

Prueba.
(i) Sea x € domf, z € domg, y € R™ y denotemos por:

M) = f(z) + (", Az) vy ¢*(2) = g(2) + (P**1, B2),
entonces, de (77) y (77) obtenemos, respectivamente,
0 € aff(a* 1) + (1/20)V1d(zF L, 2F) y 0 € 8gF(2F+1) + (2/ M) (2FH1 = 2F),

entonces existe g‘f"'l € aff(zFtl) y gé‘“ € dgk(zF*1) tal que

gt = —(1/ M) Vid(a* 1, 2*) (18)
g T = (2N (e i), (19)

Por otro lado, de la definicién de L, es claro que
L(a*+!, M p) — Lz, 2,p*) = (") = £5(2)) + (6" (z") - o*(2)). (20)
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Como gi*+! € §f%(z5+1), entonces
Fi(@) = FRFY) 4 (g5 o — 2k,
luego de (??) y de la Definicién ?? (Iii), obtenemos
Me(FE (@) = (@) < (Vid(a®, o), @ — P+ < H(z, o) — H(z,2**1) — H(z", 2%, (21)
También, como gé“ € 0g*(zF*1), entonces
gk(z) 5 gk(zkﬂ) + (gif“,z _ z’“""l),
luego de (?7) v de la identidad (?7), tenemos que
Mg () — gH () < 2M - 2 e = ) = fla— HP - A R (22)
sumando (7?7) y (7?), y de (??) y la notacién en (?7?), obtenemos
AL, 250 R0y — Lz, 2,05} < Ag(e, 2).

Para la prueba de (ii) y (iii) notemos que los Pasos 1 y 3 del (MMPDG) pueden ser escritos
equivalentemente como:

g = argyrgﬂg,;{—b(wk, 2,9) + (1/22)ly — v*11%)
yk+1 = al‘gyrgnlé%{_l‘(mk+l>zk+1a y) + (I/QAL)”y - yk”2}.

Entonces, usando el Lema ??, dos veces con 7 = A, F(y) = —L(zF,2%,y) y F(y) = —L(ab 1, 251 y)
respectivamente, la primera y segunda ecuacién anterior producen las desigualdades deseadas (ii) y (iii).
=

Observacién 3.2. Ln lo que resta del articulo, denotemos w = (z,z,y) y definamos la funcion
H: XxX —=RiU{+oco} por

H(wy,wz) = H((z1,21,11), (®2, 22, 92)) = H(xwy,22) + |21 — 2l 4+ (1/2)|ly1 — 22, (23)
donde X = R™* x R? x R™ y H es la distancia proximal inducida por d.

Proposicién 3.6. Supongamos que las hipdtesis (H1) y (H2) se satisfacen. Sean {w*} y {p*} sucesiones
generadas por el método (MMPDG); sea (x*,z*) un solucion dptima de (PCS), y seay® su correspondiente
multiplicador de Lagrange, entonces tenemos, para cada k,

H(w*,wht) < H(w',wk) — [Ho(@+!,2%) + (1/2)(p — 222 | A[|)[|2*+1 — 2]+

—( = EBIPI+ = 22— (1) = P - I - ), Y
donde w* = (z*,2*,y*). En particular, se tiene que, para todo k,
H(w*, w* ) < A(w*,w"). (25)
Prueba. Del Lema ??, en el punto (z,z) = (z*, z*), obtenemos
M A L ) € U B

Como (z*,z*,y*) es un punto de silla de L, obtenemos de (?7?)

Ak(L(as*,z*,pkH) _ L((L’k+1,zk+l,’y*)) < 0. (27)
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Sumando (77) y (?77) reordenando algunos términos, conseguimos

H(e' o) 7 = FR < H@ o)+ = 4 = [HE,0%) + 2540 = 4]
=Xz <pk+1 _ y*,A$k+1 + Bzkt+l _ b) )

(28)
Ahora, usando el Lema ??, (ii), con y := y**! y y := y* por (iii), obtenemos, respectivamente,

DAK(L(*, 25,541 — L(¥, 25,p571)) < g — gL = phHE = g2 = b g (20)

2)\k(L($k+l, zk+l,y*) _ L($k+l,zk+1,yk+1)) < ”yk _ y*”2 _ ”yk+1 _ y* ”2 o ”yk+1 _ yk”27 (30)

sumando (77) y (?7) y reordenando algunos términos, conseguimos

W2 g+ =y < @/2) [l = |* = (1/2) [l = g4+ o - 7] +

31
poee Ak((y* _ yk+1,A:ck+l ) Bzk+1 _ b) it <yk+1 —pk+1,A:1:k il Bzk — b)) ( )
Luego adicionando (??) y (7?) y de (?7), obtenemos
H(w*,wk"'l) < H(w*,wk) _ (H($k+11$k) I ”zk+1 = Zkuz)_}_
= (1/2) (1™ = "2 + I = *)1%)
fkg <yk+1 . pk+l’A($k+1 _ a:k) 4 B(sz’l _ zk))
i 32
= H(wwh) - (1,04 4 41 = ) =
=(1/2) (Ip* = ¥ 12 + o™ = *)1%)
+ 22 [|AhH = ok) + B(AH — ”
donde la ultima igualdad se sigue de (?7) y (??). Notando la desigualdad
2
|A*+1 =25 + B =8| <2 (JAI e = FI + IBIR 125+ - 2)2)
y también,
H(z"1,a%) = Ho(a*+,2%) + (o/2) "1 — 2*|1%,
donde Hy es la distancia proximal inducida por dp.
De (?77), obtenemos
H(w*,w**!) < H(w',w*) = [Ho(e"*!,2%) + (1/2)(p — D | AI*)|2*+! — 2] +
—(1 =D BIF)IA* = 242 = (1/2) (I = o+ 2 + oA+ - o4|2) .
Entonces, la desigualdad (?7?) se sigue inmediatamente de (?7) y (?7?). n

Proposicién 3.7. Sea {w"} una sucesion generada por el método (MMPDG), entonces {w*} es acotado
y cada punto de acumulacion de {w*} es un punto de silla del lagrangiano L.

Prueba. De (77), tenemos
H(w*, wh*') < H(w*,w*), for all k

entonces
w* € Ly(w*,a) == {w : Hw",w) < a}, for all k,

donde a = H(w*,w?).

Esto implica que {w*} es acotada debido a la condicién (Iiv) en la Definicién ?7?.

Ahora, sea (z*, z*) una solucién éptima de (PCS), sea y* un correspondiente multiplicador de Lagrange,
y sea w* = (z*, z*, ¥*).

De (2?), vemos que la sucesién {H (w*,w*)} es monétona y acotada, por lo tanto, existe 8 > 0 tal que

lim H(w' ,wh) = 8, (33)

k=400
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asi, tomando limite en ambos miembros de (??) y reordenando términos, obtenemos

lin;iup(Ho(mk“,wk) +(1/2)(p = D AP+ = 2F |2+ (1= 2 | BIP) 125+ = 25|+ (34)
(1/2) ([l = g2 = I+ = y¥)1%) <.

Luego se sigue de (?7) y (?7) que

Ho(a**1,2%) —» 0, ||ob+! —2k|| =0
zzii — z;: — 8, “;@_r:;"“"'1 — yk"'l“ -0 (35)
p" Tl — ¥l = 0.

Ahora, sea @ un punto de acumulacién arbitrario de {w*}, y sea {w*}rex una sucesién convergiendo a
. Entonces, de la condicién (Ivii) en la Definicién ??, obtenemos

lim  H(w,w") =0
k—sco, ke K

Tomando limite en la desigualdad del Lema ?7,(i), obtenemos que para todo = € domf y z € domg,

L(z,z,7) — L(z,2,9) <0. (36)
Similarmente, tomando limite en el Lema 77, (ii), tenemos que, para todo y € R™,
L(.’E,Z,y} —L(.’E,z, g) g 0. (37)

De(??) y (??), obtenemos que, para todo x € domf, z € domg, y € R™,
L(z,z,y) < L(z,%,9) < L(z,2,9).
Por lo tanto, w es un punto de silla de L. m

Teorema 3.2. Supongamos que las hipétesis (H1) y (H2) se satisfacen y sea {(z*, 2%, )} la sucesion
generada por el método MM PDG, entonces la sucesion {(z*,2F y*)} converge globalmente a (2%, 2", y"),
con (xz*,z") dptimo para (PCS) y y* su correspondiente multiplicador de Lagrange

Demostracién. De la Proposicién ??, {wf} = {(zF,2%,4%)} es acotada y cualquier punto de
acumulacién w es un punto de silla de L.
Sea {w”}rek la subsucesién la cual converge a w, entonces (Z, Z) es una solucién éptima de (PCS) y 7 su
correspondiente multiplicador de Lagrange (ver [?], Teorema 28.3). Entonces, es suficiente mostrar que
{w*} converge a 1.
En efecto, como
lim 2% =z,
k—+oc, ke K
de la Definicién ??, (Ivii), tenemos que v
lim  H(z,2*)=0
k—+oo, ke K

k en (?77) se tiene que

lim  H(w,w*) =0. (38)
k—+oo, ke K

entonces, tomando wy = Wy wy = w

De (77) sustituyendo w* por @ obtenemos
0 < H(w,w*!) < H(w,w*), paratodo k,

esto es, la sucesién {H (w, wk)} es monotona y acotada inferiormente, entonces converge y como existe
una subsucesién convergiendo a cero, ver ((?7?)), toda la sucesién converge, esto es,
lim H(w,w*) =0,
k—+4co
Finalmente, de la Definicién 77, (Ivi) obtenemos que

lim w* = .

k— 40

Con lo que la demostracién esta concluida. ' ™
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4. Discusiones

En este trabajo obtenemos la convergencia del método (MMPDG) usando hipétesis adecuadas pero
naturales al problema (PCS). El estudio de esta investigacién fue motivada por problemas de optimizaciéon
de gran dimensién que aparecen en redes de telecomunicacion y gestion de energia eléctrica.

Obviamente, existen otros abordages para resolver estos modelos v en cierto sentido podemos
separarlos en clases. La primera clase corresponde a los métodos directos que tratan de adaptar las
técnicas conocidas de la optimizacion matematica para la estructura de redes (tenemos por ejemplo los
métodos de desviacién de flujo basado en el método del gradiente [?], método de Newton proyectado [?],
métodos de puntos interiores [?]). _

La segunda clase agrupa a los métodos duales (concavos) que se diferencian por la eleccién de la
relajacién lagrangeana (con el objetivo de tener mejores propiedades de diferenciabilidad de tal manera
que puedan ser aplicados métodos eficientes de optimizacién) y por el uso de las direcciones de ascenso
(métodos subgradientes [?]).

La tercera clase de métodos son relacionados con métodos proximales como el método multiplicador de
direcciones alternadas [?, ?], método de inverso parcial, [?, ?, ?, ?] y los métodos multiplicador proximal
predictor-corrector los cuales hemos mencionado en la introduccién. Debemos observar que este trabajo
se encuentra en la tltima clase descrita.

Este trabajo permite abrir la posibilidad de futuras investigaciones que detallamos a seguir:

a) De forma andloga al andlisis de convergencia presentada en este trabajo una versién inexacta del
método (MMPDG) es deseable por cuestiones computacionales. Esto es natural en optimizacion
numérica ya que todo método no esta libre de errores computacionales, la metodologia debe ser
similar a la desarrollada por Kyono y Fukushima, [?].

b) En problemas mas generales es posible que las restricciones usadas en el articulo R} sean mas
generales, por ejemplo un cono o un conjunto convexo por un futuro trabajo debe considerar
sustituir R’} por uno mas general y por lo tanto la definicién de distancia debe ser extendida a ese
nivel, en este caso la metodologia seguida por Auslender y Teboulle (2006), [?], es la mds cercana
a este tratamiento.

o
~—

Todo algoritmo debe ser implementado y comparado con metodologias existentes, por eso creemos
que es necesario tener experimentos computacionales con problemas de mediano y gran tamaio y
su respectiva comparaciones con otros métodos.

d)} El estudio de la velocidad de convergencia de un método es importante del punto de vista tedrico ya
que eso nos d4 una idea de la eficiencia y efectividad del método. En nuestro método, el parametro
que est4 libre es el A, entonces se puede estudiar que intervalos de A\; son mds éptimos para acelerar
la convergencia del método. Para esto recomendamos el articulo de Mahey et al. [?]

e) Siguiendo el articulo de Auslender y Teboulle [?], creemos que es posible extender el método para
resolver problemas de desigualdad variacional en espacios euclidianos v asi ampliar el campo de
aplicacién del método. Ahora un trabajo que puede ser un desafio es la extension del método para
problemas de desigualdad variacional en Optimizacién Semidefinida, ver [?].

f) Existen variantes de los métodos proximales para mejorar las propiedades de convergencia usando las
métricas variables. Una futura investigacidn en este contexto seria reemplazar la distancia proximal
en R | por

d(z,y) = do(z,9) + (or/2)||z — ]2,

donde ||a||, = alY"a,conY = diag(y1, Y2, - Un)s T > 0, ¥ pr > 0. Estd métrica es motivada por
la métrica diagonal Riemaniana (R, X ") que tiene mucha relacién con geometria diferencial y
métodos de puntos interiores.
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