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Resumen: En el presente trabajo estudiamos la ecuación viscoelastica unidimensional
definida sobre el intervalo [O, L]. Dividimos el estudio en dos partes:
En la primera analizamos la existencia y unicidad de soluciones usando la teoría. de los
semigrupos lineales, aplicando en el problema de Cauchy Abstracto y en la segunda parte
vemos la estabilidad exponencial del Co- semigmpo de contracciones asociado a.l sistema
viscoelástica lineal.
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VISCOELASTIC EQUATION WITH LOCALLY DISTRIBUTED DAMPING

Abstract: In this present work we study the one-dimensional viscoelastic equation defined
on the interval [O, L]. We divided the study into two parts:
In the first we analyze the existence and uniqueness of solutions using the theory of the
linear semigroups, applying in the Abstract Cauchy problem and in the second part we
see the exponential stability of the Co-semigroup of contractions associated with linear
viscoelastic system.
Key words: Viscoelastic equation, semigroup, infinitesimal generator.

1. Introducción

Consideraremos el movimiento de una barra elástica, ll(x, t), en la dirección x y en el instante t, con
la configuración referencial de longitud L. Supongamos que el material es de tipo viscoso por lo tanto
la ley constitutiva que relaciona tensión y deformación es

e = allx + ryllxt.

de donde deducimos que su ecuación momento viene dado por,

lltt - allxx - ryllxxt = 0, (x, t) E (O, L) x (0,00).

con a, ry constantes reales positivas.
Si la barra se sujeta en ambos extremos, x = ° y x = L, entonces las condiciones de frontera son
expresadas por,

1l(0, t) = 0, u(L, t) = 0,

Observemos que si en vez de ry, pusiéramos -a(x), con a E L'+ (O,L) Y a(x) ::: 0,0 > 0, en Ia ecuación
anterior, entonces el amortiguamiento es distribuido sobre toda la barra.
En la práctica, es suficiente considerar el amortiguamiento localmente distribuido, ver [7]. Nosotros
trabajamos considerando ry = ry(x) E w==.
Por lo que plantearemos el problema viscoelástica con condiciones iniciales y de frontera siguiente:

lltt - all,¡;X - ry(x)llxxt = 0, (x, t) E (O, L) x (O, oo)
u(O, t) = u(L, t) = 0, t > °
ll(x, O) = 1l0(x), en (O, L)
1¿t(X, O) = Ul(X), en (O,L)

(1)
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8 Ecuación viscoelástica

donde "1 E M12,oo cumple con las siguientes condiciones:

Cl) Existe "lo E Jl{tal que "I(x) ~ "lo > O en [O,L] ,

C2) "I"(x) < O en [O, L].

El estudio con disipación de tipo 'Y como constante, fue realizado por Zheng-Liu en 1999, ver
[17] y 'Y(x) como una función lineal, fue estudiado por Cunha -Diniz, ver [3]. Ellos demostraron
la estabilidad exponencial del sernigrupo asociado a una ecuación lineal viscoelástica. Nosotros
aportaremos, mejorando el estudio realizado por Zheng-Liu, con 'Y= "1 (x ) E MI2,oo.

2. Notaciones y Resultados Previos

Sea A un operador definido sobre un espacio de Banach X. El conjunto resolvente de A es el conjunto
de los A E e, para los cuales el operador lineal Al - A es inversible, con inverso acotado y tiene dominio
denso en X, se denota por p(A).
Damos algunos teoremas que serán usados en la siguientes secciones

Teorema 1 (Hille -Yosida) Un operador lineal A, no acotado es un generador infinitesimal de un
semiqrupo eo de contracciones si, y sólo si,

i) A es cerrado y D(A) = X.

ii) El conjunto resoloenie p(A) de A contiene al conjunto Jl{+ y para todo A > O, es válido

Demostración. Ver [9], pág. 63 •

Teorema 2 Sea A un operador lineal (no acotado), disipativo y con dominio denso en X. Si O E p(A),
entonces A es el qenerador infin'itesim.al de un semigrupo eo de contracciones.

Demostración. Ver [9], pág. 88 •
Sea A un operador lineal de D(A) e E en E . Dado Xo E E el problema de Cauchy para A con valor
inicial xo consiste en encontrar una solución u(t) para el problema de valor inicial

du( t) = A (t) t > Odt u,
11.(0) = xo

(2)

Notar que como u(t) E D(A) para t > O Y u es continua en t = O, el sistema no puede tener una
solución para x ~ D(A).

Teorema 3 Sea 5(t) 7J.neo semiqrupo '!J sea A S1l genemdor infinitesimal . Entonces
a) Para x E E, 11t

+
h

lím -, 5(s)xds = 5(t)x.
h-tO. t

b) Pam x E E, 11

5(s)xds E D(A) Y

A (lt S(S)XdS) = S(t)x - z.

c) Para 1 E D(A), S(t)x E D(A) ?J

d
~5(t);1' = AS(t);¡; = S(t)A.T.
dt



d) Para x E D(A),

Demostración. Ver [14], pág. 44 •
Por el teorema anterior tenemos que el operador A, es el generador infinitesimal de un Co-semigrupo
S, el problema de Cauchy para A tiene una solución denotada por uit ; x) = S(t)x para todo x E D(A).
Ahora para mostrar que x E D(A), u(t, x) = S(t)x es la única solución del problema de valor inicial
dado en (2), se usará el siguiente teorema.

Teorema 4 Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo diferenciable para todo x E E el
problema de valor inicial (2) tiene una única solución, cuando Xo E D(A).

Demostración. Ver [14], pág. 104 •

Teorema 5 Sean A el generador infinitesimal de un semigrupo diferenciable y S(t) = eAt un semigrupo
00 de contracciones definido en un espacio de Hilbert. Entonces S(t) es exponencialmente estable si,
y sólo si,

p(A) ~ {i,6 :,6 E lR} == ilR

líml/3I--+oo11 (i,61 - A)-lll < 00

(3)

(4)

Demostración. Ver [17], pág.4 •

3. Existencia, Unicidad y Estabilidad Exponencial

Para transformar el problema (1) en una ecuación autónoma introduciremos la notación v Ut,

6..u = Uxx y consideraremos el espacio de Hilbert

con HJ(O, L) provisto de la norma Ilull~l = (L a luxl2 dx y H provisto del producto interno
o lo

con U1= (u, v)T, U2 = (y, z)T E H.
El problema (1) puede ser reducido a un problema de Cauchy con condición inicial en el espacio de
Hilbert H. Así obtenemos un operador autónomo para poder aplicar la teoría de semigrupos al P.V.I.
siguiente

dU =AU
dt '

Ult=o = Uo

t>O (5)

donde

A = (a~ )'(;)6..), U = (u,vf

Ult=o = (uo, ulf·

(6)

con
D(A) = {Y = ('u.,vf E H]» E HJ(O, L), aux + )'(x)vx E H1(0, L)}.

Proposición 1 El operador A es disipativo.
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Demostración. Sea U = ('U,vf E D(A).

(AU, U)H = !aL avx'Uxdx + !aL(a'Uxx + "((x)vxx)vdx. (7)

Haciendo integración por partes para a'Ux + "((:c)vx y u E H1(0, L), tenemos

(AU, U)H = -!aL ,,((x)v;dx + ~!aL"("(x)v2 dx

y usando (01) y (02) en el lado derecho de (8) tenemos

(8)

(AU, U)H < O. •

Teorema 6 El operador A definido en (6) es un generador infinitesim.al de un 00- semujrupo de
contracción en H.

Demostración. Como HJ(O, L) n H2(0, L) es denso en HJ(O, L) Y L2(0, L) con sus correspondientes
normas y

(H6(O, L) n H2(0, L)) x (HJ(O, L) n H2(O, L)) e D(A) e H,

entonces
D(A) es denso en H.

Luego, sea F = (1, 9f E H , consideremos la ecuación AU = F, es decir,

v=fEHJ(O,L)
auxx + "((x)vxx = 9 E L2(0, L) y H-l(O, L).

Tomamos v = f, obtenemos
auxx + "((x)fxx = 9 E H-1 (O, L).

Evaluando
¡L (auxx + ,,((x)fxx)wdx = ¡L gwdx, Vw E HJ(O, L).lo lo

Efectuando integración por partes

lL (aux + "((x)fx)xwdx = -lL (aux + ,,((x)fx)wxdx

!aL(m¿xx + ,,((x)fxx +"(' (x)fx)wdx = -!aL (m¿x + "((x)fx)wxdx. (9)

9

Sea G = 9 + afx E L2(0, L), F = ,,((x)fx E L2(0, L) Yreemplazando en (9) tenemos

¡L auxwxdx = _ ¡L Gwdx _ ¡L Fwxdx ; Vw E HÓ(O, L).lo lo lo (10)

Definimos
a(.,.): HJ(O, L) x HÓ(O, L) --t lR

(u, w) I--t a(u, w) = a JoL 'uxwxdx
y

ip : HJ(O,L) --t lR
w I--t (<p,w) Hr ) xH1 = - JoL Gwdx - fcf' Fwxdx

o
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Así en (10) tenemos
a(u,v) = (cp,w) ; Vw E HJ(O,L).

Por el teorema de Lax-Milgran tenemos que existe un único u E HJ(O, L) tal que

a(u,w) = (cp,w) Vw E HJ(O,L).

Entonces existe un único (u, v)T E HJ (O,L) tal que

O:Uxx + ')'(x)vxx = g 1\ v = f.

Entonces A es inversible.
Sea U = (u,v? E D(A)

IIUII;¡ = Ilull~l + IIvlll2o

2 1 2 21lUIIH= -llo:uxllp + Ilvllpo:

2 1 2 2IIUIIH = -llo:ux + ,),(x)vx - ')'(x)vxllL2 + IlvllL2
o:

2 1 2 2IIUIIH::; - (1lo:ux + ')'(x)vxllL2 + 11')'(x)vxllp) + Ilvllp·
o:

Desde que (x + y)2 ::; 2(x2 + y2) Y Ib(x)vxlli2 ::; Iblli= IIvxlli2 ,
se tiene

22 222 2 2IIUIIH ::; -llo:ux + ')'(x)vxllp + -IbIIL= IIvxllL2+ Ilvllp .o: o:

Aplicando la desigualdad de Poincaré y (x + y)2 ::; 2(x2 + y2) tenemos

2 4J{2 2 (4J{2 11 '112 2 2 1 2) :211U11H::;-2 II00uxx + ,),(x)vxxllL2 + -2 ')' L= + -lbIIL= + -J{ Ilv:1;11[2'o: o: o: 0:"

Tomamos M2 = máx{9~\2, 4:5-2 1i'"Y'lIioo+ ~ Ibllioo + ~J{2} tenemos

11U11;¡< M2 (1lo:uxx + ')'(x)vxxllh + Ilvkll~J) ,
es decir,

11U11~< M2 IIAUII~ ;VU E D(A)
y como A es inversible tenemos

Entonces A -1 es acotado.
Como A es inversible y A-1 es acotado, entonces

O E p(A).

Como A -1 es inversible y acotado entonces A es acotado.

En resumen:
Hemos verificado que D(A) es denso en H, OE p(A) y por la proposición 1, A es disipativo; luego, por
el teorema 3, concluimos que el operador A es un generador infinitesimal de un Co- semigrupo S(t) de
contracciones en H, que se denota S(t) por eAt, t ~ O. •
Como A es un operador cerrado, entonces (D(A), II.IID(A)) es un Espacio de Banach con la norma del
gráfico, esto es ,

Ilwll~(A) = Ilwll;¡ + IIAwll~·
Si tomamos w = Uo E D(A) y usando el teorema 5 tenemos

::J!U E C1(0, 00, H) n C(O, 00, D(A))

lo cual resuelve el problema de Cauchy (5). Con los resultados obtenidos veremos la estabilidad
exponencial del Co - semigrupo de contracción (S(t))t>o generado por A, asociado a la ecuación
viscoelástica lineal con amortiguamiento localmente distribuido.
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Proposición 2

{i(3 E ilP? 1 1(31< IIA-1 r1
} e p(A).

Demostración. Sea (3 E lP?tal que 1(31< IIA-1rl
, entonces

(11)

De (11) tenemos i(3A-l - 1 es inversible y continua. Como A es inversible y continua entonces

i(31 - A = (i(3A-1 - 1) A

es inversible y continua, luego
i(3 E p(A). •

Proposición 3 Sea w E u+. Si

{i(3 E ilP? 1 1(31< w} e p(A)

y
sup {II (i(31 - A)-lll 11(31< w} = M < 00,

entonces
iw E p(A).

Demostración. Sea (30 E lP?tal que 1(301< w, entonces

i(3o E p(A). (12)

Si Ili((3 - (30)(i(301 - A)-lll < 1, entonces

1 + i((3 - (30) (i(301 - A)-l es inversible y continua. (13)

Por (12), (13) Ycomo
i(31 - A = (i(301 - A)(I + i((3 - (30)(i(31 - A)-l)

entonces
i(31 - A es inversible.

Tenemos que 11(i(301 - A)-ll1 ::; M y usando (14) obtenemos

si 1(301< w y 1(3- (301< M-1 se tiene i(31 - A es inversible .

(14)

(15)

Tomemos (30 = w - E donde E= 1mín {w, M -1} , entonces

O<(3o<W 1\ Iw-(301<M-1

y aplicando (15), se obtiene
iw E p(A). •

Teorema 7 El eo - sémigrupo de contracciones (S (t) )t>o generado por A es expotiencialmetite estable;
es decir, existen constantes positivas M y w tal que IIS(t)11 ::; Me-wt.

Demostración. Aplicaremos el teorema 5, a fin de verificar que:

a) p(A)~{i(3:(3ElP?}=ilP?

b) líml,Bl-+ool1 (i(31 - A)-lll < 00
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a) Demostraremos por reducción al absurdo.
Supongamos que i~ ~ p(A), entonces existe (3' E ~ tal que

i(3' rt. p(A).

Sea
e = {1(31/(3 E ~ A i(3 rt. p(A)}

donde e # cp, pues 1(3'1 E e.
Sea 1(31E e, entonces

i(3 rt. p(A). (16)

Tenemos dos opciones

Si 1(31 < IIA-111-1 y por la proposición 3 tendríamos que i(3 E p(A) pero eso no puede suceder
por (16). Si 1,81 2:: IIA-111-1 , entonces el conjunto e está acotado inferiorrnente, entonces existe
un ínfimo del conjunto e y lo denotamos por w, aún más w E e .
Como w = mín e, entonces

{i,8 E i~/I(31 < w} e p(A). (17)

Sea
D = {11(i(3I - A)-lll / 1(31< w}.

Por la proposición 2 tenemos que
supD = 00
¡3ElR
1J3I<w

pues caso contrario tendríamos que iw E p(A) de la proposición 3; pero w E e, es decir, iw rt. p(A).
Tomemos {,8n} nEN e ~ tal que

(3n -t w A l,8nl < w.

Como l(3nl < w y por (14) tenemos
{i,8n} e p(A).

Entonces con esta sucesión {(3n} nEN podemos encontrar una sucesión

tal que
1IOn 11= 1 A 11U (3" 1 - A)UnIIH -t O cuando ti -t oo. (18)

Por (18) tenemos

i(3nun - 'Un -t O en H¿ (O, L)
i(3nvn - (Y'Um:x - ,,(x)vnxx -t OenL2(0, L).

(19)
(20)

Por otro lado tomamos la parte real del producto interno de (i(3nI - A)Un con U" en H

Re(((i(3nI - A)U", U,,)H) = - Re((AU", U,,)H)

Re(((i(3"I - A)U", Un)H) = rL ,,(x)v~xdx - ~ t' ,,"(X)V~ dx ..fa .fa
Como (i,8nI - A)U" -t Oen H y IlUnllH = 1 entonces

t' ,,(x )v;'x dx - ~ rL ,," (x )v;' do: -t O.fa .fa (21)
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Por (C1) y (C2) tenemos

(22)

De (21) Y (22) tenemos
Vn 4 O en HJ(O, L). (23)

De (18) Y (23) tenemos

y como f3n4 w, entonces
Un 4 O en HJ(O, L). (24)

De (23) Y (24) tenemos
IIUnll~= Ilunll~l + IIvnll124 Oo

pero IlUnll~= 1 entonces llegamos a una contradicción.
Por lo tanto

p(A) ;;2 {if3/f3 E IR}.

b) Demostraremos por reducción al absurdo.
Supongamos que,

lím sup 11 (if31 - A)-lll = oo.
1,81--+00

Tomemos {f3n}nEN e IR tal que If3nl4 00 y por (25) tenemos una sucesión

(25)

tal que
IlUnll= 1 A 11 (if3nI - A)-lUnIIH 4 O.

Tomamos la parte real del producto interno de (if3nI - A)Un con Un en H y obtenemos

(26)

. rL 2 1 t' fI 2Re(((~f3nI - A)Un, Un)¡.¡) =.lo ,,((x)vnxdx - 2.l0 "( (x)vn dx.

Como (if3nI - A)Un 4 O en H y IlUnllH= 1 , entonces

lL 11L2 fI 2"((x)vnxdx - - "( (x)Vn dx 4 Oo 2 o (27)

Por (C1) y (C2) tenemos

lL 1L 11L
2 2 ". 2 .0< "(OVnx::::; "((x)vnxdx - - "( (X)Vn dx.

o o 2 o
(28)

De (27) Y (28) tenemos
Vn 4 O en HJ(O, L) (29)

y como f3n 4 00 , entonces
Un 4 O en HJ(O, L). (30)

De (29) Y (30) tenemos
Un 4 O en H

pero 11 Un II~= 1 entonces llegamos a una contradicción.
Por lo tanto

lím SUp 11 (if31 - A)-lll < 00
1.81--+00

Así hemos verificado (a) y (b) que son las condiciones para usar el teorema 5 entonces el eo
- semigrupo de contracción (S (t) h>o generado por A es exponencialmente estable. con lo cual
queda demostrado el teorema 7. •
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4. Conclusiones

l. Se ha demostrado que al trabajo realizado por Zheng-Liu en 1999, cambiando la constante real
positiva 'Yen el término disipativo Uxxt por una función que depende de la variable espacial
"x", esto es, considerar 'Y(x) Uxxt, como disipación interna; también se puede obtener el mismo
resultado obtenido por Zheng-Liu, con la única condición de que 'Y(x) E w-=.

2. Se puede observar en el trabajo que, para el estudio de la existencia, unicidad y la estabilidad
exponencial del sistema planteado podemos trabajar solamente con la teoría de semigrupos-
lineales.
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