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MEDIA PROXIMAL Y LAS ENVOLTURAS DE MOREAU Y GOEBEL

Marlo Carranza ', Tomas Nuriez >

Resumen: Se tiene una funcién Z?(f, A) llamada el promedio o media proximal de dos o
més funciones,el cual que tiene la ventaja que dichas funciones pueden tener sus dominios
disjuntos o no. Entre sus aplicaciones se destaca que algunos esquemas de aproximacion, se
pueden expresar en términos de ella y que a partir de ella, también se pueden lograr otros
esquema de aproximacion, que ademas, pueden ser autoduales y en este caso es sencillo
probar este hecho.

Palabras clave : Analisis convexo, media proximal,conjugada de Fenchel, envoltura de
Moreau,envoltura de Goebel.

Abstract: It has a function Z?( f, \) call proximal half the average of two or more functions,
which has the advantage that these functions may be disjoint or not their domains.
Applications include highlights some approximation schemes, can be expressed in terms
of it and from it, you can also achieve other approximation scheme, which also can be
autoduales and in this case it is easy to prove this fact.

Keywords: : Convex analysis, proximal average,Fenchel conjugate, Moreau envelope,
Goebel envelope.

1. Introducciéon

Dadas dos funciones fo y fi podemos construir una funciéon P(z, ), de tal manera que
P(z;0) = fo(x) y P(z;1) = fi(x), el método comun suele ser el promedio aritmético es decir

Arfo(z) + Aafa(z) (1)

tal que Ay y A2 son reales no negativos y A\; + Ay = 1, un motivo que genera esta necesidad
seria el problema de hallar el min{ fo(z); fi(x)}. Es decir, para tratar este tipo de problemas
un camino seria el promedio de funciones, y naturalmente el punto de inicio ecs la media
aritmética, pero surge la dificultad que cuando los dominios de las funciones no se intersectan
entonces el resultado de (1) es la funcién que nos da infinito. Para tratar esta dificultad en
el afo 2007, Bauschke, Lucet [1] propusieron el promedio o media proximal, &,(z,\) que
supera la dificultad de calcular un promedio de ambas funciones aunque sus dominios sean
disjuntos; vamos a ver una prueba sencilla de la semi dualidad del promedio proximal, es
decir (Z.(f,\)" = P,.-1(f*,\) esto nos va a permitir comprobar que algunos esquemas
de regularizacion que se pueden expresar en términos del promedio proximal tienen la
propiedad de ser autoduales, por ejemplo la envoltura de Goebel [3], [4] es auto dual es decir
(Grf)* = Gxf* lo cual no sucede con la envoltura de Moreau, es decir (egf)* # opf*, vamos
a considerar fi1,...,fn € T'o(X), ¥y A1,..., A, como nimeros reales no negativos tales que

Z,w:l A =1
2. Preliminares

2.1. Analisis convexo

Denotaremos por X un subespacio de Hilbert de R" con producto interno (-,-) y norma || - || ,
con estas notaciones revisaremos aspectos fundamentales del andlisis convexo.
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Definicién 2.1. Argumento minimo
Dada la funcién f: R™ = R, se define

s J{zeX/f(z) =infx f} si infx f<+o0
argmin f = { P si infx f =400 ..

Definicion 2.2.

El congunto de las funciones convexras propias y semicontinuas inferiormente sobre X serd
denotado por I'g(X).

Definiciéon 2.3. Conjugada de Fenchel
La conjugada de Fenchel de la funcion f : X — R es definida como

fr(z*) = ilég{(w,ﬂ — f(z)}

Teorema 2.1
Si fi < fa , entonces f > f§
Demostracion

Sea y € X, como f; < fy, entonces (z,y) — fi(z) > {z,y) — fo(x) para todo z € X . Tomando
el supremo se tiene

sup{(z,y) — f1(z)} = sup{(z,y) — fo(7)}
zeX zeX

Por lo tanto se tiene que f; > f5.
[ ]

Teorema 2.2. Aproximacion por funciones lineales afines

Una funcidn f : X — R propia, convexa y cerrada es el supremo de la familia afin de funciones
h tal que h < f

La demostracién se encuentra en [2|, Teorema 2.4.4.

Teorema 2.3.
Sea f: R™ — R, una funcién propia, se cumplen:
(i) Desigualdad de Young Fenchel f(z) + f*(p) > (p,z), para cada p € R"

(i) f**(z) < f(z), paracadaz, f** = f siysolosi f esconvexay cerrada.

Demostracion

(i) De la definicién de conjugada convexa f*(p) = sup,{(p,z) — f(x)} se tiene
fr(p) = (p,x) — f(z) siy solosi f(z) + f*(p) = (p,z)  (2)

(ii) Para esta demostracion, consideramos la conjugada de la funcién f* asi tenemos f**(z) =
sup,{(y,z) — f*(y)} pero de la ecuacién () tenemos (y,z) — f*(y) < f(z) de aqui se

tiene
S};p{(y,f) - ()} < f(z)

Por lo tanto
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Ahora probaremos f** > f, para ello, consideramos el conjunto ¢ formado por todas las
funciones afines mayoradas por f, para cada h € @) tenemos h(z) = {(p,z) —«, para cada
x por lo tanto

a > sup{{p,z) — f(x)} = f*(p)
h(z) = (p,z) — a < f(x), paracada z, (p,z) — f(z) < a, para cada z

sup{(p,z) — f(z)} < a

f*(p) <asiysolosi —a < —f*(p) y consecuentemente

(g, 3) =& Z{p,a}—f

asf que h(z) < (p,z) — f*(p), para cada z por lo tanto
sup{h / h € Q} <sup{(p,z) — f*(p)} = f* (3)
P

Si f es convexa y cerrada, entonces es propia; por el Teorema , es justamente igual a la
funcién del lado izquierdo de (3) , es decir f < f** y como f** < f se tiene que f** = f.
Reciprocamente si f = f** entonces f es la conjugada de f* por lo tanto es convexa y
cerrada.

|
Ejemplo 2.1.

Sea X, un espacio de Hilbert; la conjugada convexa de g(z) = 3||z||* es

I”

¢ () = 5 lell* = o(a)

Ademas es la tnica funcion tal que f* = f.
En efecto f*(p) = sup,{(p,z) — f(2)} = sup.{(p,x) — 3[l=[*}, definimos

h(z) = (p,) - e

Si Vh(z) = 0 entonees x = p este valor maximiza la funcién h, f*(p) = ”7’2”2

Por otro lado, supongamos que f es una funcién convexa tal que f* = f entonces es una funcién
propia y usando la desigualdad de Young - Fenchel se tiene (z,z) < f(x)+ f*(x) = 2f(z) es
decir tenemos g(z) < f(z). entonces por el teorema se tiene f* < ¢* = g.

Como f* = f entonces tenemos f < g y por lo tanto se tiene ¢ < f < g, asi concluimos f = q.

Teorema 2.4.
Sea una funcién f: X =] — oo, +00] , o, 8 € R, se cumple que

(i) si o > 0 entonces (af)*(z*) = af*(a'z*) para cada z* € X,

(i) si B # 0 entonces (f(8:))*(z*) = f*(87'z*) para cada z* € X.

La demostracién se encuentra en [7], Teorema 2.3.1
Definicién 2.4. inf-convoluciéon o epi-adicién
Sean f;g: R"* - RU {—o0}.
La inf-convolucion ( o epi-adicion ), flig estd definida como

(fig)(«) = f{f(u) + g(z — u)}



28 Media proximal y las envolturas de Moreau y Goebel

(Alfel - fa)(2) = inf  {fi(z1) + -+ fulza)}

zyt+rat-taen=x

Definicion 2.5. epi- multiplicacion
Sea la funcién, f: R" - RU {—o0}.

Para un escalar p la epi-mulliplicacion p* f es dada por

o pfeTh) sip >0,
#*fu{?‘:{o} si,u=0.

Teorema 2.5.
Sea oo > 0, entonces se cumple que
L. (ef* =a%f*
2. (a* f)" =af"
3. (fullfell-- - 8fn) = Fi+f5+-+ fr

4. Si f € T'y(X) se cumple que fg y f*+ ¢ son conjugados uno del otro ademés se cumple
(fia) + (f*te) =g

Demostracion.

1. Si @ > 0,tenemos

(07 () =) =0} = s, {0, ) =of0)} =0 (5)

* x . 0 sl g* = Oy'
(af)* = sgp{(mjm )—0}= { +00 otro caso .

tenemos (af)*(z) = (a* f*)(z*)

= i} (") = (@ * f*)(27)

2:
. | sup{(z,2*) —af(z/a)} sia>0 _ .. .
(ax f)" = { sup, {(z, *) — ig03(z)} sia=0 af* (")
3.
(flﬁfEﬁ o ﬁfn)* = sup {(;L‘, 35'*) = .r1+--i-r-}-£‘n=2:{f1($1) s s o fn(m'n)}}
= SgP {(xla $*> - fl(tl)} Foit 2 HE SUPy,, {(1737,,,53*) S .f?r.(:r'u.)}
= (fi++)E")
4. Se tiene
(fig)* = f* + ¢ tomando conjugada nuevamente se tiene (ftig)™ = (f* + ¢)* de aquf

(fig) = (f*+q)"

Asi filg y f* + ¢ son conjugados uno del otro, ahora haciendo los calculos

(fte)(w) = (f*+q)*(w)
= sup{(z,w) — f*(z) — (=)}

= SIj[){(;L‘. w) — f*(z) — q(z —w) + q(w) — (x,w)}
= sgp{q(w) - f*(z) — gz — w)}
= q(w) — (f"4g)(w)
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Es decir (ftq) + (f*tq) = q , asi queda probado el teorema.
Teorema 2.6.
Se cumplen las siguientes proposiciones

1. Siint dom fiN---Nint dom f, # ¢, entonces (fr + -+ fu)* = fi---4fx

2. 8iint dom ff N .-~ Nint dom f; # ¢, entonces (fill---4fa)* v epi(fit
epi(fi) + -+ epi(fn)

La demostracién se encuentra en [7], Teorema 2.8.7
Lema 2.7.

(M (fi+ @i fax(fu + ) = M(fitig) +--- + A fiallg)

Demostracion.

Aplicando el Teorema 2.5 (#i¢) y (ii), Teorema 2.6 y el Ejemplo 2.1, tenemos

"'ﬂfn) =

M (it Bnx(fat+ @) = ax(fi+) + -+ Qux(fut0)

= Mfi+t )"+ -+ MN(fnt )
= M(fitg™) + - + A(Frtg)
= M(file) + -+ + Xa(fHa)

Teorema 2.8.

Sea g € T'o(X) se cumple que
para todo &* € X, (g — pu*xq)*(z*) = pulqg—p~'g*) —p~ ' *q

Demostracion.

Usando el Teorema 2.5 tenemos

(g—p*xq)(z") = sup(g*(y") — pug(y" — 7))

y*eX
= suwp (9" (") — pa(y”) — pa(z*) + puly*, z%))
= —pa(e") + sup(uly”, 2*) — (we(y™) = ¢ (¥)))
= —pa(a”) +psup (", ") = (au") — 170" (")

= ——(,uﬁl * q)(;l':*) + [L(q - M_IQ*)*(:L‘*).

3. Media proximal

Definicion 3.1 Media proximal

Sean f = (f1,.- ., fa), Yy A= (A1,..., \n). La media prozimal de peso A con pardmetro i de n

funciones f;, 1 <i<n se define como

P A= x(fitpuxffnx(fatpuxg) —pxg (4)
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Sea © € X tenemos

fﬁy(-f, /\)(’T') = )\1(f1 + g1 * q)(%}ﬁ - Ii)\n(fn e ,U-*Q)(;l) — K *q(i)
P 0(E) = WA + 2o GG 8l + aEDEE) = Sa(a)

y de aqui se tiene por definicion de la epi suma

2utN@ =1 (i {MGeh + O+ 4 Mt + D) ) - a(o))

i=1 Ti=T
esto es para todo x € X, se tiene

%(f,/\)(fc):é(Z"fnmf:xg{ | )+q(;>]}—q(x>) ®

1=1"1

Observacion 3.1.

Cuando en la media proximal p = 1 escribiremos Z2(f, A)(z) y no Z:(f,\)(z).
Teorema 3.1.

La media proximal cumple las siguientes proposiciones
1. Z,(f,N(z) = fi(x), cuando A; =1
2. Pu(f, N(@) = & (Inf aema {20 Mirsfilys) + 205 Mia(wi)} — a(w))
3. Zulf,N)=M(fi+p ')+ F Ao +u7'0)) —17'g

Demostracion.
1. Como A\, >0 parak =1,....,ny > ,_ A\ = 1 basta tomar \; = 1 en la definicién de
media proximal, donde : = 1,...,n y tenemos que 2, (f, A\)(z) = fi(z), cuando A\; =1

2. Usamos el cambio de variables y; = §* en la relacion (5) de la definicion 3.1 y tenemos
inmediatamente concluida la prueba.

3. Para esta demostracion hay que tener en cuenta que dom g = X y para todo ¢ €
N, dom(fiq) = (domf}) + (domg) = X entonces usando el Teorema 2.6 (1). ¢l Teorema
2.5 (1) y el Teorema 2.3, tenemos

MA+pT') + o+ Ao+ 1)) =
= (M(fi+p ) O + 17 g)")
=Mr(fi+ule)" B (fu+p )™
=\ *(fl +)'—L*(1)ﬂ'"ﬁ/\n*(f'n‘}'ﬂ'*(])-

Teorema 3.2.

Se cumple domZ,(f,A) = hidomf; + - - - + A,dom f,



31

Demostracion.
Se tiene
domP,(f,\) = dom(M +(fi +pu*xg)--- N, % (fn+ p*q))
= dom(Ay* (fi+pxq)) + -+ dom(Nux (fu + pxq))
= A1dOWNjH4-Nle(j))4—"-+‘And0ﬂltﬁ14*M"JQ(ﬁ))
= Mdom(fi1)+ -+ Andom(fy)

[ |

Teorema 3.3. Conjugada de Fenchel

Se cumple (Pu(f,A) = P (f*,N)
Demostracion.
Tenemos

PufiA) = Mx(fi+pxqi-fax(fo+pxqg) —pxg
(@#(f,A)—‘-,U,‘*q = Al*(fl_{_ﬂ'*q)ﬁﬁ/\'n*(fn"_,u*q)
9= (Zu(f, ) +pxq)" = M(filpg) + -+ A(faling)
Ahora usando el Teorema 2.6 y 2.5, tomando conjugada y aplicando el Lema 2.7 tenemos
(@a—p'9)" = (M * fillg) + -+ Xa(u™ * fulia)”

== (Al (H’il * flliq))*ﬂ SR ﬁ(/\n(/"‘il * fn.ijq))*

= A1 * (lu’_l * fl]iQ)*ﬂ S ﬂ’\n * (lu'_l * fnﬁ(I)*

= AT ) O Bk (7 fa)T + 0)

= Aix (fumlfl* + Q')rl e A & (P"_lfn)* + (I)

wlg—p7lg) = pax Wy + O Bu(n x (07 ) + @)
= Aix(ff +p@t- B * (f) + ug)
Mx(ff+p * b B x (i +p7" *q)
usando la definicién de g y el Teorema 2.8 se tiene
(ZufLN) = ax(h+tpxgf - fax(fatpxg) —pxg)
= plg—p  (ux(fi+pxQf - (fo+uxq)) —u ' xg
== Apklfy kA x (Fru xg) — T xg
(ZufLN) = P ()
[ |

Teorema 3.4.

Para =1 se cumple

(Z(£, ) =2, )

Ejemplo 3.1.
Sea F = (f,f)y A= (%,1), entonces Z(F,\) = q.

2:2
En efecto, por el Teorema 3.4 tenemos que (Z2(F,\))* = Z2(F*,\).
Como F* = (f*, f**) = (f*, f) entonces tenemos que F(F*, \) = P(F, \).
Por lo tanto, usando el Ejemplo 2.1 tenemos que (Z(F, \))* = q.
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Corolario 3.5.
P(f,\) es una funcidn convexa, semicontinua inferiormente y propia

Demostracion.

Por el Teorema 3.4 tenemos que

(Z(f, )" = (2(f ) = 2(f,\)
Por lo tanto usando el Teorema 2.3 Z2(f, ) € I'h)(X) [
Definiciéon 3.2. Envoltura de Moreau

Para funciones propias, sci. de valores extendidos f y A > 0 ,se tiene la envoltura o sobre de
Moreau de la funcidn [, que es denotado por exf y estd definido como

ef (5) = it {F(w) + 5l — /)

la cual luego fue modicada por Yosida, agregando el parametro A convirtiéndose en la
regularizacion Moreau-Yosida o simplemente Moreau, conocida por la expresién siguiente

’ 1
exf(z) = inf{f(u) + 5 [lv — ul]*}
Por lo tanto ey f es la inf-convolucién de la funcién f con la funciéon

s
r) = ——
(@) =1
entonces con nuestra notacién tenemos ey f(z) = f(A * ¢(z)).
El mapeo proximal Py f(z) es un conjunto de mapeos dado por

. 1
P5f(z) = argmin, {f(u) — ﬁHz - ?LHQ}
Observe que el método de punto proximal clésico dado como

Pof(@) = argmin, { )+ 5o - ol

sustituye el parametro A por una sucesion {A*} acotada y de ntmeros positivos. Martinet,
en 1970, introduce este método en el estudio de la programacién convexa, y posteriormente
Rockafellar [5], [6], generaliza la técnica para operadores monétonos maximales.

Este método de punto proximal, debe ser visto primeramente como un método tedrico, ya que
en su aspecto practico nos lleva a la resolucion de una sucesion de subproblemas relativamente
similares al original, que tendran que ser resueltos con el apoyo de otros métodos; sin embargo,
hay situaciones en las que es conveniente reemplazar un problema de minimizacion por una
sucesion de subproblemas, como es el caso en que se tiene un problema original con restricciones
y se convierte en una sucesion de subproblemas irrestrictos, situacién que se presenta en el
método de Lagrangeano aumentado, usando la teoria de dualidad de Fenchel.

Definicion 3.3. Funcién de proximidad acotada

Una funcién f : R* — R es Prozimidad acotada ( Proz-acotada) si existe A > ( tal que
exf(z) > —oo para z € R™.
Para una funcién f de prorimidad acotada, el supremo de todos los A es el winbral A; de
proximidad acolada para | .

Teorema 3.6

Sea f : R* — R una funcién propia, sci y de proximidad acotada por el umbral A¢ entonces,
para 0 < A < &t < Ay, se cumplen las siguientes afirmaciones
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1. e f <exf < f.Porlo tanto, como A — 07 las envolturas ey f forman una familia creciente
de funciones acotadas por [y

supeyf(z) = f(z) para todo x
AS0

2. ex(enf) = eriuf

3. infeyf =inf f y argmin exf = argmin f

Demostracion.

1. Si 0 < A < pu, entonces f(u) + 51;;”3: —u|* £ f(u) + s55||z — ul|?, para todo u por lo tanto
tomando el infimo respecto de u se tiene e, f < ey f. La otra desigualdad sigue de tomar
u = z en la definicion de la envoltura de Moreau, tenemos ey f < f

2. Con la notacién ji(u) = 55|ul? tenemos que e, f(x) = fij(z)

e/\(enf) = 6ufﬁj/\($)
= fi(u(z)tix(z))
Fi(ru(x))

= e/\+,u,f

3. Se deduce de (1) que inf e, f < inf f. Por otro lado, tenemos que f(u) < f(u)+ 55l —ul|?,
para cada z y cada u, por lo que tomando el infimo en ambos lados, tenemos inf f < e, f,
esto concluye la primera parte infe,f = inf f, ahora para la segunda igualdad podemos
proceder asi
argmin exf = d(e,f)*(0) = o(f* + pq)(0) = (Of* + pld)(0) = 0f*(0) = argmin exf =

argmin f
|

Teorema 3.7.

Sea f: R™ — R una funcidn propia, sci y prozimidad acotada con umbral positivo ts. Entonces

para cada A € (0,1) el conjunto Py es no vacié y compacto, donde el valor eyf(x) es finito y
depende continuamente en (\,x), con

lim eyf(x) =supexrf(z) = f(x) para todo x
A—0F A0

emds St Ty, T m ] 2 sion {E=—ZI1 N es acota
Ad =z Yy Am — 07 en (0,tf) de tal manera que la sucesion I = 1y,.en es acotada,
entonces ey f converge continuamente a f, es decir

exnf(zm) = f(z)

Demostracion.

La demostracion esta en [6], Teorema 1.25

3.1. Aproximacion Regular

En esta seccion se introduce una regularizacién que se puede aplicar a un amplio espectro de
funciones. Su definicién de basa en el célebre envoltorio de Moreau. Una propiedad notable de
esté regularizacion es su auto-dualidad con respecto a la conjugacién de Fenchel, cuando se esté
restringido a la clase de funciones propias, convexas y sci. Por otra parte, una extension de esta
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regularizacién conserva las mismas caracteristicas cuando se aplica a la clase de funciones silla
de montar, propias y cerradas.

Definicion 3.4. Envoltura de Goebel

Sea f : R" — R propia, sci y de prozimidad acotada con umbral \; . Para cada A € {0, )\;), se
define la aproximacion reqular G f como

Grf(@) = (1 = N)erf(@) + 2ell>  (6)

Teorema 3.8.

Cuando A — 0%, se cumple: Grf — f
Demostracion.

La demostracion es directa a partir del Teorema 3.7.
Observacion 3.2.

Es importante sefialar, que (G, no conserva otras caracteristicas de la envoltura de Moreau.
Ninguno de los resultados del Teorema se cumple si se sustituye ey f por G, f

Ejemplo 3.2.

Sea la funcion f : R — R, f(z) = z, se tiene que erf(z) = =z —% y Gif(z) =
M (1 N)p — A0,

En efecto, sea f(z) = « se tiene que ey f(z) = inf, { f(u) + 3|z — u|?}, definimos

h(z) = f(u) + 2—1)\{:1: —uf?

Tenemos h'(u) = 1+ %% = 0 de aquf u = z — X por lo tanto

Y3
(=) =33—/\+-)\-::L'—-

exflz) =z -2+ 3 )

Por otro lado tenemos que
Gif(z) = (1 = Xeaf(x) + 3lz> = 32° + (1 — A%z — 3(1 — A?), en este caso por verificacion
directa se muestra que (1) ni (2) del Teorema se cumplen.

Teorema 3.9.

Para 0 < 3 < 1, tenemos

Gof = (L+B)P(f,1-5,0,8)+ by
Csf(z) = <1+5>2@(f1‘5 26 )( d ) )

1481+ 8)\1+ 8

Demostracion.

Por la definicién de la envoltura de Moreau
(1 - B%)epf(x) + By(x)
1 1 U i)
= (1-p%inf i R " 8
(1-4%)n (f(1-/j>+ﬁq("” 16)+1AﬁQQ(T)) (8)

Gsf(x)

Il




1 A 11 1
usando el hecho que L + 30-m = Ba=Ar ¥ A0-p ~ 0 — BI-BP

tenemos
i25) + @) =

B llul?
1-5 2

= olo— =

= o(125) + s -

Reemplazamos esto en ( 34 ) , obtenemos

> +

u

1-8

Gaf(@) = (14 it [ (1= A7 + ) + Jale )] = a0

B

Usando la Definicién

Gaf®) = (1+8) [{a+ DU + 05 )k5e] (0 - ato)
= 1+ +H(f + )+ Bd" () — g(x)

A continuacién, aplicamos el Teorema 2.6 (1) y el Teorema 2.3 , Ejemplo 2.1 y el Teorema 2.5
(1) obtenemos,la primera igualdad en (7)

Gaf(z) = (1+B)[(L=B)(f+9)" +Bq)" (z) — q(x)] + Ba()

) 8 95 © o1 fal?
= (1457 [(l+ﬁ(f+ 2 +1+6(Q+Q)) Sp) 5(1+,-3)'2]

Para cada z, por la definicion de media proximal, por el Teorema 2.5 (1) y el Ejemplo 2.1 se
tiene la segunda parte de la igualdad de 7.

1- T
oo = 14979 (1128012 (225)

Teorema 3.10.

La aprozimacion Ggf es auto dual, es decir
(Gof) = Gpf"

Demostracion.

Tenemos

(Gaf(w))*:((1+16)2«9”(f=1_5 2 (= ))

i e ey

De los teoremas 2.4 y 2.5 (1) tenemos

@y = (0 +8PPU g Teg) (@ +6))

= (1+8)? (ﬁ(f, quv %)) (8:2))2)

_ 2 1—§ 25 .
a U+ﬂ%@( 1+ 8! 1+ﬁﬂ(ﬂ+ﬁﬂ
(Gpf)r = Gaf”




36 Media proximal y las envolturas de Morcau y Goebel

4, Conclusiones

Se prueba que la media proximal es autodual. La importancia de este hecho radica en que
algunos de los esquemas de regulacizacién se pueden expresar en términos de la media proximal
y al ser autoduales las pruebas se simplifican como en el caso de la envoltura de Goebel.



(1]
2]

(4]

(5]
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7]
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