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APLICACIÓN DE FRAMES EN TEOREMAS MUESTRALES
Luis Miguel Nuñez Ramirex", Rodolfo Jose Galvez Perez", Humberto Emiliano Galvez PerezB

Resumen: Un frame es la generalización del concepto de una base en un espacio
vectorial, en este contexto estudiaremos la técnica de los frames, algunas de sus
propiedades, y sus aplicaciones en la teoría de muestreo. '
Palabras clave: frame, operador frame, cotas frame, teoremas muestrales.
Abstract: A frame is the generalization of the concept of a basis in a vector space,
in this context we study the technique of the frames, some of its properties, and its
applications in sampling theory.
Key words: frame, frame operator, bounded frame, sampling theorems.

1. Introducción

El concepto de framesen un espacio de Hilbert fue inicialmente desarrollada por R. Duffin y
A. Schaeffer en 1952; cuyo estudio viene relacionado con la teoría de la señal, debido a que
los frames analizan la estabilidad y la redundancia de las representaciones lineales de señales
discretas. Un frame es una familia de vectores {gn}nEZ' en un cierto espacio que caracteriza a
cualquier señal i, vía la familia de sus productos internos {(f, gn) }nEZ' Los frames proporcionan
representaciones estables para las señales, las cuales son de energía finita en Ir.} (IR). En la
primera parte de este trabajo se estudia la definición de frames y alguna de sus propiedades, en
la segunda parte se estudia la aplicación de los frames a la teoría de muestreo que trata sobre
el problema de la recuperación de una función, perteneciente a un cierto espacio funcional, a
partir de una sucesión de sus valores o, en general, a partir de una sucesión de valores de ciertas
funciones relacionadas con ella.

Definiciones y resultados preliminares

Sea 1HIun espacio de Hilbert separable, con producto interno ( ,) y norma
II f II = J (f ,f) , para todo f E 1HI.

Definición 2.1. Dada una función f E II.}( lR), definimos los operadores !Yaf ,Ea'! y Daf por
medio de

f(x - a)
e27riaxf (x )
1 x
¡-¡::¡f (- ),a =1- O , donde a es un número real.

V lal a

En particular, Ea(x) = e27riax. Los operadores !Yaf, Eaf Y Daf son operadores unitarios de
II.} ( lR) en [} ( lR) .

!Yaf(x)
Eaf(x)

Definición 2.2. La Transformada de Fourier de una función f , la definimos por medio de
F : [} ( lR) ~ [} ( IR ) , tal que

F(f) (w) = f(w) =1:e27riwxf(x)dx
6UNMSM, Facultad de Ciencias Matemáticas, Lima- Perú, e-mail: lnuñezr@unmsm.edu.pe
7UNMSM, Facultad de Ciencias Matemáticas, Lima - Perú, e-mail: rgalvezp@unmsm.edu.pe
8UNMSM, Facultad de Ciencias Matemáticas, Lima - Perú, e-mail: hgalvezp@unmsm.edu.pe

79

mailto:rgalvezp@unmsm.edu.pe
mailto:hgalvezp@unmsm.edu.pe


80 Aplicación de trames

y su inversa viene dada por:

F--1(J) (x) = f(x) =1:j(x)e-2niwx dw. .

Observación 2.3.
1. Si i.s E JI}( IR) ,entonces '(1, 9)JL2(lR) =1:f(X)9(X)dx, 11 f 11; = (1, fh,2(lR') .

2. Como F !L2( IR) --+ !L2( IR) es un operador unitario,se tiene qUE~ si f E

!L2( lR ) ,entonces ¡E !L2( IR) Y 11 f 112 = 11 ¡112 .

También, se verifica que:

(1, g,,9)
(1,Ea9)
(1,Da9)

(g-af, 9)
(E-af ,9) ,y
(D1/af ,9) ,a =F O

Definicion 2.4. Definimos S( IR), como el espacio de funciones de Schioartz, es decir

S(IR) = {f E COO(IR): lím x!3Daf(x) = O, Vo:,f3 E z+}
Ixl-+oo

Definicion 2.5. Sea G = {9n}nEZ una sucesión en IHI (no necesariamente es una base), G es
un Frame si existen A, B con O< A ::; B < 00, tales que para todo f E IHI,se tiene

Allfl12 < ~1(1,gn)12 ::; Bllfl12.
nEZ

Las constantes A y B, se denominan cotas frames.
Además, el frame es exacto si al quitar un elemento deja de ser un frame.

Ejemplo: Sea IHI= C2(Complejos) , 91
para todo z = (ZI, Z2) E C2,se tiene

(1, O), 92 = (-~, - ¿) y 93 = (-~, ~). Luego,

Por tanto {91, 92, 93} es un frame con A = B = ~

Definicion 2.6. El conjunto G = {9n}nEZ se denomina tight-frame, si A = B; luego

~ 1(1,971,)12= A 11 f 112

nEZ

Teorema 2.7. Se tienen los siguientes resultados:

1. Todo frame G = {9n} en IHIes completo.

2. Toda base ortonormal en IHIes un frame, con cotas frames A = B = 1.

3. Si G = {9n}nEZ es un tight-frame con A = B = 1,11971,11 = 1, entonces {9n}71EZ es una
base ortonormal.
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4. Una base de Shauder de lHI no es necesariamente un frame para lHI .

Demostración.

1. Previamente recordemos que
{hn} es completa, si (1, hn) = O, para cada n E N entonces f = O

Sea f E lHI arbitrario y (1,9n) = O para cada ti E N, por demostrar que f = O.
En efecto, por (1) se tiene

(1)

A 11 f 11
2 < ¿1(1, 9n)12 = O si y solo si O ~ A 11 f 11

2
~ O, A> O

nEZ

entonces 11 f 11
2 O, luego f = O.

2. Si G = {9n}nEZ es una base ortonormal de lHI ,entonces por la igualdad de Parseval,

¿ 1(1,9n)1
2 = 11 f 11

2

nEZ

entonces {9n}nEZ es un tigh-frame con A = B = 1.

3. Demostrar que {gn}nEZ es una base ortonormal de lHI es equivalente a probar que {gn} es
completo en lHI,llgnll = 1 Y (gn, gm) = O, ti -=1= m. .
En efecto, {9n}nEZ es completo, inmediato por la parte (i), 11 9n 11 = 1,para cada ti E N, por
hipótesis; y (gn, gm) = O,n -=1= m , en efecto, por hipótesis, como{gn}nEZ es un tigh-frame con
A=B= 1,

¿ 1(1,gn)12 = 11 f 11
2 .para todo fE lHI.

nEZ

Tomemos f = 9m ,entonces

entonces ¿ l(gm,gn)12 = O, luego O~ l(gm,gn)12 ~ ¿ l(gm,9n)12 ~ O
n#m n#m

por lo que se deduce que 1 (9m, 9n) 1
2 = O, por lo tanto (9m, gn) = O , ti -=1= m.

4. Previamente, recordemos que {Xn} en lHI es llamada una base de Shauder, si existe una única
{en} tal que

x =¿CnXn, para todo x E lHI
nEZ

En efecto, sea G = {gn}nEZ una base ortonormal ( debido a que todo espacio de Hilbert posee
una base ortonormal). Definamos G = {9n}, mediante

entonces como {gn} es una base ortonormal esto implica que {9n}nEZ es linealmente
independiente y completa, esto es, {gn} es una base de Shauder .
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Sin embargo, tomemos m arbitrario

m2
~ 1 (gm,gn) 1 n2
nEíZ

m2m2 = m4

(esto pues, como {gn}nEíZ es una base ortonormal, entonces ( gm, gn) = O,si n i: rn)
esto es,

~ 1 (gm, gn) 1
2 = m4

, m arbitrario.
nEíZ

Pero ¿ 1 (gm, gn) 1
2 = m4 ------7+00, entonces

nEíZ rn---too

""" 2 2'no existe B < 00 tal que 61 (gm, gn) 1 ::; B 11 gm 11 ::; B
nEíZ

por lo tanto {gn} no constituye un frame.

Definición 2.8. Sea IHI un espacio de Hilbert Separable, y G = {gn}nEíZ e IHI un frame con
cotas frames A y B, definamos S : IHI ------7 IHI, tal que S f =: ¿ (1, gn) gn, su serie frame, S es

nEZ
llamado un operador frame.

Observación 2.9.

1. El operador frame S es un operador lineal y acotado sobre IHI con Al::; S ::; 8J.
2. S es inversible con B-1I::; s+: A-lI.Además s:' es un operador positivo (S-l ~ O),
entonces S-l es auto-adjunto.
3. {S-lgn}es unframe con cotas frames B-1 y A-l.
4. Para cada f E IHI, f = ¿ (1, S-lgn) gn = ¿ (1, gn) S-lgn.

nEíZ nEíZ
5. Si existe {cn}, tal que f = ¿ cngn, entonces ¿ Icnl2 = ¿ lanl2 + ¿ lan - c:n12 , esto es

nEíZ nEíZ nEíZ nEZ
¿ lanl2 ::; ¿ Icnl2 ,donde 0,= (1, S-lgn) .
nEíZ nEíZ
6. Si adicionalmente, {gn},'EíZ es un frame exacto, entonces{gn} y {S-lgn} son biortogonales,
esto es

( -1) A { 1,m = ngm, S gn = um,n = O, m =1= ti

Teorema 2.10. Sea 9 E ll}(IR) tal que G(x) = ~ Ig(x - na)12 satisface O < A ::;G(x) ::;
nEZ

B < 00 , en casi todo punto sobre IR. Si 9 tiene soporte compacto, con soport(g) e 1, donde 1
. 1 A B

es un intervalo de lonqitud ¡; , entonces {EmbTnag} m,nEíZ es un frame con cotas [rames b y b'
Además

1
para todo fE JI}(IR) , Sf = ¡;G(x)f(x)

donde S es el operador frame; asimismo, S es invertible y
s:' f(x) = bf(x)

. G(x)

(2)

(3)
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Demostración.
En primer lugar demostraremos la relación (3).
En efecto, como S-lf E 1I}( IR), tomemos S-l f por f en (2) y obtenemos

1S (S-lf) = bG(X)S-lf(x) ,

G(x) bf(x)
entonces f(x) = -b- S-l f (x), esto es s+¡ (x) = G(x)'

Luego, probaremos que {EmbTnag} m,nEZ es un [rame para 1I} ( IR) con cotas frames Ab-1 y Bb-1
y la relación (2). En efecto, Si soport(g) e 1 entonces soport(.9';.ag) e In, donde

In = {x + na: x E I} ,y , .9';.ag(x) = g(x - na).

Fijemos ti, consideremos hn(x) = f(x)g(x - na) E lI}(In) (en efecto, como fE [..2(IR), .9';.ag E
1I}( IR) con .9';.ag con soporte compacto entonces f .9';.ag E 1I}( In) ).
Pero también em(x) = VbEmb(X) = bl/2e27rimbx es una base ortonormal de 1I}( In). Por lo tanto
hn(x) = I: (hn, em) em, y por la igualdad de Parseval,

mEZ

Asimismo

b ~ 11.. !(X)EmbTno9(X)d:{
bI: 1 U, EmbTnag) 12

mEZ

entonces

nEZ mEZ

donde G(x)

Lj If(x)12Ig(x - na)12 dx =L r 00 If(x)12Ig(:t - na)12 dx
nEZ In nEZ J-oo

(g de soporte compacto)

J If(x)12 I: Ig(x - na)12 dx = J If(;r;)12 G(x)dx.
nEZ

I: Ig(x - na)12
nEZ

Por consiguiente

b I: IU,EmbTnag)12
n,mEZ

J If(x)12 G(x)dx esto es,

L IU, EmbTnag)1
2

n,mEZ

1J 2b If(x)1 G(x)dx
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Entonces por teorema 2.7, se tiene

A 2 ""' 2 BJ 2 B 2b 11 f 11 S D 1(1, EmbTnag)1 S b If(x)1 dx = b 11 f 11
n,mEíE

A B
por lo tanto {EmbTnag} m,nEZ es un frame para 1I}( ~ ) con cotas frames b' b

1
Afirmación: (5f) (x) = -¡;f(x)G(x) 5 es un operador frame .
En efecto, por definición de 5, Ycomo {EmbTnag} es un frame, se tiene

m,nEíE

L [L (1, EmbTnag) e27rimbx] g(x - na)
nEíE mEZ

- L Hn(x)g(x - na) ,Hn(x) = L (1, EmbTnag) e2nimbx
mEíE

1
A su vez, H¿ es periódica de periódo -¡;. En efecto

L (1, e27rimb(x+i)g (x + i - na)) e27rimb(x+i)
mEZ

e2nimbx e27rim = e27rimbx
1

g( x - (na - -¡;))

e27rimb(x+1;)
1

g(x + - - na)
b

1
Por consiguiente, Hn(x + -¡;) = Hn(x).
Por lo tanto, por análisis de Fourier, se tiene

En efecto

(Hn(x), e27rimbX)lL2(In) = / L (1, EmbTnag) e27rirnbx,=:
\mEíE

L (1, EmbTnag) (e2nimbx, e27rikbx)
mEíE

(1, EmbTnag)L2(In) = ~1f(x)g(x - na)e-27rimbxdx
In

Entonces

o

o para todo {e-27rimbx}, mEíE

y como {e-27rimbx} mEíE es completa (debido a que {e-27rimbx} mEíE es una. base ortonorrnal,
entonces {e-27rimbx} mEZ es un frame)
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Por lo tanto

[ 1] 1 .Hn(x) - bf(x)g(x - no,) = O, esto es, Hn(x) = bj(:r;)g(x - no,)

Luego

Sf(x)
1L Hn(x)g(x - no,) =L bf(x)g(x - no,)g(:r; - no,)

nEZ nEZ
1~ 2 1 ~ 2b L.f(x) Ig(x - no,)1 = bf(x) L.lg(x - no,)1
nEZ nEZ

Por lo tanto
1

Sf(x) = bf(x)G(x)

3. Teoremas Muestrales

Teorema 3.1
Sea D, (J reales positivos, tales que O < D < ~, y sea 9 E S( IR), tal que sopori (g) e2(J

[-2~' 2~] ; g(w) = 1 para Iwl < CJs s > Osobre (-2~'-CJ] U [CJ, 2~)'
Sea G( w) = L Ig( w - mb) 1

2 y definamos cp via ;¡;(w) = ~~u:J)'donde CJ+ 2~ < b < A·
rnEZ

Entonces para toda función f cr-banda limitada, se tiene
f (t) = DL f (nD) cp(t - nD) en ll} ( IR ) (4)

nEZ

Demostración.
En efecto, sabemos que 9 E S( IR) entonces 9 E S( IR) Y soport(g) es compacto.

~ 1
También, soport(f) e 1 = [-CJ, CJ] , 111 < D'
Además, puesto que soport(g) es compacto y soport(g) está contenido en un intervalo de

. 1 ~ [1 1J I[ 1 1]1 1 ( 1) 1longitud D' esto es soport(g) e - 2n' 2n ,con - 2D ' 2D = 2D - - 2D = D' para m

suficientemente grande g( w - mb) se anula, entonces existen A, B, tal que

O< A ~ G(w) = L Ig(w - mb)12 ~ B < 00, en casi todo punto.
mEZ

Nuevamente aplicando el teorema 2.10, tenemos {EnaTmbg} es un frame para E}( IR), donde
o,=D.
Por lo tanto

fL (1, EnaT mbg) S-I c.;Tmb9
m,nEZ

L (1, EnaTmbg) EnaTmb(S-lg)
m,nEZ

Afirmación: s:' (g) = D~.
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En efecto, de acuerdo al teorema 2.10, S-lf(x) = b~~:)), tomando f = g, b = D. entonces

S-l(g(X)) = D ~~;) = DJ;(x)

esto es,
1= D I: (1,EnaTmbg) EnaTmbJ;

rn,nEZ

1= D I: (1,EnnT mbg) EnnTmbJ;
m,nEZ

(5)

Pero,

(1, EnnTmbg) = J f(w)e-27rinnWg(w - mb)dw

Desde que 9 tiene soporte en [- 2~'2~])para m i= ° suficientemente grande,

g(w - mb) = O; excepto cuando m = 0, g(w) = 1 para Iwl ~ a

entonces

esto es,
(6)

Por lo tanto de (5) y (6), obtenemos

nEZ nEZ

Finalmente, usaremos que

En particular, brn = nD , an = mb , 9 == </Y

Entonces
(E 'T' ¡)v _ e27rinn(mb)E T, A.nn.Lmb'P - -mb nn'P

para m = 0,

"esto es,

Por consiguiente
1=DI: f(nD) (Tnn</y/,

nEZ

y aplicando la anti-transformada de Fourier, obtenemos

f = DL f(nD)Tnn</y = DL f(nD)</y(t - nD) en IL}(lR)
nEZ nEZ
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Para obtener un teorema de muestreo para muestras irregulares pero usando frames,
necesitamos adicionalmente propiedades de frames que estableceremos en el siguiente teorema.
Teorema 3.2. Sea 9 una funcion a- banda limitada y asumamos que {an}, {bm} son números
reales por la cual {Ea" (x)} es un frame para ll} ([-eJ, eJ]) . Asumamos que eiistan A, B
positivos, tal que O < A < G(w) = L Ig(w - bm)12 :s; B < 00 . Entonces {Ea"nmg},

mE&:.

es un frame para ll} ( lR) .

Demostración.

Sea 1 = [-eJ, eJ] Y 1m= 1 + b.; = {x E bm : x E I}.
Afirmación: Para m fijo, {nmEa"(x)} es un frame para 1m con las mismas cotas frames que
para{Ea,,(x)}. En efecto,

Tbm. (e27Tianx) = e27Tian(x-bm)
e27Tianxe-27Tianbm. = e2"ianx

esto es
TbrnEan(x) = r=: = Ean (x) ,

m fijado es un [rame para 1I} (1m) con las mismas cotas frames que para {EaJr)} , digamos
Al y B¡ .
Afirmación: 1Tbm9 E ll} (1m), para todo f E ll}( lR).
En efecto

l: 11nm912 dw = 1m 1~21nm912 dw

1m li(w)1219(W - bm)1
2

dw

< ~1m.Ii(W)12Ig(W - bm)1
2 dw

< LI¡(wlI2 (~lg(W - b",ll') dw

< 1m Ii(w) 12G(w)dw:S; B 1m 11(w)12 dw

( debido a O < A:S; G( w) :s; B < 00 )

< B lli(w)12 dw:S; B 11 1 IIL2(~)= B 11 f 11JL2(~) < 00

Por lo tanto, hm = 1nrn9 E 1I} (Im), v! E lI}(lR).

Afirmación: sopori (hm) e 1m, donde 1m = 1 + b.; .
En efecto,

sopori (hm) sopori (1nm9) ~ sopori (1) n soport (n",9)

e soport (Tbm9) = soport (g(w - bm))

e bm + sopori (9) ~ b-; + [-eJ, eJ]

esto es,
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Por lo tanto, hm tiene soporte compacto y sopori (hm) ~ t.;
Además, como {TbmEan} es un [rame para L¿ con cotas [remes Al, BI, entonces,

y aplicando sumatoria bajo m, obtenemos

Al L 11 1n,)11l~m < L 1 (1nmg, nmEa,,) i; 1

2

< BIL 1I1Tbmgll~n,
mEZ m,nEZ mEZ

Asimismo

~1:= l](w)I' (~19(W - bm)I') dw ~ 1:= 11(w)I'G(w)dw
debido a que 9 es de soporte compacto y G( w) =L Ig(w - bm) 1

2
.

mEZ

Afirmación: (1Tbmg, nmEa,,) t.; = (1, Tbm (Ea"g)) i.;

(7)

en efecto

1m (lTbmg) (nmEaJ

J (1(w)) (g( iu - bm)) Tbm(e27rianw)
1m

J 1(iu )g( w - bm)e-27rian(w-bm)
t.;

(8)

puesto que soport(g) = [-0",0"] . Finalmente, de (7), se tiene que

A II f 11
2

:; ~ 11JTbmgll~m = 1:= 11(w)1
2

G(w)dw:; B 1:= lf(w)1
2

diu = B II f 11
2

mE,,"

Por lo tanto de (7), (8) y (9) en (7), obtenemos

AlA II f 11
2
:; L 1 (1, EanTbmg) 1

2
:; El B II f 11

2

m,nEZ

(9)

(10)

De este modo, {Ea"nmg} es un [rame para ll}( IR).
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Observación 3.3.
1. Se tiene que {Eann",g}es un iighi-frarne si, y sólo si {Ea"(x)} es un t'i.r.;h-Ira:rne para
1I} ([-0-,0-]) y G es una constante en casi todo punto sobre IR. Veamos, de (??), se tiene
AlA = BI B esto es, Al = BI ,A = B .
Por consiguiente, {Ea"(x)} es un tigh-frarne para 1I} ([-0-,0-]), y

O< B = A ::;G(w) ::; B < oo, esto es, G(w) = A = B

en casi todo punto sobre IR.
2. Ademas, el operador frame para {Eannmg} es dado mediante

Sh = L TbmgSm (hnm9)
mEZ

donde Sm es el operador frame para {TbmEan} que es dado por

parah E 1I}(IR) , id E 1I} (1m) y (f, g)lm = j f(x)g(x)dx.
1m

Veamos, como S es el operador frame para {Eann",g}, tenemos

Sh = L (h,Eannm9) Ea"nm9 = L nm9 (L \h, EanTb",g) Ea,,)
m,nEZ mEZ nEZ

pero,

= /hn Ag,Ea )
\ m. n. t.;

entonces

tambien

(fm h(r)g(r - bm)e-27ria"r dr) e27rianW

(fm h(r)g(r - bm)e-27rian(r-bm)dr) e27ria,,,(w-IJm)

\hnm9, nmEan) t.; nmEa" (W)

por lo tanto

Sh L nmg (L \hnm9, nmEan) t.; nmEan)
mEZ nEZ

Sh L nmg (Sm (hTbm9)) ; hE 1I}( IR), hTbm9 E lI.}(Im)'
mEZ
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Corolario 3.4.
1

Con las hipótesis del teorema 3.2, si a.; = na y a = - entonces2iJ

Además

y

Demostración .

En efecto, para an = na ya = 2~' { (~) Ena(x) } es una base ortonormal, por consiguiente,

{ (~) Ena(X)} es un fmme, para L? ([-iJ,iJ]). Entonces ver teorema 3.2; {Enanmg} es un

frame para ][}( IR) Y lnmg E ][} (I7TI) .

De este modo, se tiene que:

L nmg (L (1,Enanmg) Ena)
7TIEZ nEZ

L nmg (L (lnrng , Ena) Ena)
7TIEZ nEZ

L nmg ( 2iJlnmg) = 2iJ1(2::(nmg) (nmg))
ma ~z

2iJl(L Ig(w - bm)12) = 2iJ1c ,
7TIEZ

esto es
(11)

Ahora, reemplazando 1por s-11 en (11), tenemos

s (s-11)
f

2iJ (S-l 1) e
2iJG (S-l 1)

por lo tanto

~

Asimismo, reemplazando 1por EnaTbrngen s-11 = 2:C' se obtiene
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observar que Enan,,:[j E 1I...2(IR.).
Finalmente, como 2rJGS-1g = g, entonces

Enanm(Gs-1g)

Enanm(GS-1g)

por lo tanto

Teorema 3.5. Sea o > O, Y {an} una sucesión de números reales tal que {Ea,.} es 'un frame

para 1I} ([-rJ,rJ]) con el operador frame So Y sea g(w) = ~X[-a,al(W). Entonces para toda f

función o - banda limitada, se tiene que

f = ~L f(an)cPn
nEZ

donde cPn(t) = (Kn(w))v, K; =¿ (Eang, hm) lo b«, hm = Sü1(EarJ, ID = [-rJ, rJ].
mEZ

Demostración.

Sea bm = Zam.
1

Afirmación: G(w) = L Ig(w - 2rJm)12 = -2rJ
mEZ

En efecto,

g(w)
1 { _1_ . -rJ < w < a
f2=X[-a,al(W) = ~ , - -

V L,rJ O ; w ti. [-rJ, d1 {_1_ ;-rJ :::;w - Zom ::; a
~X[-a,al(w - 2rJm) = ~
v 2rJ O ; en otro caso

{
~O ; rJ(2m - 1) :::;w < rJ(2m + 1 )

en otro caso

g(w - 2rJm)

g(w - 2rJm)

G(w)
mEZ

...+ Ig(w + 4rJ)12 + Ig(w + 2rJ)12 + Ig(w)12 +
+ Ig(w - 2rJ)12 + Ig(w - 4rJ)12 + ...

Para m = -1 :::::?-3rJ :::;W :::;-rJ:::::? g(w + 2rJ) = O:::::? Ig(w + 2rJ)12 = O
Para m = -2:::::? -5rJ :::;w :::;-3rJ:::::? g(w + 4rJ) = O:::::? Ig(w + 4rJ)12 = O

Para m = O :::::?-rJ ::; w :::;a :::::?g(w) = ~ =? Ig(w)12 = 2~

Para m = 1 :::::?a :::;W ::; 3rJ =? g(w - 2rJ) = O =? Ig(w - 2rJ)12 = O
Para m = 2 =? 3rJ :::;W :::;5rJ =? g(w - 4rJ) = O =? Ig(w - 4rJ)12 = O
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Por lo tanto G (w) = L ¡9(W - 20-m)¡2 = ~.20-
mEZ

Entonces por el teorema 3.2 {Eann",,9} es un [rame para [}(lR). Además, el operador frame
para {En" nm9} es denotado por S, de esta forma, para todo 1E [} (lR ), se tiene que

1= L (1,Ennnm9) s:' (Ea"Tbm9)
m,nEZ

y

Sf = L (1, Ea"Tbm9) SS-l (Ennn",g) = L (1, Ennnm9) EanTum9
rn,nEZ rn,nEZ

En efecto,

J 1(w)Eannrn9(w)dw

J f(w)e-27rianw9(W - 2mo-)dw ,

1
pero, g(w - 2mO') = O , m =1 O Y como g(w - 2mo-) = ~ para m = O, y f es una función

v 20-
banda-limitada en [-0',0'], entonces

Así

por lo tanto

debido a que n",g(w) = g(w - bm) = g(w - 2mo-) = g(w), si m = O. También

s1= ~2 L f(an)En,,9 = ~2 L (1, Ean) 1 Ean9·
v ea nEZ V ¿O' nEZ o

Además, como el operador frame del frame {Ean} es S«.

(12)

entonces
soll = L (1, Sol Ea,,) lo SOlEa" =¿(1, hn) lo hn

nEZ nEZ

Sol =¿(1, En,,) lo Ea"
nEZ

(13)

y

(14)
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~ 1 ~
Afirmación: Sf = -Sof"2a
En efecto, de (12), tenemos s1 = ~ L /1, Ean) Ean9, Ycomo

V 2a \ 10
nEZ

{

1~( ) ~ ; -w::; a ::;w
9 w = v2a

O ; en otro caso

entonces

Sf

Sf

debido a (14)"
De este modo,

s-11 = (2a) SOl (1) en 1I} ([-a, al)

En efecto, tomando s-11 por 1en la afirmación, obtenemos:

(15)

f 2~SO(s-11)

;aSo1 (So (s-11)) = 2~SOlS0 (s-11) = 2~S.-11"

Por lo tanto
s-11 = (2a) SOl (1) en 1I} ([-a, al) "

Asi, de (13) y (15) obtenemos

s: (Ean9) = (2a) SOl (Ean9) = 2a L (Ean9, hm! 10 hm
mEZ

»<: 1 '" 1Y reemplazando en f = ~ Z:: f(an)S- (Ean9), obtenemos
v2a nEZ

f vh L f(an) ((2a) L (Ean9, hm! lo hm)
nEZ mEZ

1 ~ L f(an) (L ».». hm) lo hm)
nEZ mEZ

f ~Lf(an)Kn,
nEZ

donde K; = L (Ean9, hm!"Iob-; , y tomando la transformada inversa de Fourier, obtenemos
mEZ

(1) v = ~Lf(an)K,
nEZ

v
donde K¿ = cPm, hm = Sü1(Eam) y lo = [-a, aJ"
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Por lo tanto
f = ~ L f(an)c/Jn

nEZ

Finalmente, si {Ea" (w)} es un frame exacto, entonces por la observación 2.9, SOl (EoJ = hn,
es la única sucesión biortonormal asociada con {Ean (W )}, esto es,

\Ean, SOl (EanJ;
Kn

6m,n, y

L \Eang, Sol (EarrJ; lo SOl (Ea",)
mEZ

L\e; (JzuX l-a,aJ) ,Sü1(Eam)) Sü1(Eam)
mEZ

1~ L \Ea" , SOl (Ea,J; Sü1(EanJ
mEZ

1 -1 1
~So (Ean) = ~hn

Por lo tanto

y

c/Jn(t) (Kn(w)) v = J Kn(w)e-27ritwdw = J ~hn(w)e-27ritwdW

~ J hn(w)e-27ritwdw = ~'l/)n(t)

Conclusiones

1.- En particular, si {Ea" (w)}, es un frame exacto, entonces f L f(an)'ljJn , donde
nEZ

'ljJn(t) = 1:hn(w)e-27ritwdw.
2. La técnica de los frames y duales frames en [} (lR) son usados para generar resultados de
muestreo como la asociada en el teorema 3.5 .

3. Finalmente, la técnica de los frarnes es mucho mas refinada que la técnica de la dualidad
entre una base y su base biortogonal.
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