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FUNCIONES GENERALIZADAS DE FRONTERA

Claudio Fernando Balcazar Huapaya 1 & Marujo. Yolanda Gavilán Gonzales 2

Resumen: En este trabajo probaremos. que en general, la restricción de una función del
espacio de Sobolev Hl(n) a la frontera del dominio n pertenece a L2(an); para el caso de
frontera con la condición de regularidad de ser continua y Lipschitz.
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GENERALIZED FUNCTIONS OF BOUNDARY

Abstract: In this paper we prove that in general, the restriction of a function space 01'
Sobolev Hl(fl) the boundary of the domain n belongs to L2(an); for the case of boundary
regularly provided to be continuous and Lipschitz.

Key words: Cencralized functions of boundary, regularity.condition 01' Lipschitz.

l. Introducción
Las condiciones de frontera de una ecuación diferencial parcial, en general, no se puede interpretar en
sentido puntual y si consideramos un espacio de Sobolev H1(n), con n e ~1t, n abierto este puede
contener funciones no acotadas por ello buscamos una interpretación de la restricción de las funciones
en H1(Sl) el la fronter:a. de n.
La frontera de ao de un dominio n-dimensional n puede ser interpretado como un objeto TI, - 1
dimensional o variedad. Cuando ti = 1, ao puede consistir de puntos distintos en una variedad
del caso cero-dimensional; y las desigualdades de Sobolev dan condiciones bajo el cual los valores
puntuales son bien definidos para funciones en un espacio de Sobolev .Yde este modo para valores de
frontera en el caso de dimensión uno.

2. Preliminares
Comenzamos con el siguiente ejemplo que después se generalizará. Sea n el disco unitario en ~2 :

n = {(:r,y): x2 + y2 < 1} = {(r,e): O::; T < LO::; e < 21i'}.

Sea tí E el (51), y se considera su restricción a an como sigue

(2.1)

Por otro lado tenemos que uVu = 'U(~t<, ?)11) entonces
03; (!J

(x. y) 1 au auuVv.· -'- = -u(x- + 1)-)
7' T ax . ay' (2.2)
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ov OV Br Ell' :rox = 07' 02: = 1["8:r: = 'Ur;. (2.3)
ou Elll 01' El7' Y

Y -, = --::-- = Ur-- = U,.-, (2.4)
Ely 8". dy 8y 7'

sustituyendo (2.3) Y (2.4) en (2.2)

(:1',y) 1 x y
'\lu· -- = -u(x'U.r- + y'U.,.- )

r r r T

1 U·/,? 'UT 2= -n(-:r- + -y )
T T l'

1 2 2
= -21W,,(x + y )

r
= u,u.,..

Luego

(2.5)

sustituyendo (2.5) en (2.1)

integrando de O él 27f

Como

.Yusando la desigualdad de Schwarz tenemos
,.

Ilulli2({)S"l) ::; 2 /' I'ull'\lnldxdy + 2 r v2dxdy
, SI Jn

::; 2( r 111.12d;rdy)1/2( r l'\luI2dxdy) 1/2 + 2 /'1l2dxdyl« Jíl . íI
2= 21IuIIU([l) 11'\l'lL11L2(n) + 21IvIIU(íl)

= 21IuIIL2(íl) [11'\luIIL2(fl) + 1!'U.lli2(íl)]' entonces
2 ([ 2 ]Ilullu(Dn) ::; 21IuIIU(S2) II'\luIIU(íl) + IluIIL2(n) . (2.6)
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Como

Luego

(2.7)

Hemos probado esta. desigualdad para funciones '(1. regulares. PCl'O veremos que esta desigualdad tiene
sentido para todo u E H1 (O) Yen forma correspondiente para las funciones de este espacio, la restricción
U.líJíltiene sentido como una función de L2(8o').
Eu el ejemplo anterior podemos identificar L2(8D) con L2([0,27r]) usando la aplicación e --+
(cose; 8me).

Proposición 2.1 Sea o, el disco unitario en JR2. Para todo u E HI(O), la restricción UldO puede ser
interpretado como una [uncion en L2(80) y satisface la desigualdad (2.7).

Prueba.
Como el (n) es denso en H1 (D), elegimos una sucesión (1Lj) en el (n) tal que

(2.8)

Por (2.7) Y la desigualdad triangular se tiene

4 1/2 1í2Iluk -u)IIL2(é1n) :S .ij81111¡,: - Ujllv(r2)lluk - UjIIHl(íl)

:S -YSIInk - tij IluI (n) .

< -YS[lln~~- nII1J1(n) + II'U- 'UjIIHl(rl)]

< -YS[~ + ~] 'v", 'v'k.- j k J.

Luego CUi) es una sucesión de Cauchy en L2(8D). Como este espacio es completo. existe 1/ E L'2(8n)
ta.l que

(2.9)

Definimos
tllan = u.

Necesitamos ver ificm' que esta definición no depende de la sucesión particular que elegimos. Así que
suponemos que (I/j) es otra sucesión en e1(rl) tal que IltI - ujIIHl(íl) --+ O cuando j --+ 00, por la
desigualdad triangular y por (2.7)

111/- l/jIIL2(Dfll :S 11//- njIIL~(éln) + Iluj - l/jIIL2wn)

:S 11//- ujllL2(ém) + 18llu) - l/jIIHl(n)

:S 111/- ujIIL2(éKl) +Y8(lIuj - uIIHl(n) + Ilu -l/jIIHI(O))
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La expresión del lado derecho de la desigualdad tiende él O cuando j ----+ X. Por lo tanto 'Lilao esta bien
definido en L2(8n). Por otro lado se tiene

Illvllu(ao) -IIZljIIL2(DS1)1 :::;;Ilv - ujIIU(DO)'

y de (2.9) IlvIIL2(iJO) = límj---+oc, lIujIIL2CoO)' También de (2.7) y de (2.8) se tiene

j~! 111L]IIU(üs}) :::;;j~~V8II'Lij 11~~o) Ilu) II~j?(n)

_ 4;;::;811111/2 11'111/2 E'",·- v o u, Ll(O) II fIl(n)' ·llt.Ollces

II'ullL2(éJo) :::;;V'8lllLllb~o) 111J,11~?(n)'

Observación 2.1 Notemos que la proposición (2,1) no define puntualmente u sobre 80,. pero si
afirma que ulnn E L2(8n). Existe la posibilidad que '(¿ podría ser infinito en un subconjunto denso de
puntos sobre an. En lo que sigue describiremos una generalización de la proposición (2.1) a dominios
más complejos.

3. Condición de regularidad en la frontera de un dominio.

Introduciremos una condición de regularidad sobre la frontera 80, del dorninio n.

Definición 3.1. Sea f E LOO(n): definiremos la norma de Lipchitz para [, denotado por- IlfIILil'cn).
corno

If(:/') - f(y)¡
IlfIILip(f2) = IlfIILOO(Sl) + . sup 1", 1

.v.¡¡En, X#./j x - y

el correspoiuiieuie espacio de [unciones de Lipschitz es

Lip(f2) = {f E LOCU1) : 1IfIILip(O) < oo}

Definición 3.2. Sea n e IRn un dominio, diremos que n tiene frontera. de Lipchii: si existen; una.
colección de conjuntos abiertos Oi, un nÚTn;CTO 1"100.1e > O, un número Twtll,T'IJ,1 JV :u 'Un. número real
1\1 > O tal qnc pera todo ;Y E 80 la bola de radio e con centro Testo. contenido en algún O, pero
rurrruis de N conjuntos Oi que tienen. urui intersección no vacía con n, ;ti para cado. uno de estos
O¡ n n = O¡ n n.i,donde ni es un dominio cuya frontero es el qrafico de 'Una función de Lipschiiz <D;
.mJi8.láciendo 11<D·dlUp(lW'-¡ ) S M.
El corijunio ni es

o, = {(x,y) E IRTI,x E IRn-1,y < il>i(X)}
Definición 3.3. Diremos que {)G E eO,l, G e IFtN si la frontera 8G se IJ1J.ede cubrir con un número iisiüo
de superficies F¡: N -1 dimensionales, las cuales en los sistemas de coordenadas locales adecuadamente
elcqidos (6, ... ,~N )bene la representación

donde g¡ E eO.1 ptira 11(6: ... ,~N -d1I :::;;Ti con Ti > O. Se describe esto brevemente diciendo que lo.
frontera íJG es una variedad eO) de ilimension. N - 1 con G localmente aun lado de ¡3G.

Definición 3.4. Sea f :G e IRN ----+ 1Ft, 'Una [uncion dejinida sobre una reqion acotada G no vacía.
Definimos la, siguiente norma

Ilfllo,1 = sup If(p)1 + sup
pEO p,e¡EG, pie¡

con el cual podemos definir- el siguiente conjunto

If(p) - f(c¡)1
Ip - ql

eO,l(G) = {f E e(G) : Ilfllo.1 < oo}. ver [2]
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Teorema 3.1 Sea D. un dominio acotado cnlRn, n:2': 1 Y 8D. E e°,] entonces eriste un. operador- lineal
cotitinuo

con la propiedad de que para cada ·u E el (0.) la función Bu : 80. -+ lR es la [uncuin de [rentera clásica
de u, es decir- BZl es la r-estricción de u : n ---+ lR a la frontera 80..
El caso en el cual u E Hl(n) )J Bu E L2(Do') se llama función de frontera generalizada en u.
Si u E H(}(o'), entonces Bu = O en L2(i'K2) es decir BU(:1:) = O para casi todo x E DO..

Observación 3.1 El operador frontera B es importante para la formulación de condiciones de frontera
en el sentido generalizado. Por ejemplo, sea u E Hl(O,) Y Y E H1(0,). La condición de frontera.

U. = 9 en DO.

se entiende en el sentido
Ha = By en L2(Dn). ver [5]

Es decir Hu(x) = By(:c) para casi todo a: E DO., La construcción del operador es como sigue Primero
se debe probar la desigualdad

(3.1)

o equivalenternente r r N
.Jac;¡ u2ds < const'.ln (u2 + t;(DiU)2)dX

Si Bu denota la restricción de u : n ---+ lRa la frontera DO en el ca..so u E e1(n), entonces (3.1) puede
ser escrito como

1-
IIBullL2(iX2) < .const.lluIIHI(ri)' \:/1[ E e (0.)

como e1(0,) es denso en H1(0,) el operador lineal

(:3.2)

se puede extender de manera. única a u operador lineal continuo

tal que (:3.1) se cumple para todo u E H1(O). Explícitamente, obtenemos Bu de:
Sea 'u E H1(n). elegimos una sucesión ('tln) en e1(TI) tal que Ilun - uIIHl(il) ---+ O, cuando n ---+ oo.
Entonces IIBun - BuIIL2(uri) ---+ O) cuando n ---+ 00 o equivalenternente

r ('un - Bu)2ds ---+ O. cuando n ---+ co,
Jan

Demostración del teorema 3.1 en lR.
Sean a y b números reales: o. = [a, b] y sea u E eOO(n). Por el teorema clel valor medio

lb(1) - a)-l u(t)dt = u(xo) para. algún :1:0 E [a, b]
(J.

. JX llbentonces u(x) = . u'(t)dt + (b - a)-· 'u(t)dt10 a
Denotemos 11'/L11e = máxll<:r,<blu(x)l, para. todo ú E GOO(n). Por la desigualdad del Holder se tiene- - .

IInllc ~ c( ¡ba/2(t)dt) 1/2 + c( .lJ u2(t)dt)1!2
~ 2clluIlHI(rl): para alguna constante c.
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Entonces
(:U)

Como CClC(Q) es denso en H1(Q) existe una única. función continua j : H1(Q) --7 C(TI) con j(u) = 1/. es
decir j('I¿)(.r) = u,(:r) para casi todo ;r; E TI; los valores de frontera de 11. son dados por j(u)(a)' j(u)(b).
Como eCV(Q) es denso en H1(Q), el paso al límite prueba que (3.3) se cumple para todo 'U E H1(Q);
donde después de tomar el límite, u( a) y 'll(b) se entienden como valores de frontera generalizadas.

Demostración del tcor ema 3.1 en ]RTI.

Para u. E e1(TI), demostraremos que

Para simplificar la notación consicleremos el caso n = 2. En el caso general se procede análogamente.
En una vecindad de un punto x E Dn elegimos un sistema de coordenada local (~, 17) donde la frontera
tiene la representación local

TI = <I>(~), -a ::;~ ::;a

y 1> es una función de Lipschitz .Ycontinua (aplicamos aquí las condiciones de regularidad que se dio
ell las definiciones (3.1) y (3.2) ), Existe /3> O tal que el conjunto 5' de todos los puntos (( 1/) donde
-a::; ~ ::;a. <I>(~) - /3::; t. ::; <I>(~) esta contenido en TI. Sea u E eI(n) entonces

- liP(E)
n(( <T)(O) = . t 'lLl)(~' 'J7)dI7 + /l(C t)

donde <.P(O - ,8 ::; t ::; <I>(O. Aplicamos la desigualdad (A + B)2 ::; 2A2 + 2B2 Y la desigualdad de
Holder:

Integrando con respecto a t tenemos

Finalmente, integrando sobre el intervalo [-a, al se tiene

r Pu.(C <T)(0)2d~:::; 2 f,CB2v,; + 'U.2)dxJ-n Js
< el f. (u~ + 1L~ + U

2)d.T.Is' .
Primero supongamos que ~ E el, que í es la curva descrita por <T), entonces

y existe una constante C2 tal queJ1 + <I>'(~)2 ::; C2; luego

(3,6)

r
Si (l? es una función de Lipschitz continua, entonces <.P' (~) existe para casi todo é. Por otro lado

L/p( -O,: o,) e W;.,( -a, a) = U E LirA -0,,0,) : f~I~~IIDcx fIIU"(-o.a) < x;}



Luego existe una constante C2 tal que

De (3.G) Y (3.7), para alguna constante e se tiene

i 2 (2.2 2 .. :2.u ds :; e Jr (UE. +lLr¡ + u. )d:r = cll'uIIHl(íY¡-. , ,n
(3.8)

Corno la frontera DD puede ser cubierta por un número finito de vecindades en cada una de las cuales
la frontera tiene representación local, sumando las desigualdades correspondientes a (3.8) ::;e obtiene
Jn~¡ u.2cls < cllull;{l(Sll' .

4. Conclusiones

l. Al estudiar las soluciones de las ecuaciones diferenciales se plantea con frecuencia condiciones a. las
cuales la solución debe satisfacer en cierta superficie fijada (71 - 1)- dimensional, por ejemplo en Dn.
Es por ello que se necesita generalizar la noción del valor que toma una función definida en c.t.p. de
una superficie n - 1- dimensional 8, esto es la noción de la traza de una función en S.
:2. Hemos demostrado para el caso S = Dn, que se obtiene para una función f E u: (n) la
correspondiente función flun en L2(Eln), que le llamamos traza de f en la superficie (n - 1)-
dimensional an (o función generalizada de frontera).
:3. Se generaliza la fórmula de integración por partes, para las funciones i.g en 81 (n)

!f¡;igd:r = ¡. fgl]ids - /' fg,c¿Ch
• SI • un Jn

donde lJi = (08(/), Xi) es el coseno del ángulo entre la normal l) exterior a la superficie DO y el eje Ti

mientras que las funciones f y g que se encuentran bajo el signo integral en Dn son las trazas de estas
[unciones en ano



REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS

[1]Adams,R.A. Sobolev Spaces. Acad. Press, New York. (1975).

[2] Brenner, S.c., Ridgway Scott, L. The Mathematical Theory of Finite Element Methods.
Springer - Verlag, New York, (ID94).

[3] Medeiros, L.A.)vlirancla, IVI.Espacios de Sobolev. Instituto de Ivlatemática.UFRJ,(1DD9).

[41 Teman. Roger. Infinite-Dimensional Dynarnical Systems in Mechanics and Physics.
Springer - Verlag, New York, (ID97) .

[51 Zeidler.E.Non Linear Functional Analysis and its applications. Springer - Verlag, New
York, (1990).

14


