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FUNCIONES GENERALIZADAS DE FRONTERA

Claudio Fernando Balcazar Huapaya ' & Maruja Yolanda Gawildin Gonzales *

Resumen: En este trabajo probaremos. que en general, la restriccion de una funcion del
espacio de Sobolev H(f2) a la frontera del dominio 2 pertenece a L?(99): para el caso de
frontera con la condicion de regularidad de ser continua y Lipschitz.
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GENERALIZED FUNCTIONS OF BOUNDARY

Abstract: In this paper we prove that in general. the restriction of a function space of
Sobolev H'(£2) the boundary of the domain £ belongs to L?(82): for the case of boundary
regularly provided to be continuous and Lipschitz.

Key words: Generalized functions of boundary. regularity,condition of Lipschitz.

1. Introduccién

Las condiciones de frontera de una ecuacion diferencial parcial, en general, no se puede interpretar en
sentido puntual v si consideramos un espacio de Sobolev H(£2), con  C R™, € abicrto este puede
contener funciones no acotadas por ello buscamos una interpretacion de la restriccion de las funciones
en H'(Q) a la frontera de 2.

La frontera de 9€2 de un dominio n-dimensional Q puede ser interpretado como un objeto n — 1
dimensional o variedad. Cuando n = 1, dQ puede consistir de puntos distintos en una variedad
del caso cero-dimensional; v las desigualdades de Sobolev dan condiciones hajo el cual los valores
puntuales son bien definidos para funciones en un espacio de Sobolev v de este modo para valores de
frontera en el caso de dimensiéon uno.

2. Preliminares
Comenzamos con el siguiente ejemplo que después se generalizari. Sea 0 el disco unitario en R? :
! ) g

O={(z.y): 22 +2 <1} ={(r.0):0<r < 1.0< 0 < 2r}.

Sea u € CH(). y se considera su restriccion a 9€) como sigue

L a
u(1,0) = [ =(ru(r,6)*)dr
0 37'
ik ]
= [ 2(r?uu, + ru?)(r, 0)dr (2.1)
J0O
Por otro lado tenemos que uVu = u(g—lf g—:j) entonces

(zy) 1  Ou Ou ' i
= 1_u.(,t, 5 +y By) (2.2)

uVu -
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Hu Ou dr or T (2.3)
_— = e——— = Y = Up—, #5
dr  Or da i dx T
du  Ou or ar Y (2.4)
Y 5 = 5 S U = Up— &1
Yody Ordy - dy : 7
sustituyendo (2.3) v (2.4) en (2.2)
T, Ak 4 Y.
Vu- M = -—-znf(;t:u,.i + yu,\g)
r r T T
1w, Uy
= —u(im‘2 + U_ryz)
roor r
1 %, .
= —uu(z” + y*)
2
= Ul,.
Luego
&,
r?uVu - (fy) = rluu,, (2.5)

sustituyendo (2.5) en (2.1)

1 P
lu(1,6)? = | / 2(r?uVu - E?i) + ru?)(r, 8)dr|
Jo

< /1 2(1-r21ev'u . -(—{-i}| + |r|[u?|) (r, 8)dr
Jo r
1
= / 2(r2|u||Vu| + ru?)(r, 8)dr
Jo
1
= / o(r|u||Vu| + w®)(r, O)rdr
Jo

integrando de 0 a 27

27 2 1
/ ]-u(l.,H)l""db‘SZ/ (/ (|ul|Vu| + u®)(r. 6)rdr)do
Jo o Jo
=2 /(]u”Vu} + u?)dxdy.
JQ

Como
27
/ lu|>d6 :/ lu(1,8)|°d6 = ||Ul|iz(asz)=
480 0

v usando la designaldad de Schwarz tenemos

’

[l 2 [ IullVuldzdy +2 [ wldzdy
40 JQ

<2( / |u[2d.:rdy)1/2( / [Vufzd.mdy)jfz +2/ u’dxdy
J§ JQ J Q2

= 2|ul| g2 | Vull 252y + 2[|uf

2
L2(9)
= 2|ul 20 [I Vel L2y + “U-{iizm)L entonces

el Fzoa) < 2l 2oy (1 Vull 2 ) + lullfzq)]- (2.6)



Como
2 2 /2
VullL2n) + l[ull 20y < (QHVUHEE(Q) + 2”’“-”;12(9;)[’0
= (2 / |Vuldady + 2 / |u|2dady) '
JQ
= / |\_u|“+[uJ {}‘T(iij)l/“
0
a1/ 0 )
= 21/2( / ((%) (ﬂ) + rlrdl,r)
JQ T
= 2Y2|u| g1 ().
Luego
21/ 1/2 1/2 o
HUHLQ{‘()Q) = ‘51/L”““LQ(Q)”U‘””Illg) (2.7)

Hemos probado esta desigualdad para funciones « regulares. Pero veremos que esta desigualdad tiene
sentido para todo « € H*(£) y en forma correspondiente para las funciones de este espacio, la restriccion
wlpn tiene sentido como una funcion de L?(69).

En ¢l ejemplo anterior podemos identificar L?(9Q) con L2([0,27]) usando la aplicacion 6 —
(cosB, senfl).

Proposicién 2.1 Sea Q el disco unitario en R?. Para todo u € H(Q), la restriccion ulpa puede ser
interpretado como una funcion en L*(98) y satisface la desiqualdad (2.7).

Prueba.
Como CHQ) es denso en H(Q), elegimos una sucesion (u;) en CH(Q) tal que

1 .
llw = wjll iy < =0 Vi (2.8)

s

Por (2.7) v la desigualdad triangular se tiene

5 1/2
”uk - '“'j”Lg((‘JQ) < C’S!lu.‘- - u’j”_{_/z(ﬂ)”u u.'”}fl(gz)
ii/g“uk - “j”H'(n} ‘
< VB[l — ull ey + v — ujll o)

1 1
VBI= + L1 Vi, V.

IA

IA

Lucgo (u;) es una sucesion de Cauchy en L2(9Q). Como este espacio es completo. existe v € L*(99)
tal que

lv = ujllL2(a0) — 0 cuando j — oc. (2.9)
Delinimos

'UJ(‘)Q = V.

Necesitamos verificar que esta definicion no depende de la sucesion particular que elegimos. Asi que
suponemos que () es otra sucesion en C(f2) tal que ||u — Villgrrgy — 0 cuando j — oo, por la
desigualdad triangular y por (2.7)

lv = ville2om) < v — wjll 200y + 1w — vill L2ga0)
< |lv = ujll 200y + VBlluj — vl gia

< |lv — ujll200) + 'iyg(““j = Ullg) + lle = vl gro))
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La expresion del lado derecho de la designaldad tiende a () cuando 7 — oc. Por lo tanto ulgn esta bien
definido en L2(99). Por otro lado se tiene

vl r200) — ||Hj\|;_,z“-)g)| < v = wjll 200
vde (2.9) Il p200) = imjsee U]l 200y También de (2.7) y de (2.8) se tiene

1/2
Jim Jlu 220 < Mm VBl gy lusll oy

Il

12
\/_H u||L (ﬂ)||”||1;1{ﬂ)' Entonces

: . 1/2 1/2
lullzzony < VBllull gyl fiqy-

Observacion 2.1 Notemos que la proposicion (2.1) no define puntualmente « sobre 99, pero si
afirma que ulgo € L?(9Q). Existe la posibilidad que u podria ser infinito en un subconjunto denso de
puntos sobre d0. En lo que sigue describiremos una generalizacion de la proposicion (2.1) a dominios
mas complejos.

3. Condicion de regularidad en la frontera de un dominio.

Introduciremos nna condicién de regularidad sobre la {rontera 9 del dominio €2.

Definicion 3.1. Sea f € L™(81), definiremos la norma de Lipchitz para f. denotado por ||| Lin)-

como @) — £
JUr) — )i
Ifllpipeey = I lpwy +  sup  ————=—

L YEQ, xFy E-I - 5”

el correspondiente espacio de funciones de Lipschitz es

Lip(Q) = {f € L=(Q) : | fll ipiery < o0}

Definicién 3.2. Sea £ C R" un dominio. diremos que §) liene frontera de Lipchitz si existen. una
coleceion de conjuntos abiertos Oy, un nimero real € > 0, un nimero natural Ny un. nimero real
M > 0 tal gque para todo x € OS) la bola de radio £ con centro = esta contenido en algin O; pero
no mds de N conguntos O; que tienen una interseccion no vacia con 1, y para cada uno de estos
O, NN =0, N8y, donde 2; es un dominio cuya frontera es el grifico de una funcién de Lipschitz &
satisfaciendo ||P;il| pip@n-1y < M.

El conjunto €, es

L

i3

Qi = {(a,y) € R",z € R*L,y < B;(a)}

Definicion 3.3. Diremos que 3G € C*', G C RY si la frontera OG se puede cubrir con un niimero finito
de superficies Fy, N —1 dimensionales, las cuoles en los sistemas de coordenadas locales adecuadamendte
elegidos (€1, ...,&N) tiene la representacion

donde g; € CY! para ||(&1... .. Ex)|l < rocon vy > 0. Se deseribe esto brevemente diciendo que la
frontera OG es una variedad C™' de dimension N — 1 con G localmente a un lado de OG.

Definicién 3.4. Sea f : G C RY — R, una funcién definida sobre una region acotada G no vacia.
Definimos la siguiente norma -

I fllox = = sup |[f(p)[+ sup M
peG pgeC, p#q lp — gl

con ¢l cual podemos definir el siguiente conjunto

H@) = {f €C@): I flloa < oo}. ver [2]



11

Teorema 3.1 Sea Q un dominio acotado en R, n > 1 y 90 € CY' entonces existe un operador lincal

continuo

B: HY () — L*(69)

con la propiedad de que para cada v € C1(Q) la funcién Bu : 9 — R es la funcién de frontera cldsica
de u. es decir Bu es la restriccion de u : Q0 — R a la frontera 99).

El caso en el cual u € H' () y Bu € L2(3Q) se llama funcién de frontera generalizada en .

Siwe HY ), entonces Bu=0 en L2(89) es decir Bu(x) = 0 para casi todo x € 9.

Observacion 3.1 El operador frontera B es importante para la formulacion de condiciones de frontera
en el sentido generalizado. Por ejemplo, sea v € H(Q) y g € HY(Q2). La condicién de frontera

u =g endfd

se entiende en el sentido

Bu = Bgen L*(09). ver [5]

Es decir Bu(z) = Bg(x) para casi todo x € 9€. La construccion del operador es como sigue Primero
se debe probar la desigualdad

“7-"”1[,3(89) < c:onst.liuHH:‘(m Yu e ¢! (S_)} (3.1)

o equivalentemente
N
2. ‘ 2 N2 e
u“ds < const. [ (u”+ Y (Dyu)*)dx
“Jan Ja o

Si Bu denota la restriccién de u : © — R a la frontera 9 en el caso w € C'(€2), entonces (3.1) puede
ser escrito como
| Bul|1290) < const.||ul|giq). Yu € (@) (3.2)

como C'() es denso en H'(9) el operador lineal
B:C'(@Y) c HY(Q) — L*(09)
se puede extender de manera tnica a u operador lineal continuo
B: H'(f) — L*(09), ver [1]

tal que (3.1) se cumple para todo u € H'(2). Explicitamente, obtenemos Bu de:
Sea u € H'(R). elegimos una sucesion (up) en C'(Q) tal que [Jup — ul|g1q) — 0, cuando n — oo.
Entonces [|Buy, — Bul|12(50) — 0, cuando n — oc o equivalentemente

(up — Bu)gds — 0. cuando n — .
J o5

Demostracién del teorema 3.1 en R.
Sean a v b niimeros reales, Q = [a,b] ¥ sea u € C*(2). Por el teorema del valor medio

) b
(b—a)™! [ u(t)dt = u(xg) para algin xy € [a, b]
Ja

entonces w(x) = jr} o' (t)dt + (b—a)™? f{? w(t)dt

€Ty
¢ = MiX,<z<p [u(z)|, para todo v € G*(N2). Por la designaldad del Hélder se tiene

Denotemos ||u

b - b ) L
llulle € (‘:(/ tL’g(t)dt)1’_+c([ u"(f)di)”z

a Ja

< 2cf|ul| g1 (). para alguna constante c.
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Entonces
u(a)® +u(b)? < 2||ull? < 8 ||ullF gy (3.3)

Como C*(£2) es denso en H(Q) existe una tnica funcién continua j : H*(Q) — C(Q) con j(u) = u, es
decir j(u)(x) = u(z) para casi todo z € £; los valores de frontera de « son dados por j(u)(a), j(u)(b).
Como C>(£2) es denso en H'(R), el paso al limite prueba que (3.3) se cumple para todo u € H'(Q):
donde después de tomar el limite, u(a) y w(b) se entienden como valores de frontera generalizadas.

Demostracion del teorema 3.1 en R™.
Para u € C'(2), demostraremos que

N

/ ulds < rf.[ [if2 + Z(Dju)g]d;r (3.4)
SO0 JQ

i=1

Para simplificar la notacién consideremos el caso n = 2. En el caso general se procede analogamente.
En una vecindad de un punto o € 9d€ elegimos un sistema de coordenada local (£, 1) donde la frontera
tiene la representacion local

n=%®(), —a<f{<a

v & es una funcion de Lipschitz y continua (aplicamos aqui las condiciones de regularidad que se dio
en las definiciones (3.1) v (3.2) ). Existe 2 > 0 tal que el conjunto S de todos los puntos (£, 7) donde
—a<E&<a B(E)— B <t <DB(E) esta contenido en ). Sea u € () entonces

- $(E)
u(E, B(£)) = [ i, -l )

donde ®(£) — 8 < t < ®(€). Aplicamos la desigualdad (A + B)? < 242 + 2B? v la desigualdad de
Holder:

' ®(g) .
u(€, B(€))? < 23 / u,,({,n)zdn + 2u(€. )2
Joe)-s
Integrando con respecto a t tenemos
2 O 2 2
Bu(€. ®(£))” <2 / [B%u,(€.7)° + (€, T})']dr}
JP(E)-13

Finalmente, integrando sobre el intervalo [—a, a] se tiene

/ Bu(é, $(E))%de < 2 / (8% + u?)da
. JS

-

2 2 2N I 35
< ['(ILE + up, + u”)dz. (3.3)
Js
Primero supongamos que £ € C', que v es la curva descrita por @, entonces

/ . f " (e, 0(6)° /T T (E)de

—a

y existe una constante cs tal que /1 + ®/(€)? < ca; luego

[ uds < ¢y / ’ u(€, B(€))%de (3.6)

oy -

y : - s " . . ! .
Si @ es una funcion de Lipschitz continua, entonces ®'(€) existe para casi todo €. Por otro lado

Lip(~a.0) € Wh(~0,0) = {f € Lhpe(~a0) s i ID* Flo( o < 6}
ja| <.



Luego existe una constante ¢y tal que

/uzds < r:'3/ u(€, D(€))2de (3.7)
De (3.5)

/ u(E, ®(£))%de < (—I /(ug + uffj + u?)dz

. Js

—a E

1 . . e
< —= [(-uf + 'u..‘.,)‘j +u)dz
B la ® '
De (3.6) v (3.7), para alguna constante ¢ se tiene
200 | (02 2 02V alla]]2 .
[ u-ds < ¢ /O(uf +uy, +u)dr = C,]EUHHJ(‘:Z). (3.8)

Como la [rontera 92 puede ser cubierta por un namero finito de vecindades en cada una de las cuales
la [rontera tiene representacion local, sumando las desigualdades correspondientes a (3.8) se obtiene
Jop utds < {'H””j-fl(_sz)‘

4. Conclusiones

1. Al estudiar las soluciones de las ecuaciones diferenciales se plantea con [recuencia condiciones a las
cuales la solucién debe satisfacer en cierta superficie fijada (n — 1)— dimensional, por ejemplo en 941,
Es por ello que se necesita generalizar la nocion del valor que toma una funcién definida en c.t.p. de
una superficie n — 1- dimensional .9, esto es la nocion de la traza de una [uncion en S.

2. Hemos demostrado para el caso S = 9%, que se obtiene para una funcion f € HY(Q) la
correspondiente funcién flpg en L?(9Q), que le llamamos traza de f en la superficie (n — 1)—
dimensional 9 (o funcién generalizada de frontera).

3. Se generaliza la formula de integracién por partes, para las funciones f.g en H'(Q)

/ fogde = [ fomds — / fgedu
JG JOQ JQ

donde = cos{n.z;) es el coseno del angulo entre la normal 7 exterior a la superficie J€ v el eje x;
mientras que las funciones f v g que se encuentran bajo el signo integral en @) son las trazas de estas
funciones en d¢2,
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