PESQUIMAT , Revista de la F.C.M. de Ila
Universidad Nacional Mayor de San Marcos
Vol. XV N°2, pp. 61-69, Lima - Perd, Marzo 2013

EL ESPECTRO DE FUCIK PARA UN SISTEMA ACOPLADO CON |

SOLUCIONES QUE NO CAMBIAN DE SIGNO

Santiago César Rojas Romero !

Resumen: En este trabajo se estudia el espectro de Fucik para el siguiente sistema de
ccuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden

—u = Atvt — A"~ en (0,1},
—v" = Atut —p~um en {0,1),
Bu=Bv=0 en {0,1} ,

donde Bu = 0 representa las condiciones de frontera tipo Dirichlet o tipo Newmann.

Se estudia el caso en que las soluciones no triviales (w,v) del problema. conservan su
signo en todo el intervalo (0.1} vy se obtiene como resultado que para el problema
tipo Dirichlet, el espectro de Fucik estd formado por la unién de un plano y un cilindro
hiperbélico, mientras que para el problema tipo Newmann el espectro estd formado por los
planos cartesianos.
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THE FUCIK SPECTRUM FOR A COUPLED SYSTEM WITH NO
CHANGING SIGN SOLUTIONS

Abstract: In this work we study the Fucik spectrum for the following system of second
order ordinary differéntial equations

—u” = Atet —A"e™  in {0,1),

—v" = Atut —pTum in 0,1),

Bu=Bv=0 on {0,1} .

where Bu = 0 represents the Dirichlet or Newmann type boundary conditions.

We study the case in which the nontrivial solutions (u,v) of the problem, keep their sign
in the whole interval (0.1} and we prove: the Fucik spectrum for the Dirichlet problem
is the union of a plane with an hyperbolic cylinder, while for the Newmann problem. the
Fucik spectrum is formed by the cartesian planes.

Key Words: Fucik spectrum. coupled system, Fucik surfaces.

1. Introduccién
El Espectro de Fucik para el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden
"o 4.+ o T

—u" = Attt — A7w en (0,1),

v = Atut —pmu” en {0,1),

Bu=Bv=0 en {0,1} .
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62 El espectro de Fucik para un sistema acoplado

donde Bu = 0 representa las condiciones de frontera tipo Dirichlet o tipo Neumann. es el conjunto
E={(At, \",u)e R? / A" >0 y (1) tiene soluciones no triviales } .

El estudio de este espectro fue motivado por uno de los problemas formulados por Fucik [4] el cual
plantea describir el conjunto de todos los pares (a,b) tales que el problema de valor frontera de cuarto
orden

(i)

u =aut —bu” en {0, ),

u(0) =d"(0) =u(r) = u"(7)=0
tienc nna solucién no trivial. El problema resulta equivalente a (1) con AT = = .
La nocion de espectro de Fucik fue introducida en los trabajos de Fucik |3] y Dancer 2| para el operador
2
d

T decir el espectro del caso escalar de (1)
dx

—u" = Atut —A"uT en (0.1),
(2)
Bu==10 en {0,1},
el cnal en la actualidad esta completamente descrito y se conoce explicitamente sus elementos. Inclusive
para condiciones de [rontera mas generales (ver por ejemplo Rojas [7]), se conoce el espectro de Fucik
de (2).
Ahora, nuestro oll)jet.ivol\ es estudiar el espectro de Fucik de (1) ¥ conocer alguna parte de él.

Escribimos X =Xy U 2, ., donde X; denota la parte trivial

Si={(\T. A p)eR / A >0 y (1) tiene
soluciones no triviales que no cambian de signo } (3)
v ¥, denota la parte no trivial
Tu={(\" A u)eR? / XE uT >0 y (1) tiene
soluciones no triviales que cambian de signo } . (4)
En este trabajo damos una descripeién completa de £, . En la seccién 2, demostramos que el Espectro
de Fucik ¥ para el sistema acoplado (1.1) es no vacio y tiene algunas propiedades de simetria. En
la seccion 3. a partir de (1.1) deducimos algunas identidades que utilizaremos en la demostracion de
nuestro resultado principal. Finalmente, en la seccién 4, demostramos el resultado que permite describir
¥, tanto para el caso Dirichlet como para el caso Newmann.
2. Propiedades basicas del Espectro ¥

Aqui vemos que se verifican las siguientes propiedades:
Lema 2.1. El espectro de Fucik Z: es no vacio.

Demostracion. .

l
, de® " . o
Newmann) v ¢, su respectiva autofuncion. Es decir, se verifica

Sea Ap un autovalor de — ( M = k*x? para el caso Dirichlet, A, = (k — 1)>72 para el caso
—(f)ﬁ = )\k (;Dk en (0 1) "
Bor =0 en {0,1} ,

donde B = 0 representa las condiciones de frontera tipo Dirichlet o Newmann. Entonces (u,v) =
(. 0p) es solucion del problema

—u" =X, v en (0,1),
—v" = A u en {(0,1),
Bu=Bv=0 en{0,1}.



63

Y como o = ¢ — &, . concluimos que (Ap, A Ap) EE,VE>1. g
Ahora vemos que X, tiene las siguientes simetrias.

Lema 2.2. Si (AY,A",u") € Zpt con las correspondientes soluciones no triviales (u,v) de (1),

entonces

L (AM.u= A7) € E con correspondientes soluciones no triviales (v, u)

o~

—
—— s ML AT : : .
2. (v AT, ,\'T"\/f\—_._ Aty [ — ) € Xy con correspondientes  soluciones no  triviales
s o

\ u
(—u. — /\év )
\1} 1

Demostracion.

1. Es inmediato de (1) .
2. Por hipdétesis se Liene que
-’ = ATt =A™ en (0.1),

=" =Xtut —pTuT en (0,1),

Bu=Bv=0 en {0,1} .
Como u™ = (—u)" ¥y v~ =(—u)" . entonces Vd >0 se cumple
AT 5 At .
T = (?—)(fd'v)+ - (T)(ﬂ)v)“ en (0,1),
(
(0v)" = (Sp)(—u)t — (SAT)(—u)~™  en (0.1},
B(—u) = B(—dv) =0 en {0.1}
v tomando & tal que — = du~ tenemos el resultado. g
4

3. Algunas identidades importantes

Aqui obtenemos algunas identidades que usaremos en la siguiente seccion para la construceion de X, .
Empezamos multiplicando la primera ecuacion de (1.1) por v, la segunda por u e integrando de 0 a
1. para obtener

3 3 1 i,
/ ‘Il.fl.’,dt ] )\+ / (‘l.!+)2 — (A-f_ + )\—) [ ('l.’+){'b‘_)(H. + /\_ / (l.‘—}:z['[’t
40 S0 0

40
4"
1 1 1 1 .
/ w'dt = pt / (wt)? — (At + ) / (uM)(u™)dt + p~ / (u)%dt
J0 JO 40 J0
pero como  whw™ =0, Yw , entonces

.1 1 1
/ u'v'dt = At / (T2 + A" / (v~ )2dt
40 40 JO
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Ahora. multiplicando la primera ecuacién de (1.1) por u, la segunda por v e integrando de 0 a 1.
tenemos

1 _ 1 1
[ (Whrdt = At /( (v )udt — }\/ (v )udt v (6)
JO JO ]

'/:(?:’)” it = )\+.[01(u+)v dt — pi~ Li(“—) - .

Mientras que usando solo la parte positiva de wu , obtenemos
1 1 1
/ () (u) dt = AF f (vF)(uT)dt — A~ f (v ) (ut) dt,
J0 0 0

de donde

1 1 1
[ [(u™Y|?dt = AT / () (W) dt — A~ [ (v ) (™) dt. (8)
JO J0 J0

Pero usando solo la parte negativa de u , obtenemos

1 1 1
f (W) (™) dt = AT [ (P (u)dt — A~ [ (v™ ) (u")dt,
( /0 J0

vy de ahi que

1 1 1
“Y|2dt = =At ) (u™ - v )(u)dt. g
L [(w™)[“dt = —A fo(v ™) dt + A /0( J(uw™)dt (9)

Procediendo andlogamente, con las partes positiva y negativa de v, obtenemos
1 ‘ 1 1
/ |(vt))2dt = A+/ (uF)(vT) dt — p~ / (u )(et)dt ¥ (10)
Jo 0 J0

1 1 1 E
~Y|2dt = — wT v )@ v ) (v ) dE .
Jeyizae = o [an)e e [ (11)

J0

De otro lado, para el problema tipo Newmann, se sabe que la primera autofuncién es ¢y =k # 0
Multiplicando las dos ecuaciones de (1.1) por ¢ = k e integrando de 0 a 1 ., obtenemos

1 1 1
0 =/ || dt =/\+/ (1;+)qbldth_/ (v )y dt y
0 0 J0

1 1
= }‘+f (ut)prdt — p~ / (w™ )y dt .
0 J0

1 1 1 1
X / vhdt =X~ [ v dt v At / utdt = p” / u” dt . (12)
/0 0 V0 40

Sin embargo, para el problema tipo Dirichlet no llegamos a ecuaciones andlogas. Mas bien, obtenemos
otras identidades también muy ttiles. Multiplicando ambas ecuaciones en (1.1) por ¢; e integrando
de 0 a 1 , obtenemos

1 1 1 1 1
)\"rf vtéydt — N / v gy dt =,/ u'¢l dt = —-f ugidt =X [ (vt —u")o dt
0 J0 0 ) 0 0

1 1 1 1 1
A* / uty dt — p~ / u” ¢y dt = / o' dt = — [ vy dt = X\ / (vF —v7 ) dt .
Jo Jo Jo Jo Jo

de donde
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Sumando v luego restando estas dos filtimas ecuaciones. llegamos a

1 -1
(A g A1) / .!-‘"["{;")1 dt + (/\‘L - A1) / uf;'([)}_ dt
i J0O

J0

1 1
= (AT = A1) vTopdt + (T — Ay) / w” ¢y di (13)
Jo ;

0

1

1
(A" + }\1)] vtordt — (AT + Al)f uT ¢y dt
0 0

1 |
= (AT 4+ X)) vTopdt — (T + )\l)/ u" g dt . (14)

J0 0

4. Soluciones que no cambian de signo

Aqui se deducen las propiedades de las soluciones no triviales de (1.1) correspondientes a los puntos
en £ . Primero consideramos el caso Dirichlet.

Proposicién 4.1. Sea (u.v) una solucidn de (1) con condiciones de frontera tipo Dirichlet y
coeficientes My p~, entonces

1. Ambus u y v cambian de signo o ninguna de ellas.

2, 81 u y v no cambian de signo, entonces ambas son mailtiplos no nulos de ¢ y uno de los
coeficientes es igual @ Ay mientras que los otros dos pueden ser cualquier mimero real. En
particular, si normalizamos las autofunciones, tenemos los casos

u=v=d1 y =X,

u=wv=—¢ Yy AT =pu" = A, (1)

Demostracion.

1. Supongamos que u no cambia de signo. Sin pérdida de generalidad, supongamos que u >0 y
AT > 0. De (11) tenemos que f[]] |(v™)'|? <0.Deahique (v™) =0 .luego v~ = k (constante) .
De esto se deduce que v~ =0 y por tanto v > 0 en [0,1]. Entonces v no cambia de signo.
Analogamente se demuestra que si w < 0 también v < 0 en [0, 1].

Ahora supongamos que u cambia de signo, entonces vt #0 v u” #0.

Si v>0.entonces v~ =0 yde (8) y (9) tendriamos AT =0, v" =k v v = k. con lo
cual u = k (constante) , lo cual es una contradiccion pues u* % 0 . Lo mismo ocurre si v <0 .
Por tanto, v cambia de signo.

2, Sean w v v que no cambian de signo. Por la parte 1, solo debemos considerar los casos en que
u v v tienen el mismo signo.

s Caso w.v>0:
Por (6), tenemos que AT > 0.
Afirmacion: AT =\
En efecto, de (13) tenemos

1 1
()|+ - M) [/ v dt + / ‘ll(,-f?lfft} =0,
JO JQ

g

>0
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v de ahi que At = Ay . Luego, el sistema (1) queda como

—u' =\ v en (0,1),

v = Mu en (0,1},

u(0) =u(l)=0 , ©(0)=wv(1)=0,
el cual es equivalente a
w™ = Xwu  en(0,1),

v =Xv  en{(0,1),

w(0) = u(1) = u"(0) = w"(1) =0,
v(0) = »(1l) = 2M0) =+"1) =0,

cuya solucién general es

u(t) = AeVMt 4 Be™VMl 4 Ceos(VALt) + Dsen(v/Art),

w(t) = —AeV Mt~ Be VAL L C cos(v/A1t) + D sen(y/A ).
De ahi por las condiciones de frontera resulta
u(t) = v(t) = Dsen(v/ A1),

es decir w y v son miltiplos de ¢, . Mas ain, normalizando. tenemos que A" =X, y
u=uv=q¢.

s Caso u,v <0:
Por (6) v (7). tenemos que A~ >0 v pu~ > 0.

Afirmacion: A” =0\ y pu~ = %)\1_ ., para algin 4 > 0.

En efecto, como uw = —Aj1¢d1, v=—As¢1, A1, A2 >0, de (13) v (14) tenemos
A" = M)+ A= = M) =0,
A (AT 4+ M) = Aa(p”+ X)) =0.

De ahi, sumando y restando estas dos ecuaciones, llegamos a

con lo cual se tiene la afirmacion.

-
Asiresulta A—p= = A}, § = = y el sistema (1) queda como

—u’ =dMv en (0,1),
" A1

U =—1Uu en (0, 1),
7 3 U en (0,1),

uw(0)=u(1)=0 , #(0)=v(1)=0.

Resolviendo como se hizo en el item anterior, obtenemos

'u:—kgﬁl y ‘UI—"A-;(:')l k>0
)

A~

e

Luego w=4dv, es decir u= v=—ke¢ , k>0.Y normalizando. concluimos que

AM=pT=M Yy u=v=—9¢1.



Ahora veremos el resultado correspondiente al caso Newmann.
Proposicion 4.2. Sea (u,v) wuna solucién de (1) con condiciones de frontere lipo Neumann y
coeficientes &= y p~ . enlonces

1. Ambas u y v cambian de signo o ninguna de ellas.

2,51 w y v no cambian de signo. entonces ambas son maltiplos de @1 (una de ellas puede ser cero)
y uno de los coeficientes es A = 0, mientras gue los otros pueden ser cualquicr nimero real. Si
ambas uw y v no son cero, entonces dos de los coeficientes deben ser Ay = 0. En particular, si
normalizamos las autofunciones tenemos los siguientes casos

u=v=¢; y At =0,
u=v=—¢1 y A =pu =0,
u=¢) (resp.u=—¢1),v=0 y A" =0 (resp. u= =0),
u=0,v=0¢; (resp.v=—¢1) y AT =0 (resp. \~ =0).

Demostracion. Aqui (12) es de gran utilidad, en particular porque de ahi se deduce que AT, A7 y
(1~ tienen el mismo signo.

1. Sea u que no cambia de signo. Supongamos u > 0, estoes ut =u y u~ = 0. De (12)
tenemos que AT = 0. Luego, la segunda ecuacion de (1) queda v” =0 y por las condiciones de
frontera resulta que v es constante, es decir v no cambia de signo.

2. Sean w vy v que no cambian de signo. Consideremos el caso w,v > 0 . esto es
um =u,u" =0, vt =v, v =0.De (12) resulta At = pu* = 0 . con lo cual el
sistema (1) queda como

v =0 en{0,1),
=0 en{(0,1),
W (0)=v'(1) =0, v'(0) =2'(1) =0

v de ahi que w y v son constantes. Luego, u = Fki¢; v v = ko)1 ( &1 = k para el caso
Neumann). En particular wu=¢1 y v=¢1 .

Elcaso u =10 nosda At =0 y v = ky¢y . En particular, cuando A* =0 tenemos u=0 y
v = ¢ . Los demés casos se prueban anilogamente. g

Asi, hemos demostrado que la parte trivial ’f}t tiene la siguiente forma:
= Para el caso Dirichlet -
Se={M=M}JU{A, 0 >0, A\ p =22}
donde el plano { AT = A; } corresponde a la familia de soluciones u = v = k¢

mientras que la superficie { A7, 4~ >0, A7p™ = x\? } corresponde a la.familia u =

—keoy . k>0,
s Para el caso Neumann
Si={M=0}u{r=0}u{u =0}

donde el plano { A* =0} corresponde a las soluciones { u = ky¢1, v = ko¢y, k1. ko >0},
el plano { A7 =0} corresponde a las soluciones { v =0, v = —d; } y el plano { g~ =0}
corresponde a las soluciones { u= —¢; , v=10}.
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