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RESUMEN

En esta primera parte se revisan las técnicas cominmente usadas en la determinacién de parametros

de modelos matematicos no lineales.
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ABSTRACT

In this first part we shall decribe several techniques which have been effectively employed to estimate

nonlinear model parameter.
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INTRODUCCION

El andlisis de regresion es la aplicacién de
métodos matematicos-estadisticos al anali-
sis de datos experimentales y el ajuste de
modelos matematicos a dichos datos me-
diante la estimacién de parametros descono-
cidos del modelo.

Desde el punto de vista del analisis de regre-
sion, los modelos se clasifican en modelos
lineales y modelos no lineales. Un modelo es
lineal si tiene una combinacién lineal de los
parametros como por ejemplo

N =B+ Bix; + Byxy + Byx;x, + By Inx,

Donde Bj son los parametros, x, son las varia-
bles independientes o controladas y n es la
variable dependiente o la variable respuesta.
Un modelo no lineal en los parametros y en
la variable independiente es por ejemplo:

n :\/Bo + Bix; + Byx,

Asi, un modelo es lineal con respecto a los
parametros si la primera derivada parcial de
la variable dependiente respecto a cada uno
de los parametros no es una funcion de los
parametros.

La determinacion de parametros 6ptimos de
un modelo, por ajuste con datos experimen-
tales, consiste en minimizar la funcién suma
de los cuadrados, es decir, buscamos

Minimizar @= iwt [Y, =N (¢, B; )]2 M
=T

Donde Y, son los datos experimentales y n
representa al modelo no lineal:

N =N(X[,X5 e Xy Bis B B)

En la ecuacion 1, w, representa la calidad o
peso de los datos experimentales (varia en-
tre 0y 1).
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El analisis de regresion supone:

1) El valor observado de Y, es aleatorio
alrededor de n, . Se denomina ecuacion
de regresion:

Yi=n. +¢

2) Lavariable independiente, x, esta libre de
error. Ambas variables x, Y son continuas.

3) Loserrores g son variables aleatorias con
una media esperada alrededor de cero, de
varianza constante y estadisticamente son
independientes.

4) La varianza de ¢ es la misma que la
varianzade Y,

5) Los errores ¢ tienen una distribicion
normal. Esta suposicién convierte a
cualquier técnica de ajuste en el método
de los minimos cuadrados.

En general se consideran dos tipos de erro-
res. Uno es el error en la medicién de la varia-
ble dependiente; el otro es el error en la for-
ma del modelo. Si los errores de medicion y
del modelo estan presentes en un experimen-
to, € debe representar la combinaciéon de
ambos efectos.

TECNICAS DE OPTIMIZACION

La solucion de la ecuacion (1) es un proble-
ma de optimizacién de funciones donde los
parametros [31. son las variables. Las técnicas
de optimizacién pueden dividirse en dos gru-
pos, los que no usan derivadas y las que usan
derivadas. Entre las que no utilizan derivadas
tenemos el método Simplex. Entre los que
utilizan derivadas tenemos el método de
Gauss-Siedel (o0 Newton-Raphson), el méto-
do de la gradiente y el método de Marquardt.

Dichas técnicas utilizan procedimientos
iterativos cuya estrategia general es la si-
guiente:

1) Supone valores iniciales para el vector de
parametros B, llamado también punto
base. Donde 8 son los estimados de los
verdaderos parametros [3.

2) Se calcula la direccion de exploraciéon B,
que debe seguirse desde el punto base, en
busca del minimo de la funcién objetivo @.

3) Selecciona la distancia T, que se debe
recorrer en la direccién calculada en el
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paso anterior. Este se le considera como
un factor de aceleracién y es un escalar
cuyo valor oscilaentre Oy 1.

4) El nuevo vector de parametros de la
siguiente iteracion (k+1)se calcula como
sigue:

bkt =bk + t BX @)

El método Simplex de Nelder y Mead

Este método esta basado en la comparacion
de los valores de la funcion objetivo en (m+1)
vertices de un simplex general y moviendo el
simplex hacia el punto 6ptimo. Este movimien-
to es conseguido a través de tres operacio-
nes basicas: reflexion, contraccion y expan-
sion.

Sea el vector columna de los estimados ini-

= T
Vm+1_(n+b1,77+b2,7'[+b3 .......... 7T1+bm)

Donde

_Bm+1-1+m0, _ OUm+1-10

m=F S, T=F——
g w2 g o m2 g

y S es un factor de escala.

La funcién objetivo ¢ de la ecuacion (1) se
calcula en cada uno de los vertices y de este
conjunto determinamos @, ., @,..ndo mayor

Q,enor @Si cOMo los correspondientes
parametros bj .

Las tres operaciones basicas del método son:

reflexion(r)

b]r - (1 +a) b;entroide -a b;nayor , a >0 (3)



expansion(e)

e _ r _ centroide
b =y b; +(1=y)b; , r>1 @)
contraccioén(c)
bf - B b;nayor +(1 _B)b]ge'1tl*oide’ 0< B <1 (5)
Donde:

m+l

quemroide — z b. (6)

La sumatoria no incluye al vector de
pa}rgmetros que corre§po.nde al Prrayor Los co-
eficientes toman los siguientes valores o =1,
y=2, 3 =0.5. El criterio para terminar la bus-
quedaes:

da-ef <7 )

@ : es el promediodetodoslos @

donde T es un nimero pequefio seleccionado.

Los pasos del método son:

1) Se calculan los vértices bmaver, psegundomayor
b™eery el centroide beeide | a prueba de
convergencia se verifica segun la ecuacion
(7).

2) Elvector b™r es reflejado y se calcula el
valor de @'(b") .

3) SI (psegundo mayor s= (pr >= (p menor’ Iuego bmayor
es reemplazado por b’ y el proceso se
repite desde el paso 1.

4) Si@"(b") < @ ™ se expande el simplex
en la direccion b'-beenteide | g expansion
continua si es que @° < @ ™" y en este
caso b™»°r es reemplazado por b®. Sino
fuera el caso se reemplaza b™»° por b'.

5) Silarefexion del paso 2 produce un vector
b" tal que @ > @ > @regunde maver gg
reemplaza b™»° por b"y procedemos a la
contraccién. La contraciéon también se
aplica si @ >= @ ma°r,

6) Si@m™or>@°, luego b™»° es reemplazado
por bey el proceso se reinicia desde el

paso 1. Si por otro lado, @ ™ <= ‘el
simplex actual se quiebra alrededor del
punto b’ que se calcula como sigue:

b' =0.5(b' + bmr), i=1,2...m+1

y comenzamos en el paso 1.

El método de Gauss-Siedel

Este es uno de los métodos que requiere
calcular derivadas de forma analitica o nume-
rica. El método, denominado también de
Newton-Rahpson, consiste en linealizar el
modelo a través de la serie de Taylor trunca-
da para luego resolver un sistema de
ecuaciones lineales. A través de un proceso
iterativo, el método estima nuevos parametros
gque minimizan la funcion de la ecuacion (1).

Sea el modelo:
n=n(x;,Xy . Xgs Bis By seenn. B..)

Se expande el modelo al truncar el modelo a
solo los dos primeros términos:

nny + 1Ep a(ﬁ )

Reemplazando esta ecuacién en la ecuacion
(1) obtenemos:

(pmiwigwi_(ni)o_iaaia(p —b; k

Hon H _ ON(x),Xs,...x,,b1 b3 ,..by)
P b 0B,

Donde b,%b,°....b_°son los estimados inicia-

les de los parametros.

Se deriva la ecuacién 8 respecto a cada
parametro e igualamos a cero. Se obtiene
un sistema de ecuaciones que después de
acomodar y empleando notacién matricial
resulta en la forma siguiente:

(X"WX)°B=( X'WE)°® ©)
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Despejando B:

B’ =[ (X'WX)'](X"WE)’  (10)

Donde:
on,  om Gmg
Bl aBZ aﬂm O D'BI _bl O
o, 0Ny o, Bﬁ .0
_Dbg, o8, ~ ~ oB,0 2702
x =08 6,0 D .
o : O 0 O
o. . .. . D O - O
on, on, 91, 0 B, ~ b,
.. m m Oyl
B 0B, B, b,
Gy 0 00 ) -m O
Jo oUd %’ -0,
00 w2 0 271
w=[. o E=0 . O
O 0 ] O
O- 0 o - O
HO 0 Wa axn ajn - alxl

En la matriz X, las derivadas se evaluan para
cada valor de las variables independientes
correspondientes a un dato experimental i =
1,2, n. X" es la matriz transpuesta de
X.

Un problema de este método es que la ma-
triz (X™'wX)° puede ser singular (vectores co-
lumna linealmente independientes).

Después de determinar el vector de explora-
cion B de la ecuacion (10), los siguientes va-
lores del vector de parametros b se calculan
de la ecuacion (2) y se continua con el es-
quema iterativo hasta alcanzar cierta toleran-
cia prefijada para el valor de la funcién @cal-
culada de la ecuacion 1.

El método de la gradiente

A diferencia del método de Gauss-Siedel, este
método linealiza la ecuacion (1)

(pD(p0+jZEpB H)(ﬁ -5 )

El vector gradiente de ¢ se define como si-
gue:

_ 095, 05 9% 5
B, 0B,
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donded,, d,, ......... 9, son los vectores unita-
rios en las direcciones de los parametros 3,
¢, B respectivamente. El vector
gradiente evaluado en el vector b°® es equiva-
lente al término de derivada que aparece en

la ecuacion de expansion.

El negativo del vector gradiente direcciona la
busqueda hacia el valor minimo de la funcién
objetivo, es por eso que a este método también
se le conoce como el de descenso brusco.

El método recomienda construir el vector uni-
tario como sigue:

6(06 +67(05 + +7a¢6

Dp _ 3B ' 0B, ° B, "

Bl \/G(p ) a(pé 1)

Los componentes negativos del vector unita-
rio evaluado en b? determinan al vector de
exploracién B, en direccion del minimo, asi
por ejemplo:

Hoe
=

E:II:I:I

— 0 _
B;=B;—b; =~

Se calcula todos los Bj y se determina el
vector B, el mismo que se reemplaza en la
ecuacion 2 y se continda la iteracion.

Al inicio se avanza rapidamente hacia el mi-
nimo, pero luego la velocidad de convergen-
cia se hace lenta. El negativo de la gradiente
de @ apunta en la direccion que minimiza @
solamente en una regiéon local y no en direc-
cién de un minimo global de @.

Método de Marquardt

El método de Marquardt es una combinacién
del método de Gauss-Siedel y del método de
la gradiente. En la ecuacion (X'wX)° B® =
(X"WE)° se demuestra que el término del lado
derecho es igual a:
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Luego tenemos 2 (X'wX)B =-@T.

Marquardt introduce el factor t (tamafio del
paso) en la ecuacion anterior y resulta:

(2 X'wX + t 1) B =-0¢"

Donde I es la matriz identidad. Cuandot=0
tenemos el método de Gauss - Siedel, ysit
tiende al infinito tenemos al método de la
gradiente.

El método de Marquardt busca la solucién de
la ecuacioén 9 transformandola a la forma:

(A +t)B=C (12)
donde A=XwX y C= X'wE.

Para efectos de calculo se recomienda mul-
tiplicar la ecuacion 12 por la matriz diagonal
D, cuyos elementos estan dados por:

-1
d; =(a;) % (13)
La ecuacion 12 queda ahora:

D(A +t1)DD' B =DC

(DAD +tD?)D" B =DC
(A* + tD?) B*=C* (14)

Donde los elementos de las matrices A*, B*
y C* son respectivamente:

a; = diidjj(aij) (15)
Cj‘ =d e, (16)
bi=b,ld, A7)

El valor de t se selecciona de la siguiente
manera:

Sea v>1y tk'elvalordeten laiteracién
anterior (valor inicial t°=0.01). Se calcula

@t ")y @(t '), luego:

1. Si@(t*'/v) <= @* luego se hace tk=t*"/v.

2. Sig(t<'v)>g@ky @(tk") <= @k luego se
hace tk=t*,

3. Si@(tc'v)> @y @tk") > @ seincrementa
t por multiplicaciones sucesivas con v
hasta que @(t 'v) <= ¢. Luego se hace t
k= vtk

La ecuacion 12 o la ecuacién 14 deben resol-
verse para determinar el vector de explora-
cion B o B* respectivamente. Con la ecua-
cién 2 se calcula los nuevos parametros para
la siguiente iteracion.

ANALISIS ESTADISTICO

Ademas de estimar los parametros del mo-
delo, debe obtenerse alguna medida de la dis-
persion de los parametros estimados y de la
dispersion del valor de la variable dependien-
teY.

Intervalo de confianza de los parametros

El intervalo de confianza se estima de la si-
guiente ecuacion:

bk _tSSY’\ al-l- < Bk < bk +tSSY“ al»l» (18)
Donde:

a, son los elementos de la diagonal principal
de la matriz A,

b, es el k-ésimo parametro estimado del
parametro verdadero 3,

t_ es la variable aleatoria t-Student y se deter-
mina de tablas para (n -m) grados de libertad
y 97.5% de confianza,

s, representa la desviacion estandar entre el
valor experimental repetido y el valor del mo-
delo, de la variable dependiente. Para esti-
mar s, se necesita conocer la desviacion
estandar de los errores experimentales, si
este no se conoce se reemplaza s, por la
desviacion estanadar de los residuales s :

»_E'WE _ ¢

Sy

n—-m n-m (19)
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Donde s_es una medida de la falta de ajuste
del modelo a los datos experimentales.

La matriz de los coeficientes de
correlacion

Los intervalos de confianza estimados con la
ecuacioén 18 son validos para cada parametro
de forma independiente siempre y cuando
éstos no estén correlacionados. Usualmente
los parametros estan correlacionados, sien-
do necesario cuantificar dicha correlacion a
través de la matriz de correlacién R cuyos
elementos son:

a.::
)
o= ij

if [ aqa (20)

Donde a, son los elementos de la matriz A™:
At =( X™w X)

La matriz R es simétrica y sus elementos r;
tienen valores en elrangode -1 a1, y repre-
senta la correlacion existente entre los
parametros b,y bj. Cuanto mas préoximo a /1/
es el valorde r,, mayor es la correlacion entre
los dos parametros, lo que implica que es
muy dificil de obtener estimados independien-
tes de los parametros con los datos experi-
mentales disponibles. Una correlacion nega-
tiva entre dos parametros indica que los erro-
res que originan que el estimado de uno de
ellos sea elevado, también originan que el
estimado del otro sea bajo.

La regiéon conjunta de confianza de los
parametros

Los intervalos de confianza calculados de la
ecuacion 18 representan rangos individuales
e independientes. Normalmente los
parametros estan, en alguna medida,
correlacionados.Es decir no es posible de-
terminar el valor de un parametro sin que afec-
te al otro. La correlacion entre los parametros
se observa de la construccion de la regién de
confianza conjunta. El lugar geométrico que
encierra esta region se estima de la ecua-
cién 21:
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B-b O
(B =B (B = B IX X e EE stmEy
@m _blﬂa

1)

Donde s, se reemplaza por s_cuando no se
concoce la desviacion estandar de los erro-
res experimentales.

La funcion estadistica F(m, n-m) se determi-
na de tablas con un nivel de significancia 1-a
y con grados de libertad: m, n-m.

CONCLUSIONES

Las técnicas matematicas que se usan para
determinar parametros por un analisis de re-
gresion requieren el desarrollo de algoritmos
para ejecucion en computadora. Existe en la
literatura especializada muchos algoritmos de
técnicas que son modificaciones mejoradas
de las que hemos presentado aqui.

En lo que sigue, presentaremos ejemplos de
calculo y los algoritmos correspondientes en
un programa de computadora de facil uso que
permita al lector asimilar las técnicas mate-
maticas empleadas en el analisis de regre-
sion no lineal.
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