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ANÁLISIS DE REGRESIÓN NO LINEAL:1-TÉCNICAS  PARA DETERMINAR PARÁMETROS
Javier Armijo C.Facultad de Química e Ingeniería Química, Universidad Nacional Mayor de San Marcos

RESUMENEn esta primera parte se revisan las técnicas comúnmente usadas en la determinación de parámetrosde modelos  matemáticos no lineales.Palabras claves: Análisis, regresión, no lienal, modelos, parámetros.
ABSTRACTIn this first part we shall decribe several techniques which have been effectively employed to estimatenonlinear model parameter.Key words: Analysis, regression, nonlinear, models, parameters.

INTRODUCCIÓNEl análisis de regresión es la aplicación demétodos matemáticos-estadísticos al análi-sis de datos experimentales y el ajuste  demodelos  matemáticos a dichos datos me-diante la estimación de parámetros descono-cidos del modelo.Desde el punto de vista del análisis de regre-sión, los modelos se clasifican en modeloslineales y modelos no lineales. Un modelo eslineal si tiene una combinación lineal  de losparámetros como por ejemplo
1421322110 ln xxxxx βββββη ++++=

Donde βj son los parámetros, xi son las varia-bles independientes o controladas y η es lavariable dependiente o la variable respuesta.Un modelo no lineal en los parámetros y enla variable independiente es por ejemplo:
22110 xx βββη ++=

Así, un modelo es lineal con respecto a losparámetros si la primera derivada parcial dela variable dependiente respecto a cada unode los parámetros no es una función de losparámetros.La determinación de parámetros óptimos deun modelo, por ajuste con datos experimen-tales, consiste en minimizar la función sumade los cuadrados, es decir, buscamos
[ ] )1(),(1
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Donde Yi son los datos experimentales y ηrepresenta al modelo no lineal:
),.......,,,.........,( 2121 mqxxx βββηη =

En la ecuación 1, wi representa la calidad opeso de los datos experimentales (varía en-tre 0 y 1).
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Rev. Per. Quím. Ing. Quím.  Vol. 7  N.º 1, 2004.  Págs. 66-72El análisis de regresión supone:1) El valor observado de Yi es aleatorioalrededor de ηi . Se denomina ecuaciónde regresión: Yi = ηi + ει2) La variable independiente, xk está libre deerror. Ambas variables x, Y son continuas.3) Los errores εi  son variables aleatorias conuna media esperada alrededor de cero, devarianza constante y estadísticamente sonindependientes.4) La varianza de εi es la misma que lavarianza de Yi.5) Los errores εi tienen una distribiciónnormal. Esta suposición convierte acualquier técnica de ajuste en el métodode  los mínimos cuadrados.En general se consideran dos tipos de erro-res. Uno es el error en la medición de la varia-ble dependiente; el otro es el error en la for-ma del modelo. Si los errores de medición ydel modelo estan presentes en un experimen-to, ε debe representar la combinación deambos efectos.
TÉCNICAS DE OPTIMIZACIÓNLa solución de la ecuación (1) es un proble-ma de optimización de funciones donde losparámetros βj son las variables. Lás técnicasde optimización pueden dividirse en dos gru-pos, los que no usan derivadas y las que usanderivadas. Entre las que no utilizan derivadastenemos el método Simplex. Entre los queutilizan derivadas tenemos el método deGauss-Siedel (o Newton-Raphson), el méto-do de la gradiente y el método de Marquardt.Dichas técnicas utilizan procedimientositerativos cuya estrategia general es la si-guiente:1) Supone valores iniciales para el vector deparámetros βββββ, llamado también puntobase. Donde βββββ son los estimados de losverdaderos parámetros βββββ.2) Se calcula la dirección de exploración ΒΒΒΒΒ,que debe seguirse desde el punto base, enbusca del mínimo de la función objetivo φ .3) Selecciona la distancia τ, que se deberecorrer en la dirección calculada en el

paso anterior. Este se le considera comoun factor de aceleración y es un escalarcuyo valor oscila entre 0 y 1.4) El nuevo vector de parámetros de lasiguiente iteración (k+1)se calcula comosigue:
                     bk+1 =bk + t Bk (2)
El método Simplex de Nelder y MeadEste método está basado en la comparaciónde los valores de la función objetivo en (m+1)vertices de un simplex general y moviendo elsimplex hacia el punto óptimo. Este movimien-to es conseguido a través de tres operacio-nes básicas: reflexión, contracción y expan-sión.Sea  el vector columna de los estimados ini-ciales de los parámetros (b1 ,b2 ,.........bm)T.Luego, los (m+1) vertices del poliedro son:
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y  S es un factor de escala.La función objetivo φ de la ecuación (1) secalcula en cada uno de los vertices  y de esteconjunto determinamos φmayor , φsegundo mayor,
φmenor, así como  los correspondientesparámetros bj .Las tres operaciones básicas del método son:reflexión(r)

0,)1( >−+= ααα mayorjcentroidejrj bbb (3)
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expansión(e)
1,)1( >−+= ggg centroidejrjej bbb (4)contracción(c)

10,)1( <<−+= βββ centroidejmayorjcj bbb   (5)
Donde:

1 1
1∑
+

=
m jcentroidej bmb (6)

La sumatoria no incluye al vector deparámetros que corresponde al φmayor. Los co-eficientes toman los siguientes valores α =1,
γ =2, β = 0.5. El criterio para terminar la bús-queda es:

( )
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lostodosdepromedioeles mi: )7(2
≤

−∑ (7)
donde τ  es un número pequeño seleccionado.
Los pasos del método son:
1) Se calculan los vértices  bmayor, bsegundo mayor,bmenor y el centroide bcentroide. La prueba deconvergencia se verifica según la ecuación(7).2) El vector bmayor es reflejado y se calcula elvalor de φ r(br) .3) Si φ segundo mayor >=φ r >= φ  menor , luego bmayores reemplazado por  br  y el proceso serepite desde el paso 1.4) Si φ r(br) < φ  menor , se expande el simplexen la dirección   br -bcentroide.  La expansióncontinua si es que φ e < φ  menor  y en estecaso  bmayor es reemplazado por be. Si nofuera el caso se reemplaza bmayor por br.5) Si la refexión del paso  2 produce un vectorbr tal que φmayor > φr > φsegundo mayor, sereemplaza  bmayor por br y procedemos a lacontracción. La contración también seaplica si φ r >= φ  mayor.6) Si φ  mayor >φ c, luego bmayor es reemplazadopor bc y el proceso se reinicia desde el

paso 1. Si por otro lado, φ  mayor <= φ c elsimplex actual se quiebra alrededor delpunto bi que se calcula como sigue:bi =0.5(bi + bmenor), i=1,2...m+1y comenzamos en el paso 1.
El método de Gauss-SiedelEste es uno  de los métodos que requierecalcular derivadas de forma análitica o numé-rica. El método, denominado también deNewton-Rahpson, consiste en linealizar elmodelo a través de la serie de Taylor trunca-da para luego resolver un sistema deecuaciones lineales. A través de un procesoiterativo, el método estima nuevos parámetrosque minimizan la función de la ecuación (1).Sea el modelo:

),.......,,,.........,( 2121 mqxxx βββηη =

Se expande el modelo al truncar el modelo  asolo los dos  primeros términos:
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Reemplazando esta ecuación en la ecuación(1) obtenemos:
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Donde b10,b20 ....bm0 son los estimados inicia-les de los parámetros.Se deriva la ecuación 8 respecto a cadaparámetro e  igualamos a cero. Se obtieneun sistema de ecuaciones que después deacomodar y empleando notación matricialresulta en la forma siguiente:(XTwX)0 B0 =( XTwE)0 (9)
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Despejando  B:
B0 = [ (XTwX)0]−1 ( XTwE)0       (10)

Donde:
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En la matriz X, las derivadas se evalúan paracada valor de las variables independientescorrespondientes a un dato experimental i =1, 2,...........n. XT es la matriz transpuesta deX.Un problema de este método es que la ma-triz (XTwX)0 puede ser singular (vectores co-lumna linealmente independientes).Después de determinar el vector de explora-ción B de la ecuación (10), los siguientes va-lores del vector de parámetros b se calculande la ecuación (2) y se continúa con el es-quema iterativo hasta alcanzar cierta toleran-cia prefijada para el valor de la función φ cal-culada de la ecuación 1.
El método de la gradienteA diferencia del método de Gauss-Siedel, estemétodo linealiza la ecuación (1)
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El vector gradiente de φ se define como si-gue:
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donde δ1, δ2, .........δm  son los vectores unita-rios en las direcciones de los parámetros β1,
β2, .........βm respectivamente. El vectorgradiente evaluado en el vector b0 es equiva-lente al término de derivada que aparece enla ecuación de expansión.El negativo del vector gradiente direcciona labúsqueda hacia el valor mínimo de la funciónobjetivo, es por eso que a este método tambiénse le conoce como el de descenso brusco.El método recomienda construir el vector uni-tario como sigue:
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Los componentes negativos del vector unita-rio evaluado en b0 determinan al vector deexploración B, en dirección del mínimo, asípor ejemplo:
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Se calcula todos los Bj y se determina elvector B, el mismo que se reemplaza en laecuación 2 y se continúa la iteración.Al inicio se avanza  rápidamente hacia el mí-nimo, pero luego la velocidad de convergen-cia se hace lenta. El negativo de la gradientede φ apunta en la dirección que minimiza φsolamente en una región local y no en direc-ción de un mínimo global de φ.
Método de MarquardtEl método de Marquardt es una combinacióndel método de Gauss-Siedel y del método dela  gradiente. En la ecuación (XTwX)0 B0 =(XTwE)0 se demuestra que el término del ladoderecho es igual a:



67

φ

β
φ

β
φ
β
φ

∇−=





























∂
∂

∂
∂
∂
∂

−= 21..21

1

2
1

mxm

TwEX

Luego tenemos    2 (XTwX)B =-∇φ∇φ∇φ∇φ∇φ T.Marquardt introduce el factor t (tamaño delpaso) en la ecuación anterior y resulta:               (2 XTwX + t I) B =-∇φ∇φ∇φ∇φ∇φT
Donde I es la matriz  identidad. Cuando t = 0tenemos el método de Gauss - Siedel,  y si ttiende al infinito tenemos al método de lagradiente.El método de Marquardt busca la solución dela ecuación 9 transformándola a la forma:(A  + t I)B = C (12)donde   A = XTwX   y  C =  XTwE.Para  efectos de cálculo se recomienda mul-tiplicar la ecuación 12 por la matriz diagonalD, cuyos elementos están dados por:

)( 21−= iiii ad (13)La ecuación 12 queda ahora:D(A  + t I)DD-1 B = DC                  (DAD  + t D2 ) D-1 B = DC                  (A*  +   t D2) B* = C* (14)Donde los elementos de las matrices  A*, B*y C* son respectivamente:
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El valor de t se selecciona de la siguientemanera:Sea ν > 1 y  t k-1 el valor de t en la iteraciónanterior (valor inicial t0 =0.01). Se calcula
φ (t k-1) y φ (t k-1/ν), luego:

1. Si φ (t k-1/ν) <= φ k, luego se hace t k = t k-1/ν.2. Si φ (t k-1/ν) > φ k  y  φ (t k-1) <= φ k,  luego sehace  t k= t k-1.3. Si φ (t k-1/ν) > φk y φ(t k-1) > φk se incrementat por multiplicaciones sucesivas con νhasta que φ(t k-1ν) <= φk. Luego se hace tk = ν t k-1.La ecuación 12 o la ecuación 14 deben resol-verse para determinar el vector de explora-ción B o B* respectivamente. Con la ecua-ción 2 se calcula los nuevos parámetros parala siguiente iteración.
ANÁLISIS ESTADÍSTICOAdemás de estimar los parámetros del mo-delo, debe obtenerse alguna medida de la dis-persión de los parámetros estimados y de ladispersión del valor de la variable dependien-te Y.
Intervalo de confianza de los parámetrosEl intervalo de confianza se estima de la si-guiente ecuación:

iiYskkiiYsk astbastb +≤≤− β (18)
Donde:aii son los elementos de la diagonal principalde la matriz A,bk es el k-ésimo parámetro estimado delparámetro verdadero βk,ts  es la variable aleatoria t-Student y se deter-mina de tablas para (n -m) grados de libertady 97.5% de confianza,sY representa la desviación estándar entre elvalor experimental repetido y el valor del mo-delo, de la variable dependiente. Para esti-mar sY se necesita conocer la desviaciónestándar de los errores experimentales, sieste no se conoce se reemplaza sY por ladesviación estánadar de los residuales sr:

2 mnmn wEEs Tr −
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−
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Donde sr es una medida de la falta de ajustedel modelo a los datos experimentales.
La matriz de los coeficientes decorrelaciónLos intervalos de confianza estimados con laecuación 18 son válidos para cada párametrode forma independiente siempre y cuandoéstos no estén correlacionados. Usualmentelos parámetros están correlacionados, sien-do necesario cuantificar dicha correlación através de la matriz de correlación R cuyoselementos son:

jjii
ijij aaar = (20)

Donde aij son los elementos de la matriz A-1:                     A-1 =( XTw X)-1
La matriz R es simétrica y sus elementos  rijtienen valores en el rango de -1 a 1, y repre-senta la correlación existente entre losparámetros bi y bj. Cuanto más próximo a  /1/es el valor de rij, mayor es la correlación entrelos dos parámetros, lo que implica que esmuy díficil de obtener estimados independien-tes de los parámetros con los datos experi-mentales disponibles. Una correlación nega-tiva entre dos parámetros indica que los erro-res que originan que el estimado de uno deellos sea elevado, también originan que elestimado del otro sea bajo.
La región conjunta de confianza de losparámetrosLos intervalos de confianza calculados de laecuación 18 representan rangos individualese independientes. Normalmente losparámetros están, en alguna medida,correlacionados.Es decir no es posible de-terminar el valor de un parámetro sin que afec-te al otro. La correlación entre los parámetrosse observa de la construcción de la región deconfianza conjunta. El lugar geométrico queencierra esta región se estima de la ecua-ción 21:
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(21)Donde sY se reemplaza por sr  cuando no seconcoce la desviación estándar de los erro-res experimentales.La función  estadística F(m, n-m) se determi-na de tablas con un nivel de significancia 1-ay con grados de libertad: m, n-m.
CONCLUSIONESLas técnicas matemáticas que se usan paradeterminar parámetros por un análisis de re-gresión requieren el desarrollo de algoritmospara ejecución en computadora. Existe en laliteratura especializada muchos algoritmos detécnicas que son  modificaciones mejoradasde las que hemos presentado aquí.En lo que sigue, presentaremos ejemplos decálculo y los algoritmos correspondientes enun programa de computadora de fácil uso quepermita al lector asimilar las técnicas mate-máticas empleadas en el análisis de regre-sión no lineal.
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