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Resumen

Nuestro principal objetivo es obtener la existencia y unicidad de la solucion y el decaimiento exponencial
de la energia asociada al sistema de un problema de transmision para el desplazamiento longitudinal de
una viga Euler-Bernoulli, donde una parte de la viga es de material viscoelastico con relacion constitu-
tiva de Kelvin-Voigt representado por

Uy — AUy, — YUgrx U = 0, en (0,Ly) X (0,)

Vi — BVUxx + Vi =0, en (LyL)Xx(0,0)
u(0,6) =v(L,t)=0, t>0, cond. de frontera
o |1, 0) =up(x), u(x,0)=uy(x) ; x € (0,Ly), datos iniciales
*) v(x,0) = vy(x), v.(x,0) =v(x) ; x € (Ly, L), datos iniciales
u(Ly, t) = v(Ly,t), t>0, cond. de transmisiéon
au, (Lo, t) = Bv (Lo t), t>0, cond. de transmisioén
Uy, (Lo, t) =0, t>0, cond.de compatibilidad

Palabras clave
Problema de Transmision, viga Euler Bernoulli, comportamiento asintdtico

Abstract

Our main goal in this paper is to obtain the existence and uniqueness of the solution and the exponential
decay of the energy associated with the system of a problem of transmission for longitudinal movement
of a beam Euler-Bernoulli, where a part of the beam is of material viscoelastic with constitutive relation

of Kelvin-Voigt represented by,

U — AUxy — VUpxx + U = 0 ’ en(O, LO) X (Or 00)
Vet — ﬂvxx +v,=0, en(LOnL) X (0: 00)
u(0,t) =v(L,t)=0, t >0, cond. boundary
au(x0) =ug(x), u(x,0) =uy(x) ; x € (0,Ly), initial data
) v(x,0) = vy(x), v:(x,0) =v(x) ; x € (Ly, L), initial data
u(Ly, t) = v(Ly,t), t>0, cond. transmission
au,(Ly,t) = Bv(Lyt), t>0, cond. transmission
Uy (Lg,t) =0, t>0, cond.compatibility

Key words:
Transmission problem, Euler-Bernoulli beam, asymptotic behavior
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1. Introduccion

Consideremos un objeto elastico de longitud L.
Sea el intervalo [0,L]1 configuracion referente
de una vigay x€[0,L] denotara su punto ma-
terial. Nosotros denotaremos por i (x,z) el des-
plazamiento longitudinal de la viga. Supongamos
que el estrés O es de tipo de cambio, es decir,

oc=au +yu, +u, con y>0

Entonces, la ecuacién que gobierna el movimien-
to es propuesto por

u,—ou, —yu, +u, =0 en (0,L)x(0,0) (1.1)
Suponiendo que la viga se mantiene fija en am-
bos extremos, x=0 y x=L, tenemos las siguientes
condiciones de fronteras.

0,/)=0,  u(L,t)=0

De sumo trabajaremos con el sistema (*), que
enumeremos con (1.2) la primera fila hasta la
Ultima fila con (1.9), respectivamente:

Ahora observemos que en la ecuaciéon (1.1) la
viscosidad se distribuye de manera uniforme en
toda la viga. Sin embargo, es deseable en la prac-
tica, el caso en el que la viscosidad es activa so-
lamente en una parte de la viga. En este caso, es
importante saber si la disipacion se transmite y
ademas si es lo suficientemente fuerte para esta-
bilizar el sistema en su conjunto.

Con el fin de resolver esta situacion se considera
el siguiente modelo en el cual una parte de la viga
es de un material viscoelastico con relacion cons-
titutiva de Kelvin—Voigt, dadas en las ecuaciones
(1.2) - (1.9).

Esta clase de problemas es conocido como de
transmision. Una cuestion importante plantea-
da por el problema de transmision y el proble-
ma con disipacion localmente distribuida, es el
comportamiento asintdtico de las soluciones. Se
pregunta

¢La solucion tiende a cero uniformemente? Si es
este el caso, ¢cual es la tasa de decaimiento?

Existen muchos trabajos sobre los problemas de
transmision de tipo Timoshenko y viscoelasticas
donde se analiza la existencia y unicidad de so-
luciones y ademas su estabilidad exponencial del
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semigrupo asociado al sistema, [11, 12]. En los
problemas de tipo Timoshenko con amortigua-
miento en la frontera del tipo memoria y otros
con amortiguamiento local interno, se pueden ver
en[13, 14,15, 16, 17, y 18].

En [7] se estudia el problema de las vibraciones
longitudinales y transversales de una viga sujeta-
da en los extremos, y con amortiguamiento local-
mente distribuido. Se ha demostrado que cuando
la amortiguacion viscoelastica se distribuye solo
en un subintervalo en el interior del dominio, la
estabilidad exponencial es valida para el movi-
miento transversal; pero no para el movimiento
longitudinal.

En este punto es crucial la diferencia entre la
formulacion de problemas de transmision y pro-
blemas con amortiguamiento localmente distri-
buido. Mientras que en el primer caso, las condi-
ciones de transmisién desempefan un papel deci-
sivo constitutivo de la forma en que las partes del
cuerpo se mezclan unos con otros, en el segundo,
solo se expresa por las discontinuidades en los
coeficientes de la ecuacién. Para mas informa-
cién sobre un problema de transmisién en gene-
ral consultar [4].

La estabilidad exponencial del problema de
transmision para ondas con amortiguamiento por
friccion fue tratada en [2]. Para el sistema de
Timoshenko fue tratada en [12]; el decaimiento
exponencial en general de las soluciones para el
problema de transmision de ondas viscoelasticas
con memoria fue tratado en [13 y 8]. Se prue-
ba la estabilidad uniforme para la ecuacién de
ondas con amortiguamiento viscoelasticas lisas
aplicadas justo sobre la frontera.

En el presente trabajo se aborda las preguntas
anteriores al sistema (1.2) — (1.9), siguiendo el
esquema planteado en [19]. Se demuestra que
la energia decae exponencialmente, es decir, la
estimacion

E(H)<CE(0)e™, C>0, w>0, Vt>0

se cumple para la energia total E(t) del sistema.
Esto es equivalente, ver [15] a establecer la esta-
bilidad exponencial para el Semigrupo S(t) ge-
nerada por el sistema, es decir,

Is(t)|<ce(0)e. c>0. w>0, vi>0
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La idea central es explorar el caracter disipati-
vo del generador infinitesimal del Semigrupo y
hacer uso de un teorema debido a Gearhart [5]
y Priss [10]. Es en este punto que las condicio-
nes de transmision hacen la diferencia entre las
formulaciones de los problemas con amortigua-
miento localmente distribuidos y problema de
transmision.

Por lo tanto, nuestro resultado no contradice lo
obtenido en [71.

Este tipo de preguntas para las ondas viscoelasti-
cas con memoria se estudia en [141, para amotr-
tiguamiento viscoelastica y friccional la ecuacion
de onda semilinial son estudiados en [3] y para
la viga de Timoshenko con amortiguamiento vis-
coelastica y memoria son estudiados en [12].

Uno de los grandes avances en el estudio del
comportamiento asintdtico de la energia asocia-
do al sistema, es hacer ver que este estudio es
equivalente a estudiar la estabilidad exponencial
del semigrupo asociado al sistema, ver [91. Y la
forma como plantearemos nuestro estudio de in-
vestigacion es proponer el Problema de Cauchy
Abstracto equivalente al sistema en estudio y lue-
go estableceremos todas las condiciones necesa-
rias para poder aplicar el Teorema de Lummer —
Phillips para garantizar la existencia y unicidad
de solucion; luego, para obtener la estabilidad
exponencial del semigrupo asociado al sistema
seguiremos la orientacién dada por Z. Liu & S.
Zheng [9].

El trabajo estd organizado de la siguiente ma-
nera: Primero haremos algunas definiciones y
resultados preliminares que estaremos refirién-
do dentro del desarrollo del presente trabajo de
investigacion; luego estableceremos los espacios
funcionales donde se encontrara la solucion Unica
del sistema en estudio y finalmente estudiamos la
estabilidad exponencial del semigrupo generado
por el sistema.

2. Métodos y técnicas utilizados

Para poder obtener los resultados de nuestro pro-
posito, se ha utilizado entre otras técnicas lo si-
guiente:

1.- Formulacion variacional del problema.

2.- Método de la energia.
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3.- Introduccidn de operadores multiplicativos.
4.- Introduccion de operadores integrales.

5.- Técnicas de la teoria de semigrupos.

6.- Técnicas de las inmersiones de Sobolev.

7.- Técnicas del uso del semigrupo S(t) del siste-
ma para hallar su estabilidad.

3. Preliminares

En el presente trabajo consideramos un proble-
ma de transmisioén para el desplazamiento lon-
gitudinal de una viga Euler-Bernoulli, donde una
parte pequena de la viga es hecha de un material
viscoelastica representado por el sistema (1.2)-
(1.9).

Daremos a continuacion algunas definiciones y
resultados importantes:

Sea P =1, denotaremos con L (Q) a la clase de
todas las funciones medibles u, para las cuales es
|u|” una funcidén integrable sobre Q.

En» (Q) se define la norma,

1

bl =([ jcof @) 1< p <

Con esta norma L” (Q) es un espacio de Banach.

Cuando p=2,L(Q)
con producto interno,

(u,v) :(Lu(x)V(x)dx) y norma ||u||:(L|u(x)|2 )%

es un espacio de Hilbert

Sean Q un dominio acotado o no de
R", meNy peR conl<p<w

Definicién: Denotaremos por W™ () el espacio
de Sobolev constituidos por las funciones de

I’(Q) que poseen derivadas en el senti-
do de las distribuciones hasta de orden m,
pertenecientes a L’ (Q), dotada de la norma

Wwme(q) = [0<;m D“u

Definicion: Sea L(E) el algebra de los operadores
lineales acotados de E. Se dira que una aplica-
ciéon SR — L(E) es un semigrupo de opera-
dores lineales acotados de E si:

S (0) =1, donde I es el operador identidad de E,

Ju

0)

:p ]pysi p=2, W"(Q)=H"(Q)
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S(s)oS(t)=S(s+1t);Vt,seR"

Diremos que el simigrupo S es de clase C; si ademas cumple

Lim
t—>0

(SO)-1)x=0.vxeE

Definicion: Sea H un espacio de Hilbert. Un operador A: H — H es disipativo si

Re(4U,U), <0, VU e D(4).

Teorema 1: Sea H un espacio de Hilbert y S(2) el semigrupo generado por A . Entonces S es un semi-
grupo de contracciones si, y solo si,4 es disipativo.

Demostracion (ver Pazy [20]).

Teorema 2: (Hille — Yosida) Un operador A lineal, no acotado es un generador infinitesimal de un semi-
grupo C; de contracciones siy solo si

* Aescerradoy D(A)=H
* El conjunto resolventep(A) de A contiene R” y para todo A >0, es valido

1

H(/U —A) | =< =

Demostracion (ver Mufioz [15])
Teorema 3: (Lummer- Phillips) Sea A un operador lineal con dominio denso en H. Entonces:

e Si Aesdisipativo y existe /10 >0 tal que Im(/iol—A):H, entonces A es el generador infinitesimal de
un semigrupo CO de contracciones.

* SiAesel generador infinitesimal de un semigrupo C,de contracciones sobre H, entoncesIm(27-4)=H,
paratodo A >0 y A es disipativo.

Demostracion (ver Mufioz [15])

A continuacién definiremos los espacios funcionales donde se encuentran la solucién Unica del sistema
planteado (*), definimos por

Vi={ueH'(I):u(0)=0} I,=(0,L)
V,={veH'(I,):W(L)=0} I,=(L,L) y

}[z{(ul,vl,uz,vz)t ' el eLz(Il.),izl,Z}
En H consideramos el siguiente producto interno,
(U 0%)= [ (@ + Vv v+ [T (2,22 + ') dx
. . . . N\
Donde , U :(u’,v’,z’,w’) eH,i=12

4.- Existencia, unicidad de soluciones y estabilidad exponencial
Haciendo el cambio de variable en el sistema (1.2)-(1.3)
Z=U

W=V
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Obtenemos los sistemas equivalentes:

u, =0u+1Iz+0v+0w

<
Il
N

t 2 2
- _ =a—u+|y—z——z |[+0v+0w
% = ey ¥ Pbex ™ T [7axzz axZJ
V=W v, =0u+0z+0v+Iw
Wt:ﬁvx.r_vtx 2 6
=0u+0z+f—v——
w, =0u+0z ﬂé’xzv 6xw
0 l 0 0
u o> & 0 u
t = Y325 O 0
Z, | | oOx ox~ 0Ox z
Vi 0 0 0 1 4
w o? b w
’ 0 0 - =
ox Ox

Luego, tenemos el Problema de Cauchy Abstracto siguiente, equivalente al sistema (*):
U =A4U
U)=U,

Donde el operador Ay las condiciones iniciales son dados por:

0 1 0 0
5 & 0 b
a— —_—— 0 0 u
ox* (7&8 8xj , Uy= :
A= Yo
0 0 0 I
V]
2
oo 2
Ox Ox

A:D(A)c H—>H con dominio,

D(A)= {(ul,vl,uz,v2)e Hou' eV,nH 1),V eV, ,au,+yv,—u, e H'(I,), i=1,2}

ConZ,=(0,L,), I,=(L,,L)

De la construccidn del espacio de funciones y de la teoria de espacio de Sobolev, se sigue que D(A) es
densoen H .

Considerando:
utx(x,t)u, >0, Vxe(O,LO),‘v’t>O b% vtx(x,t)vt >0, ‘v’xe(Lo,L),‘v’t>O
Se tiene la siguiente afirmacion:

Afirmacion: El operador 4: D(A) c H — H es disipativo
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En efecto, de la definicion del producto interno dado en JH se tiene:

u, u
au_ +yu,. —u,_ ||lu I
AU, U) = U =) (euu, +auu, +yu, o, —u, )+
’ 0 txx t txt
v, v
IBVxx_vtx v[

[ (Br.v+ By =v,v, Jax

Considerando las condiciones iniciales, condicién de compatibilidad y la condicién de transmisién obte-
nemos,

(AU, )= |u

“dx - IOLO u, udx — J‘LL v, vdx<0 (3.1)

Por lo tanto, el operador A es disipativo.
Calcularemos formalmente su energia total del sistema (1.2)-(1.9),

multiplicando a la ecuacién (1.2) por u, ; utilizando las condiciones iniciales y condiciones de compati-
bilidad, obtenemos
1d

1 d L, 2 Ly
—— (¢,x | )| dx+ 2is J- u, (t,x)| dx=—7/_[
2 dt?° 2 2)dt 0
Ahora multiplicando a la ecuacién (1.3) por V: y utilizando las condiciones iniciales,

|v tx|d+(ﬁ ljd
2 2)dt?h

u,, (1) dv+au, (L)u, (L,) (3.2)

2dt-[ tx|dx——,Bv( o)V (L) (3.3)

Sumando (3.2) y (3.3) obtenemos,

d |1 L 2 a+1 Ly
E{EIO u,|dx+(T]L

1L +1)\ L
ul dx+§ILo v, |2dx+(18_jj‘%

¢ (LO)ux (Lo)

De la condicién de transmision y definiendo la energia total del sistema (1.2)-(1.9) por

l e, p2 a+1 P+1)eL, 2
E() :Ejo |ut| dx+(TjI ( 3 JLO v | dx
Se tiene,
d L, 2
EEU) = —7J.0 u,, (t,x)| dx <0 (3.4)

Y definiendo la energia en cada parte 7, =(0, L,), 1, =(L,, L) por
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u, (z‘,x)|2 dx

E, (t) = %J‘OLO |ut (z‘, x)|2dx + (QTHJ IOLO
R (t, x)|2dx + (%) ILL

v, (z‘,x)|2 dx

El resultado (3.4), nos dice que la energia asociada al sistema (1.2)-(1.9), es decreciente.
Teorema 4: EIl operador A genera un C, - semigrupo de contracciones S(t) = e
Demostracion

Para cualquier

F:(fl fz f3 f4)t€7'[

Consideramos la ecuacién AU=F , es decir,

u,=feH (1)) (3.
au, +yu,, —u, =f" el (1) (
v,=f eH'(1,)

By, v, =frel’(1,)

Considerando (3.5)-(3.8) y la observacién de la regularidad de la tension y como se definid el D(A) se
obtiene

au,  =f1—yfl +flel’(1)

Asi, por los resultados estandar de la teorfa de ecuaciones elipticas concluimos que,u € H*> (11 ) Enton-
ces, obtenemos una Unica solucién

U=(u u, v vt)te H
Tal que U € D(A), |U||<k|F| para k>0 y satisface (3.5)-(3.8). Asi 0 p(4), conjunto resolven

te de A, y entonces, resulta que A es invertible y A-1 es un operador lineal limitado.

Por el teorema de la aplicacién contraccién, el operador A/ — A4 = A(ﬂA’l —1) es invertible para
0< ] <||A_1||71 . Por lo tanto, se sigue del teorema de Lummer-Phillips que A es el generador infinite
simal de un C, -semigrupo de contraccién S(t)= e .

De la teoria de semigrupo se sigue que U () =e™'U,, es la Gnica solucion del sistema (1.2)-(1.9), en la
clase

UeC’([0,0); D(4))NC'([0,0); H)
Con el fin de demostrar el decaimiento exponencial vamos a utilizar los siguientes teoremas.
Teorema 5: Sea S(z) =e™ C, -semigrupo de contraccion en un espacio de Hilbert. Entonces, S(r) es

exponencialmente estable, si, y solo si,

iR={if; feR}c p(4) vy |(A1-4)"|<C, ¥aeiR
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Demostracion
Este resultado es debido a L. Gearhart y su prueba se puede ver en [5] o en Huang [6] y Priss [101.

Ahora, utilizando el criterio de estabilidad debido a Gearhart probamos el resultado principal de este
trabajo.

Teorema 6: EI CO- semigrupo de contracciones S(t) =e generado por A es, exponencialmente estable.
Demostracién

Desde que 0 € p(A) entonces, para cualquier con|ﬂ| < ”A‘l”il el operador

iB—A=A(ipA" ~1) esinvertibley

. -1 - T
H(Iﬂ— A) H es una funcién continua para f € (—”A l” , 14 1” )
Usaremos el método de la contradiccion, para ello supongamos que,
{iB; BeR} < p(4)no se cumple.

. -1
Entonces, existe @ €R con ”A*]” <mw<oo talque

{ip;

5

pl<lol) e p(4) v el Sup|(ip—a) |5} <|ol| =c.

Por lo tanto, existe (:Bn) sucesion en R tal que £ 2> @, f, < @

Y una sucesién de funciones complejas U, € D(A4) tal que ||Un || =len H y
li5,- ),
Tomando el producto interno de (i,B—A)Un con U, obtenemos ip, ||Un||2 —<AUn,Un> —0
Ahora de (3.4) obtenemos

— 0.

L, 2
iB I +7] ] dr—0 (4.1)
Tomando la parte real, obtenemos
ijLO |v,11,X “dx >0 (4.2)
De (4.2) en (4.1) podemos deducir que,
iUl =0 (4.3)
Observando que B, > o, |f,|< |a) , podemos concluir que

|&,| = 0.lo cual contradice a |U,[|=1.
Por consiguiente se tiene {if; BeR} < p(4) una parte del teorema 5.
Faltaria la segunda parte del teorema 5. Nuevamente por el absurdo, supongamos que,

H(/U—A)_l <C, V A€iR no se cumple.
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Entonces, existe una sucesion de funciones vecto-
riales (Vn ) tal que

li8,-4)"7,

>n

v,

(4.4)

Como (V,)c H y ifs, € p(A4), existe una
Gnica sucesion U, € D(A) tal que,
iBU,—AU, =V, con |U,| =
Introduciendo g, = (i3, —A)U, y de (4.4) ob

tenemos,

g, | <= consecuentemente & —0
n
n

Al tomar el producto interno de g conU 'y usan-
do (3.1) obtenemos

2+7I()L0

Ahora, tomando la parte real y observando que
(Un ) es limitada y que

2a’x=<gn,Un>

. 1
l n Un vn,x

2
dx—0.

Procediendo como en el caso anterior demostra-
mos ||Un — 0 el cual es una contradiccién, con
esto se demuestra la segunda parte del teorema 5
y se concluye el teorema 6.

L, 1
g, — 0 obtenemos que, 7/_[ |v
0 nx

5. Conclusiones y recomendaciones

1. EIl presente trabajo resulta de agregar dos
términos en el sistema planteado en el tra-
bajo realizado por C.A. Raposo [20], que nos
permite una mejor estabilidad exponencial al
semigrupo asociado al sistema.

2. La técnica de usar la teoria de semigrupo
para encontrar la estabilidad exponencial del
semigrupo asociado al sistema en estudio es
bastante reciente y este resultado contribuira
para que los investigadores se familiaricen
mucho mas con esta técnica.

3. Es muy recomendable sequir el tratamiento
realizado en el presente trabajo para estu-
dios de existencia y unicidad de solucién, y
el comportamiento asintético de la energia
asociada al sistema que, generalmente usan
el método de Faedo-Galerkin, método de la
teoria de semigrupos para el primero y para
el segundo método de la energia, entre otros;
Sin embargo es menos el trabajo a realizar-
se si estudiamos la existencia y unicidad de
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soluciones del sistema planteado y seguir
estudiando la estabilidad exponencial con el
semigrupo obtenido asociado al sistema en
estudio.

4. Siempre existiran nuevos estudios con dife-
rentes hipotesis que se le pueden agregar tan-
to en el mismo sistema planteado como tam-
bién agregar hipotesis adicionales en datos
de la frontera. Se recomienda utilizar esta
técnica de los semigrupos para obtener el es-
tudio completo de sistemas de ecuaciones en
derivadas parciales (existencia, unicidad de
soluciones y comportamiento asintético de la
energia asociada al sistema) dado que es una
via mas rapida para obtener los resultados
deseados.
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