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RESUMEN
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1. Introduccion

e conoce que para el modelo: if8u, —Au =0 con condiciones en la frontera de un dominio
rectangular, usando el analisis espectral y Sturm-Liouville se obtiene su solucién, citamos
[2]. Entonces es aceptable pensar que se pueda obtener existencia de soluciéon del modelo
de transporte de electrones a través de un hilo metalico, la ecuacion de Schrédinger:
i, +Au—otu=10
u(x,0)= 1, (x)
considerando posibles ¢ . En efecto, se consigue probar la existencia y unicidad de solucion del
problema de valor inicial (P), considerando & unafuncién medible en R" y paralos casos cuando

(P)

n
a=0enR", oae L”(R") e L°(R") con P>, p=2y a>0enctp.en R".

Podemoscitaralgunos trabajosrelacionados paranuestro estudio,comoson[1],[3],[4],[5]y[10].

Se sabe que la ecuacion de Schrodinger fue desarrollada por el fisico austriaco Erwin
Schrédinger en 1925, ella describe la evolucién temporal de una particula no relativista. Esta
ecuacion es importante en la teoria de la mecanica cuantica. Schrodinger discute en detalle las
relaciones entre la mecanica hamiltoniana y la éptica en 1926, ver [8] y [18]. Para el sustento fisico
podemos citar [7] y [20].

Citamos algunos trabajos de existencia via semigrupos: [6], [9], [11]-[16] y [21], y nos apoyamos
de algunos resultados de [17], [18] y [22].

Nuestro articulo esta organizado como sigue. En la seccion 2, enunciamos los métodos y técni-
cas usadas en este articulo. En la seccion 3, enunciamos los resultados preliminares. En la seccidn
4, hacemos un estudio de operadores disipativos, su caracterizacion e importantes resultados que
nos permitiran saber cuando un operador es generador de un semigrupo de contracciéon o grupo
unitario respectivamente. En la secciéon 5, estudiamos la perturbacion de semigrupos, dando su-
tiles pruebas. En la seccion 6, probamos la existencia de solucidon de un modelo de transporte de
electrones. En la seccion 7, damos nuestras conclusiones y finalmente en la seccién 8 listamos las
referencias bibliograficas usadas.

2. Métodos y técnicas utilizadas

Para obtener los resultados de nuestro estudio, primeramente para la perturbacién de operadores
m- disipativos, hemos usado las siguientes técnicas y fundamentos:

1. Principios fundamentales del andlisis funcional.

Teoria de operadores y teoria espectral.

Operadores simétricos y Autoadjuntos.

Desigualdades integrales.

Semigrupos de Operadores y el Teorema de Hille-Yosida.

Perturbacion de Operadores acotados.

ok wnN

Y para la existencia de solucidon del modelo de transporte de electrones usamos:
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Perturbacion de Operadores disipativos.

Espacios de Sobolev modelados en L* (R").

Abordaje de existencia de solucién via Lumer-Phillips.
Teoria de Fourier y la desigualdad de Hausdorf-Young.

>N =

3. Preliminares

3.1 Operador autoadjunto

Definicién 1 Sea H un espacio de Hilberty A:D(A) c H — H un operador tal que D(A)=H .
Diremos que A es simétrico sisatisface D(A) c D(A") y A= A" en D(A). Esto es equivalente a que
suceda (Ax, y) = (x, Ay), VX,ye H |

Diremos que el operador simétrico A es autoadjunto si D(A) = D(A"). (Esto es, A es autoadjun-
tosi D(A)=D(A)y A=A").

Teorema 1 Si A es simétrico y existe A, € p(A)R tal que Im(4,l —A)=H, entonces A es
autoadjunto.

3.2 Algunas desigualdades

Teorema 2 (Hausdorff-Young) Siue L"(R") y1< p<2 entonces Ge L” (R"), donde ;+;, =1

11

. nz-)
Y 0] g = @) 7 (Ul -

Prueba.- Ver [3].

Teorema 3 (Desigualdad generalizada de Holder) Sean u, € L" (R") con p, 21 parai=1 ...,k

?(_ El <1. Entonces

satisfaciendo 2. .
Y

k
= HHuiHLpi RM)

Lp(R”) i=1

ﬁui

i=1

K
Hui el’R") vy
i=1

1 k 1
donde — =)  — .
p 2|=1 pl

3.3 El Teorema del Inverso

Teorema 4 Sea T € L(E), donde E es un espacio de Banach. Si |T| <1, entonces 3(1 —T) ™" € L(E)
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(I-T)F=DT = 1+T+T?+T%+...

i=0

donde la serie es convergente en L(E).
Prueba.- Ver[18].

3.4 Semigrupos de Operadores: El Teorema de Hille Yosida

Teorema 5 (Hille-Yosida) Sea 4: D{4) = X — X un operador lineal. A es el generador infinitesi-

mal de un semigrupo de clase C,: {5(t}}., iy solamente si

(i) A escerradoy D(A) =X
Ae p(A)
(i) 3M y w tal que, para cada A > w se tiene: HRM’ A)"

SL,VneN '
(A-w)"

En este caso: [|S{#)]|= Me™, 1 >0.
Prueba.- Ver Pazy [10].

Teorema 6 Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo C,: {5(t)}},.,. Definimos
B=aA+bl,a>0

y un nimero complejo. Entonces B es el generador infinitesimal de
Prueba.- Ver [9].

4, Estudio sobre los operadores disipativos

Sea X un espacio de Banachy X" su dual topoldgico.
Definicion 2 Para xe X definimos al conjunto dualidad

X*

—
—_
~

2}‘

FO= {XeX y <x',x>=|x =

Entonces F(x) < X . Por otro lado, debido al Teorema de extensién de Hanh Banach (citamos

[18]), para Xe X sabemosqueexiste X" € X" talque < x",x >= HxH2 y HX*H =[x

,luego F(x) #QD.

e * L *
Notacion 1 <x x>=x (x)=<x,x >

Definicion 3 Un operador lineal A en unespacio de Banach X es disipativo si para cada xe D(A)

existe X € F(X) tal que Re < Ax,x ><0.
El siguiente resultado es una caracterizacién de Operadores disipativos
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Teorema 7 Un operador lineal A es disipativo siy solamente si
(Al = A)X| = A)x| Vxe D(A) y 1>0. (2)

Prueba.- Sea A disipativo, 4 >0y xe D(A) entonces X e F(X) tal que Re < Ax,x ><0.
Asi,

[Ax— AX| ||x|| >|< Ax— AX, X >|>Re < Ax— AX, X > 3)
=l
Re{A< x,X" >~ < Ax,x" >} = A|x|" ~Re < Ax,x" > > Ax[" @)
=l =0

De estas dos desigualdades (3) y (4) obtenemos | Ax— AX|[x] = A|x|".
Luego si x # 0 entonces | Ax — Ax| = 4||x|. Si x =0 se cumple (2).
Reciprocamente, sea xe D(A) satisfaciendo (2) i.e. |Ax— Ax| > A|x| para 2> 0.

Como F(Ax— Ax) #J entonces existe Yy, € F(Ax— Ax) y normalizando, definimos z; = yf ,
y
luego, [2;] = 1. '
* * 12

Como <Y, AX—Ax>= ||/1X— AX”2 =Yl tenemos

<2, %= Ax > = |ly; | = | Ax— Ax]. (5)
Usando (5) obtenemos

A|X| <[|(A1 = A)X|| = < z;, Ax— Ax>=Re < z;, Ax— Ax >
=ARe<z,,x>-Re<z,, Ax> ©6)
st<zy ols]z I

——
=1

< A|x|-Re <z;,Ax> para 1>0,

ie. Re<z,,Ax><0.

Por otro lado, como | Re < z;, Ax >|<|< z;, Ax >| < |1z} ||| Ax]| = AX|
—Re<zj1,Ax> ?

se tiene
—Re < 7, Ax> < || Ax].

De (6) y usando (7) obtenemos
A|X|< ARe <z}, x>-Re<z;, Ax>< ARe < z,,Xx > +| AX|,

le. Re<z),x>> ||x||—%||Ax||.
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*

Usando elTeorema de Banach Alaoglu (ver[18]),existe 2" € X " con H Z*H <ltalquez, — z
en la topologia débil *.

Como Re<z;,Ax><0y Re<z,,Ax>— Re<z,Ax>,desde que <z,,Ax>—><z ,AX>,
entonces Re< z", Ax > <0.

Anédlogamente, como Re<Zz,,x>3> ”X”—%”AX” y Re<z,,x>—>Re<z,x>, desde que
<z;,x> — <7 ,x>,entonces Re< z",x>2|x|-

=X

, de donde se tiene que <x,z >=Re<x,z >. ie.

Pero, Re< x,z" ><|< x,z >|< x| ||

Luego Re<x,z' >=|<x,z >|=|x

X

, esto nos permite observar que z*(x

<x,z = |X

)=1, luego HZ*H =1.

Definimos: x™ = |x|z”

entonces, para xe D(A) se verifican los siguientes enunciados:

(i) z
——

(i) X" e F(le, e, <X, x>=<|Xz,x>=|x| <z ,x>= HxH2

X*

=[x

=[x

(i) Re < Ax, X >=Re < Ax,||x|z" > = Re|x||< Ax,z" ><0.
Proposicion 1 Sea A: D(A) c X — X un operador disipativo, asumimos que su dominio es denso.

Si Im(4,1 — A) = X paraalgun A, >0, entonces valen los siguientes enunciados:
a) A escerrado

b) Im(Al —A)=X,VA>0.
Prueba.- Ver Pazy [10].

Teorema 8 (Lumer-Phillips, 1961) Sea A un operador lineal con dominio D(A) densoen X (i.e.
D(A)=X).

a) Si A es disipativo y existe A, >0 tal que Im(4,1 — A) = X, entonces A es el generador infinitesi-
mal de un semigrupo de clase C, de contracciénen X .

b) Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo de clase C, de contraccion en X , entonces
i) Im(Al-A)=X,VA1>0,
i) A esdisipativo.
Ademds: Para cada xe D(A) y cada X" e F(x) se verificaque Re < Ax,x ><0.
Prueba.- a) A disipativo implica |(Al — A)x|> A|x| para xe D(A) y >0, de ahi Al — A es in-

yectiva, entonces existe su inverso con dominio todo el espacio (desde que Al — A es sobreyecti-
va), que es lineal y continua i.e.
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Para 1>0, (Al —A)" e L(X) y ademas |R(4, A) < =

R(4,A)=

El Teorema de Hille Yosida nos garantiza que A es el generador infinitesimal de un semigrupo de
clase C, de contraccionen X.

b) Por el Teorema de Hille Yosida tenemos que A es cerrado, D(A)= X, R" < p(A) ysi A >0

1
entonces HRM’ A)H < 21
De esto obviamente se tiene que Im(Af —4)=X ,VA>0.

Nos resta mostrar que A es disipativo. Si xe D(A) y X € F(X) entonces

Re<T(t)x,x > < |<T(t)x,x >| <
Por otro lado, STollx g

<STEX=%X > = <T@EOxx >-<x,x" > = <T(O)xx >~ ¥
tomando la parte real, obtenemos

Re<T(t)x—x x > =Re<T(t)x,x" >— x| <0,

T@)x—

- 1 X .
multiplicandolo por ¢ para t >0, obtenemos Re < — X ><0
y tomando el limite cuando t — 0", conseguimos Re < Ax,Xx > < 0, esto sucede para cada
X e F(x).
Observacion 1 La version del Teorema de Lumer-Phillips en el caso especial cuando X es un espacio

de Hilbert fue obtenida por R. S. Phillips en 1959.
Previamente enunciamos el siguiente lema que sera util en la prueba del Teorema 9.

Lema 1 Sea X un espacio de Banach, S: X — X un operador lineal continuo tal que existe S™

continuo. Sea Be L(X) tal que |B| < —. Entonces S + B eslineal continuo e inversible con inversa
continua. H H
Prueba.- En la prueba usamos el Teorema de contraccién del punto fijo de Banach para mostrar

que S+ B es sobreyectiva y por otro lado, usamos el Teorema del grafico cerrado (ver [18]) para

probar la continuidad de (S +B)™.

Teorema 9 Sea A: X — X unoperadorlineal, disipativoy D(A) = X .Si 0e p(A) entonces A esel

generador infinitesimal de un semigrupo de clase C, de contraccion.
Prueba.- En la prueba usamos el lema previo y el Teorema de Lumer-Phillips. Esto es, primero

tenemos que existe A e L(X) ,y observamos que podemos escribir:
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M —A=AGA -I).
B= S&

Como |B[# A||A™| y si tomamos 0< 4 < 1 entonces |B| <1, recordemos que |-1|=1,
A

A
luego se satisface las hipotesis del Lema pre\lio, lor lo que obtenemos que (AA™ —1) es lineal,
continua con inversa continua.

Por lo que concluimos que existe (Al —A)™" = (AA™" —1)" o A™ continua, i.e. A€ p(A).
Por el teorema de Lumer-Phillips, tenemos que A es el generador infinitesimal de un semigrupo

de clase C, de contraccion.

Es mucho mas frecuente usar el teorema 9 que el teorema 8, pues en la practica con esto se redu-
cen las cuentas. Otro resultado importante y muy usado es el siguiente corolario.
Corolario 1 Sea A un operador lineal cerrado tal que D(A) = X (densamente definido). Siambos A

y A’ son disipativos entonces A es el generador infinitesimal de un semigrupo de clase C, de con-
traccionen X .

Prueba.- Debido al Teorema de Lumer-Phillips, basta mostrar que Im(l — A) = X .
Como A esdisipativo y cerrado entonces Im(l — A) es un subespacio cerrado de X .
Supongamos que Im(l — A) # X , entonces debido al Teorema de Hanh Banach (ver [18]) exis-

te X e X talque X #0 y X (Im(1 =A))=0,ie. <x,x—Ax>=0, Vxe D(A).
De ahique <X —A'X",x>=0, Vxe D(A).Ladensidad de D(A) en X nos conduce a
<X —AX,x>=0, Vxe X.

Luego X —A'X =0.

Como A es disipativo tenemos Hx* - A*X*H > HX*H entonces X" =0, lo cual es absurdo. Por lo tan-
to Im(l-A)=X. =

Como una aplicacion de este corolario tenemos el teorema de Stone de caracterizacién de grupos.
Previamente introduciremos la siguiente definicion y resultado.

Definicion 4 Sea H un espacio de Hilbert. Diremos que un operador V :H — H es Unitario si
vV =V
Antes de enunciar el teorema de caracterizacion de grupos, previamente precisamos de los dos
siguientes resultados en un espacio de Hilbert:

a) A" es cerrado

b) U esunitario & Im(L7)= H y U esunaisometria.
Teorema 10 (STONE) E/ operador A es el generador infinitesimal de un grupo de clase C, de opera-
dores unitarios en un espacio de Hilbert H , siy solamente si 1A es Autoadjunto.

Prueba.- Si A es el generador infinitesimal de un grupo C, de operadores unitarios {I/(t)}, »
entonces A es densamente definido y para xe D(A) tenemos

2 0 | theorgma, UNMSM, Vol 2, N° 3, 2015, ISSN 2312-6450
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. CU(Dx=x . UM 'x=x . UM 'x=x .
—AX=—1i =I|m¥=llmL=llmL=A

s—0~ S t—0" t—0"t t t—0t t

U(s)x—x
m——— X

ie. A=—A" y por consiguiente (iA)" = —iA" =iA, esto es iA es Autoadjunto.

Reciprocamente, si iA es autoadjunto entonces A es densamente definido y (iA) =iA, i.e.
~A = A .
Sea xe D(A),

SALX> =<K AX>=<X—AX>=—< X, AX>=—< AX, X > .
Sabemos que si z es un numero complejo tal que z =—z entonces Rez = 0, aplicando esto ob-
tenemos Re < Ax,x>=0 Vxe D(A),i.e. A esdisipativo.

Como A=-A" tenemos D(A)=D(A") y A cerrado, de la igualdad anterior tene-
mos <Xx,A'X>=—-<x,A'X>, que es equivalente a <AX,Xx>=-<AX,x> luego
Re< A'x,x>=0 paratodo xe D(A"),i.e. A" esdisipativo.

De A=-A" tenemos A" =—A" ie. A= A". Aplicamos el corolario 1 en ambos casos y obte-

* =—A . . . . .
nemos que A y A, respectivamente son generadores infinitesimales de un semigrupo de clase

C, de contraccion en H . Denotemos por {7, (t)}., Y {U7_(f)}.y los semigrupos de contraccion
cuyos generadores infinitesimales son respectivamente Ay A" = —A.

Definimos
U,(t) t=0
u@)=
U_(-t) t<0.
Se verifica que {U (t)},_, esungrupoycomo | =U(t—t) =U (t)U (-t) tenemos U ) =U ().

Como ambos semigrupos son de contraccion entonces U (t) | <1y [U (-t) | <1 en consecuencia:

U)X <V @)X <ix

<1
X = 0)x]= U (U (t)x|< U (-)]U 1)x]< U (0)X
<1
ie. U (t)x| = |x
luego podemos concluir que U (t) es unitario.

, Vxe H , esdecir U(t) esunaisometria. Por otro lado, sabemos que Im(U (t))=H,

Observacion 2 Si jA es Autoadjunto entonces A y — A son generadores infinitesimales de
Semigrupos de Contraccion.
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5. Estudio sobre la Perturbacion de Semigrupos

Teorema 11 (PERTURBACION) Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo {T (t)},., de clase
C, sobre X, B un operador lineal continuo sobre X . Entonces A+ B es el generador infinitesimal

de un semigrupo de clase C,.
Prueba.- Citamos [18]

Definicion 5 Diremos que un operador disipativo es m -disipativo si Im(1 —A)= X ,ie.si | —A es
sobreyectivo.
Observacion 3 Fdcilmente observamos:

1. Si A esdisipativo entonces uA es disipativo Vu > 0.

2. Si A es m -disipativo entonces Im(Al —A) =X, VA>0.

En funcidn a la definicion de operadores m disipativos reescribimos el Teorema Lumer-Phillips del
siguiente modo,

“Un operador lineal densamente definido es el generador infinitesimal de un semigrupo de
contraccion si y solamente si es m - disipativo”.

A continuacién enunciamos y probaremos el teorema de perturbaciéon para operadores m
-disipativos.

Teorema 12 Sean A y B operadores linealesen X de modo que D(A) c D(B) y A+1B esdisipa-
tivo Vte [0,1]. Si

IBX||< e||Ax|+ B|X]| Vx e D(A), (8)
donde 0<a<l, f>0 y 3t €[0,1] tal que A+t B es m-disipativo, entonces A+tB es m
-disipativo Vte [0,1].
Prueba.- Observemos que D(A+t,B) = D(A). Probaremos que si A+t ;B es m-disipativo
entonces existe 0 >0 tal que A+tB es m-disipativo Vte [0,1] con |[t—t [<O.
Enefecto,si A+t B es m-disipativoentonces A+t B esdisipativoy | —(A+t,B) essobreyectiva.

Que A+t B sea disipativo implica

(7 (4 +2,B)}x] > [ ¥x e D). (©)
luego | —(A+t,B) esinyectiva. Asi, existe
[7—(4 Troﬁ)]-l ' X — D(4). (10)
R{ro};

De (9) tenemos R(t,) e L(X) y |R(t,) <1.

Afirmamos que BR(t,) es un operador lineal acotado.
En efecto, tenemos por la desigualdad triangular:

| AX|| = | Ax+t,Bx —t,BX| </ Ax+t,Bx|+t,BxX| =]A+t,Bx]+t, |BX|. (11)
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Sustituyendo (11) en (8) tenemos
[BX]|< oA (A+1,B)X| +1, [BX[}+ Blx| < el(A+1,B)x]+erBx]+ S]] (12)

De donde tenemos

(1-a)|BX| < e|(a+t,B)x||+ B|X|

o B
||BX||S1_a||(A+toB)X||+1_a||X||- (13)
Como R(t,): X = D(A) y [I —=(A+t,B)]R(t,) = | entonces

R(to)_(A+toB)R(to) = |,
de donde
(A+toB)R(to) = R(to)_ I (14)

Por otro lado,
Rt )x—x < R, X+ = 21

<1

Usando (14) en (13) para R(t,)xe D(A) y considerando (15) obtenemos

[BRet )X < A+t BIRE)H + 2R

e B
-0+ L RN

<2a+B e x. (16)
l-o
2a+ﬁ
4

Observemos que
| —(A+tB) =1 - (A+t,B)+(t, —t)B =[I —(t—t,)BR(t,)][l - (A+t,B)]. (17)
Como [ — (4 +1,B)] esinvertible, la identidad (17) nos permite afirmar que | —(A+1tB) es inver-

tible si y solamente si [I — (t—t,)BR(t,)] es invertible. Por el Teorema del Inverso, es invertible si

[t—t, ||BR(t,)| <1.

Como |t—t0|||BR(to)||S|t—t0|21a+ﬂ y como queremos que sea menor que 1, ie.
-

2a+,B -«

t—1,
| e 4a+2p

<1, lo

<1 entonces |t—t, |< <||BR(t )| Asi, escogemos &=

qgue nos permlte obtener que | — (A+tB) sea |nvert|ble y
[1 = (A+B)]" =[1 = (A+t,B)] "[I - (t-t,)BR(t,)]"

y laimagen de | —(A+1tB) es todo el espacio X, i.e.l —(A+€f§§) es sobreyectiva si [t—t, K J.
Evidentemente el operador A+1tB es disipativo, luego hemos conseguido un ¢ >0 de modo que
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A+1B es m-disipativosi [t—t, K ¢ y te[0,1].

A seguir mostraremos que A+B es m-disipativo Vte [0,1].
Supongamos que t >t  yt =t +26" con &' < J,entonces A+(t, +5)B es m-disipativo, luego
existe R(t, +8") =[I —(A+(t, + 6)B] " : X = D(A) y |R(t, + )

Por otro lado, procediendo como en BR(t,) , obtenemos que BR(t, + ") es lineal y acotado con

<1.

200+ f3

|BR(t, +&)||<

Como

| —[A+(t, +26")B] =1 —[A+(t, +6")B]-6B =[1 = "BR(t, + d)][I - (A+(t, +5")B)]. (18)
De (18) observamos que | —[A+(t, +20")B] es inversible si y solamente si | —d"BR(t, + ") es
invertible. Como

SBR(t, +8)| = &|BR(t, + &) < 520 TP - _(1=0) Qa+f) 1 _
1-a 2Qa+p) (1-a) 2

entonces por el Teorema del Inverso se consigue que existe el inverso de | —-0’BR(t, +J")

, con dominio del inverso todo el espacio X . Entonces | —[A+(t,+205")B] es invertible e

Im(I -[A+(t, + ") B]) = X ,i.e. A+tB es m-disipativo.

=t

Andlogamente procedemos si t >t i.e. existe neN tal que ¢’ = =t <¢ luego t=t,+nd".
n

Entonces |R(t, +(n—1)&")

Como
| —[A+(t,+nd)B]=1—-[A+(t,+(n-) §)B]-6B

<1, BR(t, +(n—1)0’) eslineal y acotado.

=[1 = &'BR(t, + (n—1)&][I - (A+ (¢, + (n—1)5)B)]. (19)

De (19) observamos que | —[A+(t, +nd")B] esinversible siy solamentesi | —d"BR(t, + (n—1)J")
es invertible. Como

- §|BRE, +(n-1)5)| <522+ - L=a) ka+p) 1 _,
l1-a  2Q2a+p) 1 -o)
entonces por el Teorema del Inverso se consigue que existe el inverso de | —¢’BR(t, +(n—-1)d")

§'BR(t, +(n—1)5")

, con dominio del inverso todo el espacio X . Entonces | —[A+(t,+nd")B] es invertible e

Im(I -[A+(t, +nd")B]) = X ,i.e. A+tB es m-disipativo, para te [0,1].

=t

Parael caso t<t, ,existe ne N talque &' = Lot <0 luego t=t,—nd’,yla prueba es analoga.
n

24 | theoréma, UNMSM, Vol 2, N° 3, 2015, ISSN 2312-6450



OPERADORES M-DISIPATIVOS Y EXISTENCIA DE SOLUCION DE UN MODELO DE TRANSPORTE DE ELECTRONES

Este teorema lo usaremos como la siguiente versién.
Corolario 2 Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo C, de contraccion. Sea B un opera-
dor disipativo con D(B) o D(A) y
[Bx|<aAx|+ B¥] . vxeD(A)
donde e [0,1[ y f=0.
Entonces A+ B es el generador infinitesimal de un semigrupo de clase C, de contraccion.

Prueba.- Como A es el generador infinitesimal de un semigrupo entonces D(A) = X y por
el Teorema de Lumer-Phillips tenemos que A es m-disipativo. Si A es m-disipativo entonces

Re < Ax, X" ><0,VXx e F(x).

Si B es disipativo entonces existe y e F(x) talque Re < Bx,y" ><0,luego Re <tBx,y ><0
parat>0.

En particular también tenemos que Re < Ax,y ><0.Porlotanto Re < (A+tB)x,y ><0, lue-
go A+tB es disipativo para todo te [0,1]. Usando el Teorema previo con t, = 0 obtenemos que
A+1B es m-disipativo Vte [0,1] y como D(A+tB) = D(A) es denso en X, entonces debido a
Lumer-Phillips A+B es el generador infinitesimal de un semigrupo C, de contraccion, Vte [0,1]

.Enparticularpara t =1, A+ B es el generador infinitesimal de un semigrupo C, de contraccién.

Observacion 4 Si o =1 enladesigualdad 8, el Teorema 12 y Corolario 2 puede no acontecer, pues no
es verdad que A+ B sea necesariamente cerrado.
Por otro lado si A+B no es cerrado entonces A+ B no puede ser generador infinitesimal de un

C, semigrupo de clase C,.
Ponemos en evidencia esto, con el siguiente ejemplo:
Consideramos el operador autoadjunto: iA en un espacio de Hilbert.
Sabemos que si 1A es autoadjunto, entonces A y — A son generadores infinitesimales de un se-
migrupo C, de contracciones (i.e. D(A) = X ).
Tomemos
B=-4
en el Teorema 12,y tenemos laigualdad en (8) con ¢ =1y =0,

lx]=|-Ad =[Ax|, vxe D)

{A+(=A)}lpn=0 noescerrado
pero si

A+B=0 en X

entonces A+ B es el generador infinitesimal de un semigrupo C, de contraccion.
A seguir sélo enunciaremos dos importantes resultados: teorema 13y corolario 3, para su prueba
citamos [10].
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Teorema 13 Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo de clase C, de contraccién. Sea B un
operador disipativo tal que D(B) o D(A) y satisface:

IBX|| <||Ax||+ B|)x||, VxeD(A) (20)
donde B >0 esuna constante.
Si B”, el adjunto de B, es densamente definido (i.e. D(B") = X "), entonces la cerradura de A+B:

A+B esel generador de un semigrupo C, de contracciones.

Sea X un espacio de Banach reflexivoy T un operador cerrable y densamente definido en X .

Entonces sabemos que T~ es cerradoy D(T") es denso en X . Por lo tanto, para espacios de
Banach reflexivos tenemos el siguiente resultado:
Corolario 3 Sea X unespacio de Banach reflexivo y sea A el generador infinitesimal de un semigru-

po C, de contracciénen X .Sea B un operador disipativo tal que D(B) > D(A) y satisface:
IBX|| <[|Ax||+ B[x|, ¥xeD(A), (21)
donde B >0 esuna constante.

Entonces la cerradurade A+B: A+ B esel generador de un semigrupo C, de contracciones en
X.
Para simplificar el lenguaje introducimos la siguiente notacién:

Ae G(M,w)
para decir que:
“ A es el generador infinitesimal de un semigrupo, de operadores lineales acotados, de clase C, :

{S(1)}., tal que [S(t)|<Me”, t>0"

Proposicion2 A—-we G(M,w) & Ae G(M,w).
Prueba.- Usamos el Teorema de Hille- Yosida.

Como A—(A-w) = (1+w)— A entonces
Ae p(A-w) = A+we p(A)

y
R*"c(A-w) o R +wc p(A)
y
R(AA-0)"| < M & RA+w, A" < M A>0.
A o= A
Por lo tanto,
R4, A-)" SMV/1>O<:>HR(0, A)" < M s (22)
A (6-w)"
Ademads de esto, tenemos que el dominio del generador infinitesimal es denso:
D(A—w) = X < D(A) = X (23)
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y el generador infinitesimal es cerrado:

A—w es cerrado < A es cerrado . (24)
De (22), (23), (24) y el Teorema de Hille-Yosida sigue nuestro resultado.

A seguir damos una aplicacion del corolario 2.

Proposicion 3 Sea Ae G(1,0) y Be L(X) entonces A+ B e G(1,

BJ).

Prueba.- Como Be L(X) entonces existe |B| y podemos formar el siguiente operador:

B—|BJlI.
Veremos que este operador es disipativo. En efecto, sea xeD(B)=X 'y
X eF(x)= {y e X talque <y’ ,x>= HxH2 =y 2}.

Usando < B, > < |8 < ] x| < ] ] tenemos

<(B-[B 11X >= < Be-[Blxx > =< Bx,x > —[B|< x.x' > =<Bxx >~ 8]

<[Blx" -[BlX" = 0.
Hacemos la siguiente estimativa:
|8~ 1BJ1)x| = |Bx~ 8] x] < |Bx]| + [B]|x| < [B]x +[B|x| = 2B]X]
=0.|Ax|[+2|B||x]|, VYxeD(A).
Usando el corolario 2 tenemos que A+ B —|B|le G(1,0). Luego, por la proposicion 2 tenemos

que A+Be G(1,/B]).

En la siguiente seccion daremos una importante aplicacion de la proposicion 3. Ahora evocare-
mos un resultado que permite conseguir generadores de semigrupos de contraccion.

Lema2 Si Ae G(M,0) entonces existeunanorma |-| en X talque|-| y sonequivalentesen X ,i.e.

X I xl<M|x, Vxe X,

y con esta norma equivalente se tiene A€ G(1,0).
Prueba.- Citamos [18].

Observacién 5 En verdad basta definir | X sup|S (t)X.
t>0
6. El problema de Cauchy Abtracto y existencia de solucion

Sea el modelo de transporte de electrones a través de un hilo metalico, la ecuacion de Shorédinger

(P), considerando & una funcién real medibleen R" y u, € H%(R").
Introduciremos los siguientes operadores lineales

Au =iAu, con D(A)=H?*R") vy
M, u=ou, con D(M,)={ue’R"), aue *(R")}.
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Ahora, en términos de estos dos operadores, el PVl (P) puede ser reescrito como el problema de
Cauchy Abstracto:
P) u, = Au—iM_u
! u(0) =u,

Podemos enunciar lo siguiente:

Lema 3 Los operadores A y M, satisfacen
—iA es densamente definido y simétrico.

— M, es densamente definido y simétrico.
—iA es disipativo.
Prueba.- En efecto, ordenadamente procedemos a probar los enunciados.

1. Desde que H?(R") es denso en L*(R") entonces A es densamente definido y por consi-
guiente —iA también lo es. Ahora veremos que —iA es simétrico. En efecto,

(—1Au,v) = (Au,Vv) = (u,Av) = (u,—iAv), Yu,ve D(A).
2. Para probar que M , es densamente definido, primero introduciremos los siguientes conjuntos
E, ={xe R"|a(x)|< m} paracada me N.

Siue L*(R") tenemos
[oolote, Fdu<m? | Jul du<e
estoes, Uy, € L*(R"), luego Uye € D(M,),y esto sucede paracada me N .

Como uy —u en ctp de R" cuando m—4e y usando el Teorema de la Convergencia
. m
Dominada tenemos que

:0,

L2RM)

||m Hqum —-u

Mm—4o

i.e.ue D(M,).

Ahora veremos que el operador M, es simétrico. En efecto, sean U y v elementos de D(M ),
tenemos
(M, u,v) = (au,v) = (u,av) = (u,M V).

3. Sea ue D(A), entonces

(~iAu,u) = (Au,u) = ~(Vu,Vu) = —|Vu[* <0
esto es, —iA es disipativo.

Teorema 14 Sea o una funcién real medibleen R" y u, € H?(R") entonces el PVI (P) posee una
Unica solucién u,

we C([0.+e=), H (R™)) n C([0, +==). L'(R™)).
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Prueba.- Abordaremos la existencia de solucion del PVI (P) cuando & es uno de los tres casos
siguientes.

a) a(x)=0, VxeR"
b) xe L”(R")

o ae L’(R"), con p>% y P22y & gatisfaciendo @(X) 20

n
enc.t.p.de R™
En efecto, para probar la existencia de solucién del PV.I (P) lo haremos usando el famoso resultado
de Stone, i.e. precisamos mostrar que —iA— M , sea autoadjunto, lo que es equivalente a mostrar

que —iA— M, seasimétricoy que Im(A4,l — (-iA—M )) = L*(R") paraalgin A, € p(-iA-M,).

Para el caso a) tenemos que M, =0y D(M,)=L?(R") y como H’(R") c L*(R") entonces
H*(R")c D(M,).
Como —iA es disipativo entonces

(1 = (=iA)u| = |u], Vu e D(A), (25)
esto implica que | +1A es inyectiva, i.e. existe el inverso :

(1 +iA) ™" Im(1 +iA) = D(A)
y por la desigualdad (25) este inverso es acotado.

Ahora veremos que Im(l +iA) = L>(R").Estoes, sea ve L*(R") entonces probaremos que existe
ue D(I+A)=H?*R") tal que (I +iA)u =v.

En efecto, sea la ecuaciéon U—Au =V con dato ve L*(R"), debido a regularidad eliptica esta
ecuacion posee solucion ue H#(R") . Asi, 1e p(-iA) = p(-iA-M ).

Ademas, usando el Teorema de Lumer-Phillips conseguimos que —iA es el generador infinitesi-
mal de un semigrupo de clase C, de contraccion, es decir —iAe G(1,0).

Obviamente se prob6 en la primera afirmacién de Lema 3 que —iIA=—IA— M, es simétrico.

Para el caso b), sea ue L*(R") entonces M u = au e L*(R"). En efecto, tenemos

M, =laul, <o ful, <
siempre que ue L?(R") . Ademas, hemos mostrado que M, es acotada con norma |[M | <|e] _.
Obviamente D(M ) = L*(R").

Tenemos que Im(l —(=iA)) = L*(R") , —iA densamente definido y disipativo, entonces usando
el Teorema de Lumer-Phillips, tenemos que —iA es el generador infinitesimal de un semigrupo de

contraccion.i.e. —iAe G(1,0).

Usando un resultado de pertubacién, Proposicion 3, tenemos que —iA—M , € G(1, ||Ma||) (desde
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que M, esacotada), por consiguiente -iIA—M , — ||M a” I € G(1,0) i.e.es el generador infinitesi-
mal de un semigrupo de contraccion , ahora usando nuevamente el Teorema de Lumer- Phillips
tenemos que

IM(Al = (<IA=M,, =[M_[- 1)) = *R"), VA>0 (26)

—iA=M,, —|[M_]||-1 es Operador Disipativo . (27)
De (26) tenemos

IM(A'1 = (—iA-M,)) = L’(R") con 2" = A+|M,|.
De (27) tenemos V3 >0
181 - (—iA-M,, =M, |- DIX| 2 B|x].¥x € DA+ M, +[M,|-1) . (28)
La desigualdad (28) nos dice que el operador Sl —(-iIA-M, —||Ma||- I) esinyectivo VS >0.
En particular para = A
A = (—A=M, =[[M[|- D)™ Im(A"1 = (-IA=M)) = D(A"I = (IA= M ,)).

=2R")

Y como de (28) tenemos que (A1-(-iA—M_))™" es un operador acotado, entonces
A ep(-iA-M ).

De la primera y segunda afirmacién del Lema 3 tenemos que —iA— M, es simétrico.
En el caso c), primero procederemos probando que H*(R") c D(M ).

En efecto, sea ue H*(R") y definimos v(X) = u(— )p>0
Obtenemos que
au X o°u ,x, 1 d°v _2%u ,x, 1

1
—()—87(/)) - *() a0 o7 axax, M aax, )

para i, j=1...n y también

n

HVHLZ(RH) = PEHUHLZ(mn) siempre que n >1,
n—2
v = o ,1=1...n, siempreque n>1,
aXI L2(IRM) aXI L2RM)
0%V 2%u . .

= , I, J=1...n, siempreque n=1,
00X 20 oX;0X; 2@,

L_A
HAVHLZ(Rn) =p? HAUHLZ(Rn)'
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obteniendose que ve H?(R"). Luego la funcién (1+]}{*)V() e L2(R").

2p
p+2

Tenemos que (1+|||)™ e L"(R") siempre que p> 2 Tomando s = , tenemos que S

. 1 1 1
satisface —= —+—.
s p 2 , ,
Ahora expresamos V(x) = +|x|")™ - +[x")9(x) y aplicamos la desigualdad de Holder
Generalizada, obteniendo
1
2

(IR” ||\7(X)||2 dx)1 <C (J.Rn(1+ ||X||2)*FJ d)()’IJ '(J.R” | (1+ ||X||2)\7(X) |2 dX) .

VAN
Vemos que (1+||x|*)0(x) = 9(x) +[x|* ¥(x) = (v—Av) (x) y usando el teorema de Plancherel
tenemos

N
= (Ln V=i F dX] =v=2av] < vl +]av].:.

Introduciendo la notacion
1

a,, = c(jRn(1+ X |2)"’dx)p

tenemos la desigualdad
Vs <@g, (V2 +Avle) (29)

Sea r tal que 1=1+1. Como p =2 obtenemos de i::+; que s=>1. Se ve también que
r s

s= 2P <2 e 1<s<2.
p+2

N
Usando el Teorema de Hausdorf-Young aplicado a v obtenemos que Ve L' (R") y

3 ”{l—%} -
”"‘ 7@ Q@my * 7y |Lf{x’“)- (30)
Ahora, usando el Teorema de la inversion de Fourier, tenemos que
V=Y, 31)

donde V es lareflexion de v, i.e. V(X) = v(—X).
Asi, de (30) y (31) tenemos

— g 11 1
Como HVHJ(RH) - HVHU<R“) Yo = —B, entonces

theoréma, UNMSM, Vol 2, N°3, 2015, ISSN 2312-6450 | 3 1



YOLANDA SANTIAGO AYALA ET AL.

, - ”:%';:' - — _H% -
”}”L’QR'“) < (2m) |" |L5{R’“) =(2m) ""l

y usando (29) en el lado derecho de la desigualdad (32), tenemos

E(R™): (32)

Vi ny <@ (AV] 2oy +V 2 )
n
donde ﬂi,_n = {EH)_*_”am es una constante que dependede ny p.
De la definicién de v obtenemos

n n

Wy =2 Wy 27250 (A 2 + V]2 er)) 33)

Multiplicando por e 5 .n, @ la desigualdad (33) obtenemos

R™)

Ulur oy “letlio ey < @AV 2 o, +bIU]

L2R") L2R")’ (34)

n n
donde yb=p ’r;fi:._,ﬂ||I.’J.’||L;:-{Rm3I p?, lo tomamos considerando p conve-
nientemente de modo que 0 <a <1 yobviamente b>0.

De 1—1 . 1+; tenemos que ;: E+1, entonces la desigualdad generalizada de Holder
r s p r
nos dice que
2 n
QVO{_: eLRY) Y HuaHLZ(Rn) SHUHL”(R”) 'HaHLp(R”)' (35)

(24

i.e.ue D(M,).Por lo tanto, hemos probado que H*(R") = D(M ).
=D(A)
De la desigualdad (35) y (34) tenemos que
Moy < Ul s ) @]y < AU

+blu] (36)

Sabemos que el operador —M , es disipativo, desde que estamos considerando a(x) =0 en c.t.p.

2R 'R LR" RN

de R".También se probo que —iA e G(1,0). Entonces usando la proposiciéon 3 de perturbacion
conseguimos

-iIA-M, e G(,0).
Aplicando el Teorema de Lumer-Phillips tenemos
Im(Al —(-iIA-M ) =L*(R"), VA1>0 (37)
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—iA—M , es Operador Disipativo . (38)
De (38) tenemos V3 >0
LB = (IA=M )]x|= B|x|, Vx € D(IA+M,,). (39)
La desigualdad (39) nos dice que el operador Bl —(-iA—M ) esinyectivo V3 >0.
En particular para = A tenemos
A = (-IA=-M )" Im(Al = (-iIA-=M)) = D(Al = (-IA=M)).

=L2R")

Y como de (39) tenemos que (Al—(-A —M_,) " es un operador acotado, entonces
(Al = (miA=M))™.

Observacion 6 Andlogamente, usando teoria de evolucién no lineal, podemos obtener respuesta po-

sitiva cuando en el sistema (P), se considere el término no lineal ¢? |u |2 u con ¢ #0 enlugarde au, es
decir, se consigue existencia y unicidad de solucién como en el Teorema 7.14.

7. Conclusiones

Se hizo un profundo estudio, dando sutiles pruebas de resultados de operadores m- disipativos y
perturbacion de semigrupos, e introduciendo pertinentes observaciones. Asi, también se probd la
existencia y unicidad de solucion del modelo de transporte de electrones, ecuacién (P).
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