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RESUMEN

En este artículo hacemos un estudio dando sutiles prue-
bas de algunos resultados de operadores disipativos, m-
disipativos y perturbación de semigrupos. Demostramos 
también la existencia y unicidad de solución del modelo 
de transporte de electrones. 
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ABSTRACT
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1.  Introducción

Se conoce que para el modelo:  0=uui t ∆−β  con condiciones en la frontera de un dominio 
rectangular, usando el análisis espectral y Sturm-Liouville se obtiene su solución, citamos 
[2]. Entonces es aceptable pensar que se pueda obtener existencia de solución del modelo 
de transporte de electrones a través de un hilo metálico, la ecuación de Schrödinger:

considerando posibles α . En efecto, se consigue probar la existencia y unicidad de solución del 
problema de valor inicial (P), considerando α  una función medible en nR  y  para los casos cuando 

0≡α  en nR ,  o )( nRL∞∈α  )( np RL∈α  con 2
> np , 2≥p  y 0≥α  en c.t.p. en nR .

Podemos citar algunos trabajos relacionados para nuestro estudio, como son [1], [3], [4], [5] y [10].
Se sabe que la ecuación de Schrödinger fue desarrollada por el físico austriaco Erwin 

Schrödinger en 1925, ella describe la evolución temporal de una partícula no relativista. Esta 
ecuación es importante en la teoría de la mecánica cuántica. Schrödinger discute en detalle las 
relaciones entre la mecánica hamiltoniana y la óptica en 1926, ver [8] y [18]. Para el sustento físico 
podemos citar [7] y [20].

Citamos algunos trabajos de existencia vía semigrupos: [6], [9], [11]-[16] y [21], y nos apoyamos 
de algunos resultados de [17], [18] y [22]. 

Nuestro artículo está organizado como sigue. En la sección 2, enunciamos los métodos y técni-
cas usadas en este artículo. En la sección 3, enunciamos los resultados preliminares. En la sección 
4, hacemos un estudio de operadores disipativos, su caracterización e importantes resultados que 
nos permitirán saber cuando un operador es generador de un semigrupo de contracción o grupo 
unitario respectivamente. En la sección 5, estudiamos la perturbación de semigrupos, dando su-
tiles pruebas. En la sección 6, probamos la existencia de solución de un modelo de transporte de 
electrones. En la sección 7, damos nuestras conclusiones y finalmente en la sección 8 listamos las 
referencias bibliográficas usadas.

 

2.  Métodos y técnicas utilizadas

Para obtener los resultados de nuestro estudio, primeramente para la perturbación de operadores 
m- disipativos, hemos usado las siguientes técnicas y fundamentos:
1. Principios fundamentales del análisis funcional.
2. Teoría de operadores y teoría espectral.
3. Operadores simétricos y Autoadjuntos.
4. Desigualdades integrales.
5. Semigrupos de Operadores y el Teorema de Hille-Yosida.
6. Perturbación de Operadores acotados.

Y para la existencia de solución del modelo de transporte de electrones usamos:
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1. Perturbación de Operadores disipativos.
2. Espacios de Sobolev modelados en L2 (Rn ).
3. Abordaje de existencia de solución vía Lumer-Phillips.
4. Teoría de Fourier y la desigualdad de Hausdorf-Young.

3.  Preliminares 
 
3.1   Operador autoadjunto
 

Definición 1 Sea H  un espacio de Hilbert y HHADA →⊂)(:  un operador tal que HAD =)( . 

Diremos que A  es simétrico  si satisface )()( *ADAD ⊂  y *= AA  en )(AD . Esto es equivalente a que 
suceda , Hyx ∈∀ , .

Diremos que el operador simétrico A  es autoadjunto si )(=)( *ADAD . (Esto es, A  es autoadjun-

to si )(=)( *ADAD  y *= AA ). 

Teorema 1 Si A  es simétrico y existe RA ∩∈ )(0 ρλ  tal que 0( ) =Im I A Hλ − , entonces A  es 
autoadjunto. 
 
3.2   Algunas desigualdades

 Teorema 2 (Hausdorff-Young)  Si )( np RLu ∈  y 21 ≤≤ p  entonces )(ˆ np RLu ′∈ , donde 1=11
pp ′

+   

y   

Prueba.-  Ver [3]. 

Teorema 3 (Desigualdad generalizada de Hölder) Sean )( nip
i RLu ∈  con 1≥ip  para ki ,1,=   

satisfaciendo 11
1=

≤∑
i

k

i p
. Entonces 

 ,)(
)(

1=)(1=1=
nRip

Li

k

inRpL
i

k

i

np
i

k

i

uuyRLu ∏∏∏ ≤∈

donde 
i

k

i pp
1=1

1=∑ . 
 

3.3   El Teorema del Inverso
 

Teorema 4 Sea )(ELT ∈ , donde E  es un espacio de Banach. Si 1<T , entonces )()( 1 ELTI ∈−∃ −  
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y 

 

++++− ∑
∞

− 32

0=

1 ==)( TTTITTI i

i

donde la serie es convergente en )(EL . 
Prueba.-  Ver [18].

3.4   Semigrupos de Operadores: El Teorema de Hille Yosida
 

Teorema 5 (Hille-Yosida) Sea  un operador lineal. A  es el generador infinitesi-

mal de un semigrupo de clase oC :  si y solamente si  

(i) A  es cerrado y XAD =)(  

(ii) M∃  y w  tal que, para cada w>λ  se tiene: .,
)(

),(

)(







∈∀
−

≤

∈

Nn
w

MAR

A

n
n

λ
λ

ρλ

 

En este caso: , 0≥t . 
Prueba.-  Ver Pazy [10]. 

Teorema 6  Sea A  el generador infinitesimal de un semigrupo oC : . Definimos 
 B = aA + bI, a > 0 

y  un número complejo. Entonces B  es el generador infinitesimal de . 
Prueba.-  Ver [9].
 

4.   Estudio sobre los operadores disipativos

Sea X  un espacio de Banach y *X  su dual topológico. 
Definición 2  Para Xx ∈  definimos al conjunto dualidad

  .}==>,<{:=)(
2*2*** xxxxyXxxF ∈

 
(1)

 

Entonces *)( XxF ⊂ . Por otro lado, debido al  Teorema de extensión de Hanh Banach (citamos 

[18]), para Xx ∈  sabemos que existe ** Xx ∈  tal que xxyxxx ==>,< *2* , luego ∅/=)(xF . 

Notación 1   
 

Definición 3  Un operador lineal A  en un espacio de Banach X  es disipativo si para cada )(ADx ∈  

existe )(* xFx ∈  tal que *< , > 0Re Ax x ≤ . 
El siguiente resultado es una caracterización de Operadores disipativos 
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Teorema 7 Un operador lineal A  es disipativo si y solamente si 
 .0>)()( λλλ yADxxxAI ∈∀≥−   (2)

Prueba.- Sea A  disipativo , 0>λ  y )(ADx ∈  entonces )(* xFx ∈∃  tal que *< , > 0Re Ax x ≤ . 
Así, 

 

* * *

=

|< , >| < , >
x

x Ax x x Ax x Re x Ax xλ λ λ− ≥ − ≥ −
   

(3)

 

2 2* * *

>0 2 0=

{ < , > < , >} = < , > .
x

Re x x Ax x x Re Ax x xλ λ λ
≥

− − ≥
    (4)

De estas dos desigualdades (3) y (4) obtenemos 
2.x Ax x xλ λ− ≥

Luego si 0=/x  entonces x Ax xλ λ− ≥ . Si 0=x  se cumple (2). 

Recíprocamente, sea )(ADx ∈  satisfaciendo (2) i.e.  x Ax xλ λ− ≥  para 0>λ .

Como  ( ) =F x Axλ /− ∅  entonces existe  * ( )y F x Axλ λ∈ −  y normalizando, definimos ,:=
*

*
*

λ

λ
λ y

y
z

 luego, 1=*
λz . 

Como  
22* *< , > = =y x Ax x Ax yλ λλ λ− −    tenemos 

 
* *< , > = = .z x Ax y x Axλ λλ λ− −  (5)

Usando (5) obtenemos 
* *( ) = < , > = < , >x I A x z x Ax Re z x Axλ λλ λ λ λ≤ − − −

 


* *

* *|< , >|

=1

= < , > < , >
z x z x

Re z x Re z Axλ λ

λ λ

λ
≤ ≤

−


   

(6)

*< , > > 0 ,x Re z Ax paraλλ λ≤ −

i.e. *< , > 0Re z Axλ ≤ .

Por otro lado, como * * *

* =1< , >

| < , >| |< , >| =
Re z Ax

Re z Ax z Ax z Ax Axλ λ λ

λ−

≤ ≤




se tiene 

 
*< , > .Re z Ax Axλ− ≤  (7)

De (6) y usando (7) obtenemos 
* * *< , > < , > < , > ,x Re z x Re z Ax Re z x Axλ λ λλ λ λ≤ − ≤ +

i.e. * 1< , >Re z x x Axλ λ
≥ − .
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Usando el Teorema de Banach Alaoglu (ver [18]), existe ** Xz ∈  con 1* ≤z  tal que  ** z→λz  
en la topología débil *. 

Como 
*< , > 0Re z Axλ ≤  y 

* *< , > < , > ,Re z Ax Re z Axλ → desde que * *< , > < , >z Ax z Axλ → , 
entonces *< , > 0.Re z Ax ≤  

Análogamente, como * 1< , >Re z x x Axλ λ
≥ −  y * *< , > < , >Re z x Re z xλ → , desde que 

>,<>,< ** xzxz →λ , entonces *< , >Re z x x≥ .

Pero, * * *< , > |< , >| =Re x z x z x z x≤ ≤ .

Luego * *< , > = |< , >| =Re x z x z x , de donde se tiene que * *< , > = < , >x z Re x z . i.e. 

xzx >=,< * , esto nos permite observar que 1=)(*

x
xz , luego 1=*z .

Definimos:   ** := zxx
entonces, para )(ADx ∈  se verifican los siguientes enunciados:

(i) xzxx =.=
1=

**



 

(ii) )(* xFx ∈ , i.e. 2*** =>,<=>,<=>,< xxzxxzxxx  

(iii) * * *< , > = < , > = < , > 0.Re Ax x Re Ax x z Re x Ax z ≤  

Proposición 1 Sea XXADA →⊂)(:  un operador disipativo, asumimos que su dominio es denso. 

Si 0( ) =Im I A Xλ −  para algún 0>0λ , entonces valen los siguientes enunciados: 
a) A  es cerrado 

b) ( ) =Im I A Xλ − , 0>λ∀ . 
Prueba.-  Ver Pazy [10]. 

Teorema 8 (Lumer-Phillips, 1961)  Sea A  un operador lineal con dominio )(AD  denso en X  (i.e. 

XAD =)( ).  

a) Si A  es disipativo y existe 0>0λ  tal que 0( ) =Im I A Xλ − , entonces A  es el generador infinitesi-

mal de un semigrupo de clase oC  de  contracción en X . 

b) Si A  es el generador infinitesimal de un semigrupo de clase oC  de  contracción en X , entonces  

    i) ( ) =Im I A Xλ − , 0>λ∀ , 
    ii) A  es disipativo. 

    Además:  Para cada )(ADx ∈  y cada )(* xFx ∈  se verifica que *< , > 0 .Re Ax x ≤

Prueba.- )a  A  disipativo implica xxAI λλ ≥− )(  para )(ADx ∈  y 0>λ , de ahí AI −λ  es in-
yectiva, entonces existe su inverso con dominio todo el espacio (desde que AI −λ  es sobreyecti-
va), que es lineal y  continua i.e. 
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.1),()()(,0>
:=),(

1

λ
λλλ

λ

≤∈− − ARademásyXLAIPara
AR

  

El Teorema de  Hille Yosida nos garantiza que A  es el generador infinitesimal de un semigrupo de 

clase oC  de contracción en X .

)b  Por el Teorema de Hille Yosida tenemos que A  es cerrado, XAD =)( , )(AR ρ⊂+  y si 0>λ  

entonces λ
λ 1),( ≤AR . 

De esto obviamente se tiene que , 0>λ∀ .

Nos resta mostrar que  A  es disipativo.  Si )(ADx ∈  y )(* xFx ∈  entonces 

2* * *

( )

< ( ) , > |< ( ) , >| ( ) .
T t x x

Re T t x x T t x x T t x x x
≤

≤ ≤ ≤


Por otro lado, 

>,<>,)(<=>,)(< *** xxxxtTxxxtT −−  ,>,)(<= 2* xxxtT −
tomando la parte real, obtenemos 

2* *< ( ) , > = < ( ) , > 0,Re T t x x x Re T t x x x− − ≤

multiplicandolo por 
t
1

, para 0>t , obtenemos *( )< , > 0T t x xRe x
t

− ≤

y tomando el límite cuando +→ 0t , conseguimos *< , > 0,Re Ax x ≤ esto sucede para cada 

)(* xFx ∈ .

Observación 1  La versión del Teorema de Lumer-Phillips en el caso especial cuando X  es un espacio 
de Hilbert fue obtenida por R. S. Phillips en 1959. 
Previamente enunciamos el siguiente lema que será útil en la prueba del Teorema 9. 

Lema 1 Sea X  un espacio de Banach, XXS →:  un operador lineal continuo tal que existe 1−S  

continuo. Sea )(XLB ∈  tal que .1<
1−S

B  Entonces BS +  es lineal continuo e inversible con inversa 
continua. 
Prueba.-  En la prueba usamos el Teorema de contracción del punto fijo de Banach para mostrar 
que BS +  es sobreyectiva y por otro lado, usamos el Teorema del gráfico cerrado (ver [18]) para 

probar la continuidad de 1)( −+ BS . 

Teorema 9  Sea XXA →:  un operador lineal, disipativo y XAD =)( . Si )(0 Aρ∈  entonces A  es el 

generador infinitesimal de un semigrupo de clase oC  de contracción. 
Prueba.-  En la prueba usamos el lema previo y el Teorema de Lumer-Phillips. Esto es, primero 

tenemos que existe )(1 XLA ∈−  , y observamos que podemos escribir: 
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.)(=
:=:=

1

SB
IAAAI −− −



λλ

Como 1|=| −AB λ  y si tomamos 
1

1<<0
−A

λ , entonces 1<B , recordemos que 1=I− , 

luego se satisface las hipótesis del Lema previo, por lo que obtenemos que )( 1 IA −−λ  es lineal, 
continua con  inversa continua. 

Por lo que concluimos que existe 1111 )(=)( −−−− −− AIAAI λλ  continua, i.e. )(Aρλ ∈ .
Por el teorema de Lumer-Phillips, tenemos que A  es el generador infinitesimal de un semigrupo 

de clase oC  de contracción.

Es mucho más frecuente usar el teorema 9 que el teorema 8, pues en la práctica con esto se redu-
cen las cuentas. Otro resultado importante y muy usado es el siguiente corolario. 
Corolario 1 Sea A  un operador lineal cerrado tal que XAD =)(  (densamente definido). Si ambos A  

y *A  son disipativos entonces A  es el generador infinitesimal de un semigrupo de clase oC  de con-
tracción en X . 

Prueba.-  Debido al Teorema de Lumer-Phillips, basta mostrar que ( ) =Im I A X− .

Como A  es disipativo y cerrado entonces ( )Im I A−  es un subespacio cerrado de X .

Supongamos que ( ) =Im I A X/− , entonces debido al  Teorema de Hanh Banach (ver [18]) exis-

te ** Xx ∈  tal que 0=* /x  y *( ( )) = 0x Im I A− , i.e. *< , > = 0x x Ax− , )(ADx ∈∀ .

De ahí que 0=>,< *** xxAx − , )(ADx ∈∀ . La densidad de )(AD  en X  nos conduce a 

.,0=>,< *** XxxxAx ∈∀−

Luego  .0=*** xAx −

Como A  es disipativo tenemos *

0=

*** xxAx ≥−
  

 entonces 0=*x , lo cual es absurdo. Por lo tan-
to  ( ) =Im I A X− .

Como una aplicación de este corolario tenemos el teorema de Stone de caracterización de grupos. 
Previamente introduciremos la siguiente definición y resultado.
Definición 4 Sea H  un espacio de Hilbert. Diremos que un operador HHV →:  es  Unitario si 

1* = −VV . 
Antes de enunciar el teorema de caracterización de grupos, previamente precisamos de los dos 
siguientes resultados en un espacio de  Hilbert:  

a) *A  es cerrado 

b) U  es unitario ⇔   y U  es una isometría. 

Teorema 10 (STONE)  El operador A  es el generador infinitesimal de un  grupo de clase oC  de opera-
dores unitarios en un espacio de Hilbert H , si y solamente si iA  es Autoadjunto. 

Prueba.- Si A  es el generador infinitesimal de un grupo 0C  de operadores unitarios  

entonces A  es densamente definido y para )(ADx ∈  tenemos 
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0

( )= lim
s

U s x xAx
s−→

−− −

 
t

xxtU
t

−−
+→

)(
lim=

0 t
xxtU

t

−−

+→

1

0

)(
lim=

t
xxtU

t

−
+→

*

0

)(
lim= xA*=

 i.e. *= AA −  y por consiguiente * *( ) = =iA iA iA− , esto es iA  es Autoadjunto. 

Recíprocamente, si iA  es autoadjunto entonces A  es densamente definido y *

*=

( ) =
iA

iA iA
−



, i.e. 
AA =*− .

Sea )(ADx ∈ , 

 *< , > = < , > = < , > = < , > = < , > .Ax x x A x x Ax x Ax Ax x− − −  
Sabemos que si z  es un número complejo tal que zz −=  entonces = 0Re z , aplicando esto ob-

tenemos < , > = 0Re Ax x  )(ADx ∈∀ , i.e. A  es disipativo.

Como *= AA −  tenemos )(=)( *ADAD  y A  cerrado, de la igualdad anterior tene-

mos >,<=>,< ** xAxxAx − , que es equivalente a >,<=>,< ** xxAxxA −  luego 
*< , > = 0Re A x x  para todo )( *ADx ∈ , i.e. *A  es disipativo.

De *= AA −  tenemos 


**

=

* = AA
A

−
−

 i.e. **= AA . Aplicamos el corolario 1 en ambos casos y obte-
nemos que A  y *A , respectivamente son generadores infinitesimales de un semigrupo de clase 

oC  de contracción en H . Denotemos por  y  los semigrupos de contracción 
cuyos generadores infinitesimales son respectivamente A  y AA −=* .
Definimos 

 



≤−
≥

−

+

.0)(
0)(

:=)(
ttU
ttU

tU

Se verifica que { ( )}t RU t ∈  es un grupo y como )()(=)(= tUtUttUI −−  tenemos )(=)( 1 tUtU −− . 

Como ambos semigrupos son de contracción entonces 1)( ≤tU  y 1)( ≤−tU  en consecuencia: 

 
xxtUxtU ≤≤

≤


1

)()(

 
xtUxtUtUxtUtUxUx )()()()()(=(0)=

1

≤−≤−
≤


i.e. xxtU =)( , Hx ∈∀ , es decir )(tU  es una isometría. Por otro lado, sabemos que ( ( )) =Im U t H , 

luego podemos  concluir que )(tU  es unitario. 

Observación 2  Si iA  es Autoadjunto entonces A  y A−  son generadores infinitesimales de 
Semigrupos de Contracción. 
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5.   Estudio sobre la Perturbación de Semigrupos
 

Teorema 11 (PERTURBACIÓN) Sea A  el generador infinitesimal de un semigrupo 0{ ( )}tT t ≥  de clase 

oC  sobre X , B  un operador lineal continuo sobre X . Entonces BA +  es el generador infinitesimal 

de un semigrupo de clase oC . 
Prueba.- Citamos [18] 

Definición 5  Diremos que un operador disipativo es m -disipativo si ( ) =Im I A X− , i.e. si AI −  es 
sobreyectivo. 
Observación 3  Fácilmente observamos:  

1.  Si A  es disipativo entonces Aµ  es disipativo 0>µ∀ . 

2.  Si A  es m -disipativo entonces ( ) =Im I A Xλ − , 0>λ∀ . 
En función a la definición de operadores m  disipativos reescribimos el Teorema Lumer-Phillips del 
siguiente modo, 
 “Un operador lineal densamente definido es el generador infinitesimal de un semigrupo de 
contracción si y solamente si es m  - disipativo”.

A continuación enunciamos y probaremos el teorema de perturbación para operadores m
-disipativos. 

Teorema 12  Sean A  y B  operadores lineales en X  de modo que )()( BDAD ⊂  y A tB+  es disipa-

tivo [0,1]∈∀t . Si 

 ( ),Bx Ax x x D Aα β≤ + ∀ ∈  (8)

donde 1<0 α≤ , 0≥β  y [0,1]∈∃ ot  tal que BtA o+  es m -disipativo, entonces A tB+  es m
-disipativo [0,1]∈∀t . 

Prueba.- Observemos que )(=)( ADBtAD o+ . Probaremos que si BtA o+  es m -disipativo 

entonces existe 0>δ  tal que A tB+  es m -disipativo [0,1]∈∀t  con δ≤− || ott . 

En efecto, si BtA o+  es m -disipativo entonces BtA o+  es disipativo y )( BtAI o+−  es sobreyectiva. 

Que BtA o+   sea disipativo implica  

  (9)

luego )( BtAI o+−  es inyectiva. Así, existe 

  
(10)

De (9) tenemos )()( XLtR o ∈  y 1)( ≤otR . 

Afirmamos que ( )oBR t  es un operador lineal acotado.
En efecto, tenemos por la desigualdad triangular: 

 = o o o oAx Ax t Bx t Bx Ax t Bx t Bx+ − ≤ + +
 
= .o oA t Bx t Bx+ +  (11)
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Sustituyendo (11) en (8) tenemos 

 

1

{ ( ) }o oBx A t B x t Bx xα β
≤

≤ + + +
 

( )oA t B x Bx xα α β≤ + + + .
 (12)

De donde tenemos 

 (1 ) ( )oBx a t B x xα α β− ≤ + +

 ( ) .
1 1oBx A t B x xα β

α α
≤ + +

− −
 (13)

Como )(:)( ADXtR o →  y [ ( )] ( ) =o oI A t B R t I− +  entonces 

 ,=)()()( ItRBtAtR ooo +−
de donde 

 .)(=)()( ItRtRBtA ooo −+  (14)
Por otro lado, 

 
xxtRxxtR oo +≤−

≤


1

)()(
 

.2 x≤
 

(15)

Usando (14) en (13) para )()( ADxtR o ∈  y considerando (15) obtenemos 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1o o o oBR t x A t B R t x R t xα β

α α
≤ + +

− −

  xtRxItR oo )(
1

))((
1

=
α

β
α

α
−

+−
−

  .,
1

2 Xx ∈∀
−
+≤
α

βα
 (16)

Por lo tanto, ( )oBR t  es acotado y 
2( )
1oBR t α β

α
+≤

−
.

Observemos que 

 ( ) = ( ) ( )o oI A tB I A t B t t B− + − + + − = [ ( ) ( )][ ( )].o o oI t t BR t I A t B− − − +  (17)

Como  es invertible, la identidad (17) nos permite afirmar que ( )I A tB− +  es inver-

tible si y solamente si [ ( ) ( )]o oI t t BR t− −  es invertible. Por el Teorema del Inverso, es invertible si 

| | ( ) < 1o ot t BR t− .

Como 
2| | ( ) | |
1o o ot t BR t t t α β

α
+− ≤ −

−
 y como queremos que sea menor que 1, i.e. 

1<
1

2||
α

βα
−
+− ott  entonces 

11| |< ( )
2o ot t BR tα
α β

−−− ≤
+

. Así, escogemos 1<
24

1:=
βα

αδ
+
−

, lo

que nos permite obtener que ( )I A tB− +  sea invertible y 

 1 1 1

( )

[ ( )] = [ ( )] [ ( ) ( )]o o o
L X

I A tB I A t B I t t BR t− − −

∈

− + − + − −


y la imagen de ( )I A tB− +  es todo el espacio X , i.e. ( )I A tB− +  es sobreyectiva si δ|<| ott − . 
Evidentemente el operador A tB+  es disipativo, luego hemos conseguido un 0>δ  de modo que 
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A tB+  es m -disipativo si δ|<| ott −  y [0,1]∈t .

A seguir mostraremos que tBA +  es m -disipativo [0,1]∈∀t .

Supongamos que ott >  y δ ′+ 2= ott  con δδ <′ , entonces BtA o )( δ ′++  es m -disipativo, luego 

existe )(:)])(([=)( 1 ADXBtAItR oo →′++−′+ −δδ  y 1)( ≤′+ δotR .

Por otro lado, procediendo como en ( )oBR t , obtenemos que ( )oBR t δ+ ′  es lineal y acotado con 

2( )
1oBR t α βδ

α
++ ≤′

−
.

Como 

BBtAIBtAI oo δδδ ′−′++−′++− ])([=])2([ = [ ( )][ ( ( ) )].o oI BR t I A t Bδ δ δ− + − + +′ ′ ′  (18)

De (18) observamos que ])2([ BtAI o δ ′++−  es inversible si y solamente si ( )oI BR tδ δ− +′ ′  es 
invertible. Como 

 
2 (1 ) (2 ) 1( ) = ( ) < = = < 1,
1 2(2 ) (1 ) 2o oBR t BR t α β α α βδ δ δ δ δ

α α β α
+ − ++ +′ ′ ′ ′

− + −
entonces por el Teorema del Inverso se consigue que existe el inverso de ( )oI BR tδ δ− +′ ′

, con dominio del inverso todo el espacio X . Entonces ])2([ BtAI o δ ′++−  es invertible e 

=

( [ ( ) ]) =o
t

Im I A t B Xδ− + + ′


, i.e. A tB+  es m -disipativo.

Análogamente procedemos si ott >  i.e. existe Nn ∈  tal que δδ <:=
n
tt o−′  luego δ ′+ ntt o= . 

Entonces ( ( 1) ) 1oR t n δ+ − ≤′ , ( ( 1) )oBR t n δ+ − ′  es lineal y acotado.
Como 

BBntAIBntAI oo δδδ ′−′−++−′++− ])1)(([=])([

  = [ ( ( 1) )][ ( ( ( 1) ) )].o oI BR t n I A t n Bδ δ δ− + − − + + −′ ′ ′  (19)

De (19) observamos que ])([ BntAI o δ ′++−  es inversible si y solamente si ( ( 1) )oI BR t nδ δ− + −′ ′  
es invertible. Como 

( ( 1) ) = ( ( 1) )o oBR t n BR t nδ δ δ δ+ − + −′ ′ ′ ′
α

βαδ
−
+

1
2<

)(1
)(2

)2(2
)(1=

α
βα

βα
α

−
+

+
− 1<

2
1=

entonces por el Teorema del Inverso se consigue que existe el inverso de ( ( 1) )oI BR t nδ δ− + −′ ′

, con dominio del inverso todo el espacio X . Entonces [ ( ) ]oI A t n Bδ− + + ′  es invertible e 

=

( [ ( ) ]) =o
t

Im I A t n B Xδ− + + ′


, i.e. A tB+  es m -disipativo, para [0,1]∈t .

Para el caso ott <  , existe Nn ∈  tal que δδ <:=
n

tto −′  luego δ ′− ntt o= , y la prueba es análoga.
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Este teorema lo usaremos como la siguiente versión. 

Corolario 2  Sea A  el generador infinitesimal de un semigrupo oC  de contracción. Sea B  un opera-

dor disipativo con )()( ADBD ⊃  y 

 , ( ),Bx Ax x x D Aα β≤ + ∀ ∈

donde [0,1[∈α  y 0≥β .

Entonces BA +  es el generador infinitesimal de un semigrupo de clase oC  de contracción. 

Prueba.-  Como A  es el generador infinitesimal de un semigrupo entonces XAD =)(  y por 
el Teorema de Lumer-Phillips tenemos que A  es m -disipativo. Si A  es m -disipativo entonces 

* *< , > 0, ( )Re Ax x x F x≤ ∀ ∈ . 

Si B  es disipativo entonces existe )(* xFy ∈  tal que *< , > 0Re Bx y ≤ , luego *< , > 0Re tBx y ≤  
para 0≥t .

En particular también tenemos que *< , > 0Re Ax y ≤ . Por lo tanto *< ( ) , > 0Re A tB x y+ ≤ , lue-

go A tB+  es disipativo para todo [0,1]∈t . Usando el Teorema previo con 0=ot  obtenemos que 
A tB+  es m -disipativo [0,1]∈∀t  y como ( ) = ( )D A tB D A+  es denso en X , entonces debido a 

Lumer-Phillips tBA +  es el generador infinitesimal de un semigrupo oC  de contracción, [0,1]∈∀t

. En particular para 1=t , BA +  es el generador infinitesimal de un semigrupo oC  de contracción. 

Observación 4  Si 1=α  en la desigualdad 8, el Teorema 12 y Corolario 2 puede no acontecer, pues no 
es verdad que BA +  sea necesariamente cerrado.
Por otro lado si BA +  no es cerrado entonces BA +  no puede ser generador infinitesimal de un 

oC  semigrupo de clase oC .
Ponemos en evidencia esto, con  el siguiente ejemplo:
Consideramos el operador autoadjunto: iA  en un espacio de Hilbert.
Sabemos que si iA  es autoadjunto, entonces A  y A−  son generadores infinitesimales de un se-

migrupo oC  de contracciones (i.e. XAD =)(  ).
Tomemos 
 

en el Teorema 12, y tenemos la igualdad en (8) con 1=α  y 0=β , 

 = = , ( ).Bx Ax Ax x D A− ∀ ∈
y 

 ( ){ ( )} | = 0D AA A no es cerrado+ −
pero si 

 = 0A B en X+
entonces BA +  es el generador infinitesimal de un semigrupo oC  de contracción. 
A seguir sólo enunciaremos dos importantes resultados: teorema 13 y corolario 3, para su prueba 
citamos [10]. 
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Teorema 13  Sea A  el generador infinitesimal de un semigrupo de clase oC  de contracción. Sea B  un 

operador disipativo tal que )()( ADBD ⊃  y satisface: 

 , ( )Bx Ax x x D Aβ≤ + ∀ ∈  (20)

donde 0≥β  es una constante.

Si *B , el adjunto de B , es densamente definido (i.e. ** =)( XBD ), entonces la cerradura de BA + : 

BA +  es el generador de un semigrupo oC  de contracciones. 

Sea X  un espacio de Banach reflexivo y T  un operador  cerrable  y densamente definido en X . 

Entonces sabemos que *T  es cerrado y )( *TD  es denso en *X . Por lo tanto, para espacios de 
Banach  reflexivos tenemos el siguiente resultado: 
Corolario 3  Sea X  un espacio de Banach reflexivo y sea A  el generador infinitesimal de un semigru-

po oC  de contracción en X . Sea B  un operador disipativo tal que )()( ADBD ⊃  y satisface: 

 , ( ),Bx Ax x x D Aβ≤ + ∀ ∈  (21)

donde 0≥β  es una constante.

Entonces la cerradura de BA + : BA +  es el generador de un semigrupo oC  de contracciones en 
X . 

Para simplificar el lenguaje introducimos la siguiente notación: 

),( ωMGA∈

para decir que: 

“ A  es el generador infinitesimal de un semigrupo, de operadores lineales acotados, de clase oC  : 

0{ ( )}tS t ≥  tal que ( ) tS t Meω≤ , 0≥t ”. 

Proposición 2  ),( ωω MGA ∈−  ⇔  ),( ωMGA∈ . 
Prueba.-  Usamos el Teorema de Hille- Yosida.

Como AA −+−− )(=)( ωλωλ  entonces 

 )()( AA ρωλωρλ ∈+⇔−∈
y 

 )()( ARAR ρωω ⊂+⇔−⊂ ++

y 

 
.0>,),(),(

:=
λ

λ
ωλ

λ
ωλ

θ
n

n
n

n MARMAR ≤+⇔≤−


Por lo tanto, 

 
.>,

)(
),(0>),( ωθ

ωθ
θλ

λ
ωλ n

n
n

n MARMAR
−

≤⇔∀≤−
 

(22)

Además de esto, tenemos que el dominio del generador infinitesimal es denso: 
 XADXAD =)(=)( ⇔−ω  (23)
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y el generador infinitesimal es cerrado: 

 .A es cerrado A es cerradoω− ⇔  (24)
De (22), (23), (24) y el Teorema de Hille-Yosida sigue nuestro resultado.

A seguir damos una aplicación del corolario 2. 

Proposición 3  Sea (1,0)GA∈  y )(XLB ∈  entonces )(1, BGBA ∈+ . 

Prueba.-  Como )(XLB ∈  entonces existe B  y podemos formar el siguiente operador: 

.IBB −
Veremos que este operador es disipativo. En efecto, sea XBDx =)(∈  y 

}==>,<{:=)(
2*2**** yxxyquetalXyxFx ∈∈ .

Usando 
2* * *< , >Bx x x Bx x B x B x≤ ≤ ≤  tenemos 

* *< ( ) , > = < , >B B I x x Bx B x x− − * *=< , > < , >Bx x B x x− 2*= < , >Bx x B x−

  .0=22 xBxB −≤
Hacemos la siguiente estimativa: 

( ) =B B I x Bx B x− − Bx B x≤ + xBxB +≤ xB2=

  = 0. 2 , ( ).Ax B x x D A+ ∀ ∈

Usando el corolario 2 tenemos que (1,0)GIBBA ∈−+ . Luego,  por la proposición 2 tenemos 

que )(1, BGBA ∈+ . 

En la siguiente sección daremos una importante aplicación de la proposición 3. Ahora evocare-
mos un resultado que permite conseguir generadores de semigrupos de contracción. 

Lema 2  Si ,0)(MGA∈  entonces existe una norma || ⋅  en X  tal que || ⋅  y   son equivalentes en X , i.e. 

 ,,|| XxxMxx ∈∀≤≤
y con esta norma equivalente se tiene (1,0)GA∈ . 
Prueba.-  Citamos [18].

Observación 5  En verdad basta definir .)(sup|=|
0>

xtSx
t

6.   El problema de Cauchy Abtracto y existencia de solución

Sea el modelo de transporte de electrones a través de un hilo metálico, la ecuación de Shorödinger 

)(P , considerando α  una función real medible en nR  y )(2
0

nRHu ∈ .
Introduciremos los siguientes operadores lineales 

 2= , ( ) = ( )nAu i u con D A H R y∆

 2 2= , ( ) = { ( ), ( )}.n nM u u con D M u L R u L Rα αα α∈ ∈
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Ahora, en términos de estos dos operadores, el PVI )(P  puede ser reescrito como el problema de 
Cauchy Abstracto: 

1
0

=
( )

(0) =
tu Au iM u

P
u u

α−

Podemos enunciar lo siguiente: 

Lema 3  Los operadores A  y αM  satisfacen  
 iA−  es densamente definido y simétrico. 

 αM−  es densamente definido y simétrico.
  iA−  es disipativo.
Prueba.-  En efecto, ordenadamente procedemos a probar los enunciados.  

1.  Desde que )(2 nRH  es denso en )(2 nRL  entonces A  es densamente definido y por consi-
guiente iA−  también lo es. Ahora veremos que iA−  es simétrico. En efecto, 
 

.)(,,),(=),(=),(=),( ADvuiAvuvuvuviAu ∈∀−∆∆−

2.  Para probar que αM  es densamente definido, primero introduciremos los siguientes conjuntos 

.}|)(|,{= NmcadaparamxRxE n
m ∈≤∈ α

Si )(2 nRLu ∈  tenemos 

∞≤ ∫∫ <|||| 222 µµχα dumdu nRmEnR

esto es, )(2 n

mE RLu ∈χα , luego )( αχ MDu
mE ∈ , y esto sucede para cada Nm ∈ . 

Como uu
mE →χ  en c.t.p de nR  cuando +∞→m  y usando el Teorema de la Convergencia 

Dominada tenemos que 

,0=lim
)(2 nRLmE

m
uu −

+∞→
χ

i.e. )( αMDu ∈ .

Ahora veremos que el operador αM  es simétrico. En efecto, sean u  y v  elementos de )( αMD , 
tenemos 

.),(=),(=),(=),( vMuvuvuvuM αα αα

3.  Sea )(ADu ∈ , entonces 

0=),(=),(=),( 2 ≤∇−∇∇−∆− uuuuuuiAu
esto es, iA−  es disipativo. 

Teorema 14  Sea α  una función real medible en nR  y )(2
0

nRHu ∈  entonces el PVI  (P) posee una 
única solución u , 
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Prueba.-  Abordaremos la existencia de solución del PVI (P) cuando α  es uno de los tres casos 
siguientes.  

a) 0=)(xα , nRx ∈∀  

b) )( nRL∞∈α  

c) )( np RL∈α , con 
2

> np  y 2≥p  y α  satisfaciendo 0)( ≥xα  en c. t. p. de 
nR . 

En efecto, para probar la existencia de solución del P.V.I (P) lo haremos usando el famoso resultado 

de Stone, i.e. precisamos mostrar que iA Mα− −  sea autoadjunto, lo que es equivalente a mostrar 

que iA Mα− −  sea simétrico y que 2
0( ( )) = ( )nIm I iA M L Rαλ − − −  para algún 0 ( )iA Mαλ ρ∈ − − . 

Para el caso a) tenemos que 0=αM  y )(=)( 2 nRLMD α  y como )()( 22 nn RLRH ⊂  entonces 

)()(2
αMDRH n ⊂ . 

Como iA−  es disipativo entonces 

 ( ( ) , ( ),I iA u u u D A− − ≥ ∀ ∈  (25)
esto implica que I iA+  es inyectiva, i.e. existe el inverso : 

 1( ) : ( ) ( )I iA Im I iA D A−+ + →
y por la desigualdad (25) este inverso es acotado. 

Ahora veremos que 2( ) = ( )nIm I iA L R+ . Esto es, sea )(2 nRLv ∈  entonces probaremos que existe 

)(=)( 2 nRHiAIDu +∈  tal que ( ) =I iA u v+ . 

En efecto, sea la ecuación vuu =∆−  con dato )(2 nRLv ∈ , debido a regularidad elíptica esta 

ecuación posee solución )(2 nRHu ∈ . Así , 1 ( ) = ( )iA iA Mαρ ρ∈ − − − .
Además, usando el Teorema de Lumer-Phillips conseguimos que iA−  es el generador infinitesi-

mal de un semigrupo de clase 0C  de contracción, es decir (1,0)iA G− ∈ . 

Obviamente se probó en la primera afirmación de Lema 3 que =iA iA Mα− − −  es simétrico.

Para el caso b) , sea )(2 nRLu ∈  entonces )(= 2 nRLuuM ∈αα . En efecto, tenemos 

∞≤
∞

<=
222

uuuM ααα

siempre que )(2 nRLu ∈ . Además, hemos mostrado que αM  es acotada con norma 
∞

≤ ααM . 

Obviamente )(=)( 2 nRLMD α .

Tenemos que 2( ( )) = ( )nIm I iA L R− −  , iA−  densamente definido y disipativo, entonces usando 
el Teorema de Lumer-Phillips, tenemos que iA−  es el generador infinitesimal de un semigrupo de 

contracción.i.e. (1,0)iA G− ∈ . 

Usando un resultado de pertubación, Proposición 3, tenemos que (1, )iA M G Mα α− − ∈  (desde 
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que αM  es acotada), por consiguiente (1,0)iA M M I Gα α− − − ⋅ ∈  i.e. es el generador infinitesi-
mal de un semigrupo de contracción , ahora usando nuevamente el Teorema de Lumer- Phillips 
tenemos que 

 2( ( )) = ( ), > 0nIm I iA M M I L Rα αλ λ− − − − ⋅ ∀  (26)
 y 

 .iA M M I es Operador Disipativoα α− − − ⋅  (27)
De (26) tenemos 

 * 2 *( ( )) = ( ) = .nIm I iA M L R con Mα αλ λ λ− − − +
De (27) tenemos 0>β∀  

 [ ( )] , ( ) .I iA M M I x x x D iA M M Iα α α αβ β− − − − ⋅ ≥ ∀ ∈ + + ⋅
 

(28)

La desigualdad (28) nos dice que el operador ( )I iA M M Iα αβ − − − − ⋅  es inyectivo 0>β∀ .

En particular para λβ :=  
1 * *

2= ( )

( ( )) : ( ( )) ( ( )).
nL R

I iA M M I Im I iA M D I iA Mα α α αλ λ λ−∃ − − − − ⋅ − − − → − − −


Y como de (28) tenemos que * 1( ( ))I iA Mαλ −− − −  es un operador acotado, entonces 
* ( )iA Mαλ ρ∈ − − .

De la primera y segunda afirmación del Lema 3 tenemos que iA Mα− −  es simétrico.

En el caso c),  primero procederemos probando que )()(2
αMDRH n ⊂ .

En efecto, sea )(2 nRHu ∈  y definimos .0>,)(:=)( ρ
ρ
xuxv

Obtenemos que 

2

22

22

2

2

2 1)(=)(,1)(=)(,1)(=)(
ρρρρρρ

⋅
∂∂

∂
∂∂

∂⋅
∂
∂

∂
∂⋅

∂
∂

∂
∂ x

xx
ux

xx
vx

x
ux

x
vx

x
ux

x
v

jijiiiii

para nji 1,=,  y  también 

 ,1=
)(2

2
)(2 ≥nquesiempreuv nRIL

n

nRL
ρ

 
,1,1,=,=

)(2

2
2

)(2
≥

∂
∂

∂
∂ −

nquesiempreni
x
u

x
v

nRLi

n

nRILi

ρ

 
,1,1,=,,=

)(2

2
2

4

)(2

2

≥
∂∂

∂
∂∂

∂ −

nquesiemprenji
xx
u

xx
v

nRLji

n

nRLji

ρ

 
,=

)(2
2

4

)(2 nRL

n

nRL
uv ∆∆

−

ρ
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obteniendose que )(2 nRHv ∈ . Luego la función 2 2ˆ(1 ) ( ) ( )nv L R+ ⋅ ⋅ ∈ .

Tenemos que 2 1(1 ) ( )p nL R−+ ⋅ ∈  siempre que 
2

> np . Tomando 
2

2:=
+p
ps , tenemos que s  

satisface 
2
11=1 +

ps
.

Ahora expresamos )(ˆ)(1)(1=)(ˆ
212 xvxxxv +⋅+ −  y aplicamos la desigualdad de Hölder 

Generalizada, obteniendo 

( ) ( ) ( )
1 1 1

22 2 2 2

:=

ˆ ˆ( ) (1 ) | (1 ) ( ) | .s pp
n n nR R R

I

v x dx C x dx x v x dx−≤ + ⋅ +∫ ∫ ∫


Vemos que 2 2ˆ ˆ ˆ(1 ) ( ) = ( ) ( ) = ( ) ( )x v x v x x v x v v x
∧

+ + − ∆  y usando el teorema de Plancherel 
tenemos 

1
2

2
2 2 2= | ( ) | = .n L L LR

I v v x dx v v v v
∧ 

− ∆ − ∆ ≤ + ∆ 
 
∫

Introduciendo la notación 

( )
1

2
, := (1 | | ) pp

p n nR
a C x dx−+∫

tenemos la desigualdad 

 .)(ˆ 22, LLnpsL
vvav ∆+≤  (29)

Sea r  tal que 
sr
11=1 + . Como 2≥p  obtenemos de 

2
11=1 +

ps
 que 1≥s . Se ve también que 

2
2

2= ≤
+p
ps , i.e. 21 ≤≤ s .

Usando el Teorema de Hausdorf-Young aplicado a 
∧
v  obtenemos que )(ˆ̂ nr RLv ∈  y 

  (30)
Ahora, usando el Teorema de la inversion de Fourier, tenemos que 

 ,ˆ̂=~ vv  (31)

donde v~  es la reflexión de v , i.e. )(=)(~ xvxv − .
Así, de (30) y (31) tenemos 

Como )()(
~= nRrLnRrL

v v  y ps
1=1

2
1 −− , entonces 
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  (32)
y usando (29) en el lado derecho de la desigualdad (32), tenemos 

,)(
)(2)(2

1
,)( nRLnRLnpnRrL

vvav +∆≤

donde  es una constante que depende de n  y p .
De la definición de v  obtenemos 

)()(
= nRrL

r
n

nRrL
vu

−
ρ ( )

)(2)(2
1

, nRLnRLnp
r
n

vva +∆≤
−

ρ (33)

Multiplicando por )( nRpL
α  a la desigualdad (33) obtenemos 

i.e. 

 ,
)(2)(2)()( nRLnRLnRpLnRrL

ubuau +∆≤⋅ α  (34)

donde  y , lo tomamos considerando ρ  conve-
nientemente de modo que 1<0 a≤  y obviamente 0≥b .

De 
2
11=1=11 +−

psr
 tenemos que 

rp
11=

2
1 + , entonces la desigualdad generalizada de Hölder 

nos dice que 

 


.)(
)()()(2

2

:=)(
nRpLnRrLnRL

n

uM
uuyRLu ααα

α

⋅≤∈
 

(35)

i.e. )( αMDu ∈ . Por lo tanto, hemos probado que )()(
)(=

2
αMDRH

AD

n ⊂


.

De la desigualdad (35) y (34) tenemos que 

 )()()(2 nRpLnRrLnRL
uuM αα ≤ .

)(2)(2 nRLnRL
ubua +∆≤  (36)

Sabemos que el operador αM−  es disipativo, desde que estamos considerando 0)( ≥xα  en c.t.p. 

de nR . También se probó que (1,0)iA G− ∈ . Entonces usando la proposición 3 de perturbación  
conseguimos 

(1,0) .iA M Gα− − ∈
Aplicando el Teorema de Lumer-Phillips tenemos 

 2( ( )) = ( ), > 0nIm I iA M L Rαλ λ− − − ∀  (37)
y 
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 .iA M es Operador Disipativoα− −  (38)

De (38) tenemos 0>β∀  

 [ ( )] , ( ).I iA M x x x D iA Mα αβ β− − − ≥ ∀ ∈ +   (39)

La desigualdad (39) nos dice que el operador ( )I iA Mαβ − − −  es inyectivo 0>β∀ .

En particular para λβ :=  tenemos
1

2= ( )

( ( )) : ( ( )) ( ( )).
nL R

I iA M Im I iA M D I iA Mα α αλ λ λ−∃ − − − − − − → − − −


Y como de (39) tenemos que 1))(( −−−− αλ MiAI  es un operador acotado, entonces 
1( ( ))I iA Mαλ −− − − .

Observación 6  Análogamente, usando teoría de evolución no lineal, podemos obtener respuesta po-

sitiva cuando en el sistema (P), se considere el término no lineal uuc 22 ||  con 0=/c  en lugar de uα , es 
decir, se consigue existencia y unicidad de solución como en el Teorema 7.14.

7.  Conclusiones

Se hizo un profundo estudio, dando sutiles pruebas de resultados de operadores m- disipativos y 
perturbación de semigrupos, e introduciendo pertinentes observaciones. Así, también se probó la 
existencia y unicidad de solución del modelo de transporte de electrones, ecuación (P). 
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