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RESUMEN

En este artículo hacemos un estudio dando sutiles pruebas de 
algunos resultados de espacios de Sobolev Periódico H S, su ca-
racterización, inclusiones, dualidad, inmersiones de Sobolev y 
la posibilidad de obtener que el producto de dos elementos de 
dicho espacio aún continúe en el espacio; esto se da efectiva-
mente cuando s > 1/2. Demostramos también la existencia y uni-
cidad de solución de un modelo de ondas en un fluido viscoso. 
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ción, ecuación KdV-Kuramoto-Sivashinski, Espacios de Sobolev 
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ABSTRACT

In this article, we study, giving subtle proofs, some results of Pe-
riodic Sobolev spaces H S, their characterizations, inclusions, dua-
lity, Sobolev embeddings and  the possibility of the fact of the 
product of two elements belonging to the space, still remains 
in the space; actually, it occurs when s > 1/2. Also, we prove the 
existence and uniqueness of the solution of a Cauchy problem 
associated to a model of waves in a viscous fluid. 
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1.  Introducción

Iniciamos recordando que la ecuación de Kuramoto-Sivashinsky (K-S):

data de mediados de 1970. La primera derivación fue hecha por Kuramoto en el estudio de ecuaciones 
de reacción-difusión modelando la reacción Belonsov-Zabotinski. Dicha ecuación fue también desarrollada 
por Sivashinsky en dimensiones más altas en láminas temperadas frontales.

Por otro lado, la bien conocida ecuación de KdV

así como la K-S fueron estudiadas por muchos autores, podemos citar por ejemplo [2], [3], [5], [6] y [13].
Del acoplamiento de los dos modelos se deduce el modelo para ondas en un fluido viscoso:

 en  ,  con  ,

considerando  una constante positiva,  un número real y denotando por  al espacio de Sobolev 
Periódico.

Para el sustento físico del modelo citamos [14].
Ahora, nos preguntamos, ¿será que el modelo posee solución?, y si existe ¿es única? En efecto, se con-

sigue probar la existencia y unicidad de solución del PVI (P), y además, que la solución dependa continua-
mente respecto al dato inicial.

Ahora, queremos citar algunas referencias bibliográficas, por su trasendencia e importancia, por ejem-
plo [1], donde encontramos algunos trabajos relacionados al modelo (P) y [4] donde entre los problemas 
propuestos aparece el modelo que estudiamos. Así, tenemos estas fuentes adicionales que nos motivaron 
abordar el problema (P). 

Citamos algunos trabajos de existencia vía semigrupos [7], [8], [9], [10], [11] y nos apoyamos de algunos 
resultados de [12].

Nuestro artículo está organizado como sigue. En la sección 2, enunciamos los métodos y técnicas usadas 
en este artículo. En la sección 3, enunciamos los resultados preliminares. En la sección 4, hacemos un estu-
dio de los espacios de Sobolev Periódico, su caracterización, inclusiones, dualidad, inmersiones de Sobolev 
y la posibilidad de realizar que el producto de dos elementos de dicho espacio aún continúe en el espacio, 
esto se da efectivamente cuando s >1/2 .

En la sección 5, probamos la existencia y unicidad de solución de un modelo para ondas en un fluido 
viscoso. En la sección 6, damos nuestras conclusiones y finalmente en la sección 7 listamos las referencias 
bibliográficas usadas.

2.  Métodos y técnicas utilizadas

Para obtener los resultados de nuestro estudio, primeramente estudiamos fuertemente el marco teórico: 
Serie de Fourier, análisis armónico y funcional, i.e. principalmente el espacio de Sobolev Periódico. 

Y para la existencia de solución del modelo de ondas en un fluido viscoso usamos el marco teórico y 
cálculo de desigualdades y estimativas.
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3.  Preliminares	
 
Sea , el conjunto  de las sucesiones complejas  tal que

Es un espacio vectorial con la suma y la multiplicación por escalar definido por

El espacio  con la norma

es completo. El espacio  de las sucesiones complejas acotadas es también un espacio de Banach 
con la norma 

                                       .

El espacio  es un espacio de Hilbert con el producto interno

donde .
Los espacios  para , con las normas  ya definidas no son espacios de Hilbert.

Definición 3.1 Un álgebra de Banach es un espacio de Banach , con un producto  
 tal que ;  y  se satisfacen

a)	 ,
b)	 ,
c)	 ,
d)	 .

Ahora enunciaremos un resultado importante conocido y útil de los espacios de Banach.

Teorema 3.1  Sean  y  espacios normados y sea  una transformación lineal. Entonces son equi-
valentes las siguientes afirmaciones:

a)	  es continua en ,
b)	  es continua en ,
c)	  tal que .

El criterio más usado para garantizar convergencia absoluta y uniforme de sucesiones de funciones es el 
siguiente resultado conocido como el M- test de Weierstrass.

Teorema 3.2  Sea  una sucesión de funciones definidas en . Si existe una sucesión de constantes positi-
vas  tal que
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Entonces la serie  es absoluta y uniformemente convergente. 

4.  Espacios de Sobolev Periódico 

Definición 4.1 Sea  definimos

Observación 4.1 Sea , se verifica que  es un espacio vectorial.

Definición 4.2 Sea  definimos en  la aplicación . 

Observación 4.2 La aplicación  es una norma en  . Así,  es un espacio normado.

Observación 4.3 Para , se verifican las siguientes equivalencias:

donde  tal que  y  es un espacio 
normado, con la norma

i.e. .
Definición 4.3 Para , definimos en  la aplicación 

Observación 4.4 Para , se verifica que:  (es un espacio de Hilbert, i.e. es un espacio 
con producto interno completo.

Observación 4.5  Para  tenemos

i.e. .

Proposición 4.1  Se satisface la siguiente inclusión 

y además dicha inclusión es densa, i.e. . 
Prueba.- En efecto primero probaremos que , pues esto implica .
Recordemos que ,  vía , donde . 
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También en  vale:

Así, para  valen las siguientes igualdades:

y así sucesivamente, se cumple para todas las derivadas de u, i.e.

Si   también vale la identidad de Parseval en  y lo aplicamos a  y  respectivamente:

Sumando (4.1) y (4.2) obtenemos

i.e.    y  .
Obviamente, de (4.1) tenemos que .
Así, por la identidad de Parseval, tenemos para :

Usando la fórmula del binomio de Newton, esto es: para  se verifica

y por (4.3), obtenemos

i.e.  para .

Para el caso , sabemos que existe  tal que   y se cumple ,
luego
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i.e.  para .
Para  tenemos  con  y como , entonces

y usando  (4.1) obtenemos

i.e.  para . Así, hemos probado que ,  para .
Se observa que también se puede usar la versión generalizada del binomio de Newton.

Ahora probaremos que . Para esto, sea , definimos  tal que

Afirmamos que . En efecto, para  fijo tenemos que

Luego,  con  y .
Además,  se verifica 

cuando ,  pues . Esto es, .

Proposición 4.2  Sea,   tal que   entonces   i.e.   está inmerso continuamente 
y densamente en   y vale

En particular, tenemos que si , entonces

Además, vale la identificación  «isométricamente isomorfo»

donde la dualidad es implementada por el par

Prueba.- Como  entonces  si  Así, se satisface
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Usando (4.5) tenemos

siempre que . Multiplicando por  a ambos lados de la desigualdad (4.6) obtenemos que 
 si    y además

Con esto se ha probado la inclusión continua.
A seguir probaremos que la inclusión es densa, i.e. . En efecto, basta mostrar 

 

Sea   entonces usando la densidad de  en  tenemos que existe  tal que  en
   

. Como también , entonces  y  en la norma  entonces 
Si  la igualdad (4.4) nos permite definir  como:  Esta  es un 
funcional lineal continuo en . Esto es,  es lineal con , i.e. .
Sea , utilizando el Teorema de Representación de Riesz tenemos que  tal que

y

 

Sabemos que  entonces

Si definimos como:

vemos que:   En efecto,  de la definición de , (4.11)  y  (4.10)  tenemos

De (4.9)  tenemos que existe  tal que



YOLANDA SANTIAGO AYALA ET AL.

14 | theorēma, UNMSM, Vol 3, N° 4, 2016, ISSN 2312-6450

De (4.12)  y (4.7) tenemos que

de donde concluimos que . Esto es  es isométricamente isomorfo a  

Proposición 4.3  (Caracterización de , con ) Sea  entonces

donde la derivada es tomada en el sentido de  y                                              
Además, las normas  y  son equivalentes, i.e. existen constantes positivas  y  tal que

 donde

Prueba.- Sea , entonces

Por otro lado, observamos que

En efecto,

para 
Luego, de (4.14) y (4.15) tenemos que  para 

Como  para , entonces  para  y por 
lo tanto  para  y así la identidad de Parseval y (4.15) nos permite realizar 
la siguiente estimativa
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i.e. .

Recíprocamente, si  para , entonces ,  i.e. 

.

Ahora, recordemos que  y  que  con . Así, usando esto y 
la identidad de Parseval, obtenemos

Es decir,   o mejor aún

 

El siguiente lema es fundamentalmente usado en el estudio de ecuaciones de evolución no lineal.

Teorema 4.1  Si  entonces se verifican 
1.	 La serie de Fourier de  converge absoluta y uniformemente en , i.e. la                         
	 serie de Fourier de  

       converge absolutamente y uniformemente en .
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2.	 Lema de Inmersión de Sobolev:  y hace corresponder a  la función , 
donde  y  satisface

Prueba.- Recordemos previamente que si  entonces

Desde que  usamos (4.18) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz  para conseguir

Así,  y además debido al M-test de Weierstrass tenemos que la serie de Fourier de   

converge absolutamente y uniformemente en .                                                              
Si definimos como 

tenemos que  
Afirmamos que  en . En efecto,
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donde hemos usado la Generalización de la Identidad de Parseval. Así,   en . De (4.19) conseguimos

Tomando supremo obtenemos

La continuidad de la aplicación:   es consecuencia de (4.20).

Definición 4.4  Sea  con  debido al Lema de inmersión de Sobolev podemos definir el 
producto de  con  por

Vemos que  y probaremos que con este producto  es un algebra de Banach siempre 
que .

Definición 4.5 (Convolución de sucesiones numéricas) Sean  y  sucesiones, la convolución de  y  es 
la sucesión  definido por 

 siempre que tenga sentido.

Proposición 4.4 (Desigualdad de Young) Sea  y  entonces  y 

En particular, para todo  fijado, la aplicación  definida por

Es un operador lineal acotado de  y .
Prueba.- Tomando módulo a  y considerando  e inmediatamente aplicando la 
desigualdad de Cauchy-Schwartz se consigue para todo ,

                        
  (4.21)
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Elevando al cuadrado la desigualdad (4.21), sumando sobre  e intercambiando el orden de la suma 
obtenemos

 
Lema 4.1 Sean  y  y . Entonces existen constantes positivas  y  dependiendo úni-
camente de , tal que

.
Prueba.- Si  no hay nada que probar. Así, consideramos . Ahora, podemos observar que (4.22) 
es equivalente a

Así, es suficiente probar que existen  y  tal que

Observamos que para todo , tenemos
 y ,

y sumando ambas desigualdades se consigue:

i.e.

Ahora, para ,  tenemos 

i.e. 

Observamos que la función  es continua en el compacto [0,1], luego ella alcanza máximo y 

mínimo en ese intervalo, i.e.  tal que
 y

y como  nunca se anula en [0,1], entonces . Ahora, de (4.26)  y (4.27), basta tomar el máximo 
entre    y , es decir

De (4.25) y (4.28) se concluye.
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Teorema 4.2  Si  entonces  es un Algebra de Banach. En particular, existe una constante positiva    
 dependiendo únicamente de  tal que

Prueba.-  Usando el Lema de Inmersión de Sobolev, tenemos

Usando el Lema 4.1 tenemos que

donde  es una constante positiva. Por lo tanto

Donde  , y . Observamos que

Así,  y

Análogamente, tenemos que  y
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Desde que  y , la proposición 4.4 

(Desigualdad de Young para la convolución), (4.30) y (4.29) nos conduce a

y además

donde hemos usado explícitamente la desigualdad de Young para la convolución (Proposición 4.4), la 
identidad de Parseval y las desigualdades (4.17), (4.32) y (4.33).

5.  Existencia y unicidad de solución de la ecuación KdV- Kuramoto - Sivashinsky

Teorema 5.1  Sea  fijo,  y la ecuación

Entonces  posee una única solución 
Prueba.- La prueba lo hacemos ordenadamente en varios pasos.
1.	 Primero obtenemos el candidato a solución. Para conseguir ese candidato tomamos la   transformada de 

Fourier a la ecuación 

       y conseguimos

	 que es una EDO con dato inicial .
	 Resolviendo el PVI conseguimos 
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	 de donde obtenemos nuestro candidato a solución:

	 donde . Se observa que cuando  y  o ,  es . 
	 Cuando  y  tenemos que  y desde que  tenemos que  

cuando . También .
2.	 En segundo lugar, probaremos que : 
       Sea  y observando que , tenemos 

       Así, .
3.	 Ahora, probaremos que  es continua:

	 Se observa que . Ahora, necesitamos de la convergencia uniforme de la serie para el 
intercambio de límites. Para esto, tomamos el n-ésimo término de la serie y lo mayoramos por una serie 
convergente, i.e.

	 donde hemos usado la desigualdad triangular (propiedad de la norma) y la desigualdad  siem-
pre que .

	 Así,

	 y usando el Teorema del M-Test de Weierstrass  tenemos que la serie converge uniformemente. Luego, 
está permitido el intercambio de límite y conseguimos que

4.	 Probaremos que
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	 En efecto,

      
	 Usando L’Hospital tenemos que  cuando . Ahora, necesitamos la convergencia uni-

forme de la serie para habilitar el intercambio de límites. Para ello procedemos mayorando el k-ésimo 
término de la serie. Previamente observamos para :

	 y tomando módulo tenemos

	 Mayoramos  usando la desigualdad (5.5) y obtenemos

	 Pasamos a mayorar el k-ésimo término de la serie, donde se usa la estimativa (5.6)

	 y sabemos que la serie  desde que . Usando el 
Teorema M-Test de Weierstrass tenemos que la serie (5.4) converge uniformemente y por lo tanto es 
posible intercambiar límites y obtener lo que se quería mostrar, i.e.

5.	 Obtenemos la dependencia continua de los datos iniciales, i.e. sean  y  datos       
	 próximos en , probamos que sus correspondientes soluciones   y  , respectivamente,  
	 también están próximos en el espacio solución, esto es,

	 de aquí tenemos que si  entonces .

6.	 Unicidad de la solución. La desigualdad (5.7) nos permitirá mostrar que la solución es única. En efecto, 
sea  y supongamos que existan  y  dos soluciones, entonces usando (5.7) tenemos, 

	 de donde concluimos que .
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7.	 Análogamente a (5.2), sea ,

	 pues  para . Así,  y . 

Observación 6  De la existencia y unicidad de solución, y del ítem 5 del desarrollo de la prueba del Teorema 
precedente, podemos decir que el problema está bien colocado. Además es posible analizar y probar que 

.
 

6.  Conclusiones

 Se hizo un profundo estudio, dando sutiles pruebas de resultados de espacios de Sobolev Periódico, e in-
troduciendo pertinentes observaciones. Asimismo, se probó la existencia y unicidad de solución del modelo 
de ondas en un fluido viscoso. 
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