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INTRODUCCION

Er 1945, aparzcid en los Anales de la Facultad de Medicina, la
publicacion del doctor Alberto Hurtado titulada “METODOS ESTA-
DISTICOS”, que significd un positivo avance en el establecimien-
to de un gjustade criterio cuantitativo en las publicaciones naciona-
les a partir de entonces vy unc ayuda invalorable en la metédica
de andlisis y presentacidn de los datos reccgidos en la experimen-
tacidn. En esa publicacién se enfocaron los mds importantes mé-
todos emplsadeos en estadistica. Lo presente se concrela al estu-
dio de las ecuaciones empiricas vy es la primera de una serie de
publicaciones que pretenden difundir 2] método cuantiiativo en los
estudios de Biologia y Medicina. .

Uno de lcs problemas mds importanies del trabajo cientifico,
ce presenta cuando s2 tiens que medir, establecer v describir rela-
ciones entre variables; la mayoria de las leyes cientificas las esta-
blecen.

En el trabajo cientifico, a vzces se conoce por adelantado, a
base de consideracicnes tedricas, la relacion que existe entre las
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variables que interviensn en el estudio, en oiras oportunidades, du-
rante el trabajo experimzntal, se van obteniendo grupos de valores
numericos relacionados. El ideal es, en ambas circunstancias, ex-
presar la relacién entre las variables, en forma clara v concisa me-
diante ecuacicnes. En el primer caso las ecuacionss se llaman
racionales y en el segundo empiricas.

Cuande el hombre de ciencia se plantea la relacidén entre va-
riables, si tiene una teoria ya descrita, puede predecir qué tipo
de relacion va a haber entre aquellas vy describirla mediante una
ecuacién racional., En ofros casos —a veces los mas— se intuye
una relacién entre variables, no se tiene una teoria precisa —mds
bien s= quiere crearla— v se planea una experimentacion que pon-
ga en juego las variables. Los resultados de la experimentacién dan
grupos de valores relacionados, cuyo estudio, mediante metedos que
se detallan en este trabajo, nos conduce al establecimienio de una
ecuacién empirica que relacione las variables. De eslas ecuacio-
ns se pusde deducir una teorix que expliqus el porqué de los fe-
némenos, en una palabra, una teoria que los racionalice. En es-
ta forma, las ecuaciones empi_ricas pusden conducir a ecuaciones
racionales.

Un buen ejemplo de esto lo constituye la historia del concep-
to de Depuracion (“Clearance’), como pruzba para medir la fun-
cién renal.  Se conocla vagamente la existencia de relaciones entre
concentracién de Urea en la sangre, concentracion de urea en la
crina y volumen de corina.  Ambard describié leyes empiricas re-
lacionado dos variables y considerando la tzrcera constante, lue-
go las integrd en una sola ley.  Sin embargo, ésta no describia con
pracision los hallazgos experimentales. Van Slyke describid {61
mulas mds cercanas a la realidad, pero con un criterio siempre em-
pirico; posteriormente, cred el término “"Clearance’, e intuyd una ex-
plicacidén racional. Hommer Smith ha sido quien ha hecho la ge-
neralizacién del concepto de depuraciéon y ha demostrado que una
de las {6rmulas de Van Slyke es una ecuacion racional gque se de-
duce de los conceptos actuales sobre el modo de {funcionamiento
renal. Como la ciencia es un fendmeno dindmico, que vive a base
de hipdtesis que se renuevan constantementie, debemos considerar
que las bases tedricas que sustentan algunas ecuaciones racionales
pueden variar, manieniéndose consiantes los hechos v su interre-
lacion,
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Segun las circunstancias, pueden presentarse problemas que
traten de relacionar dos, tres o mds variables. En el presente traba-
jo solamente nos vamos a ocupar de la correlacién entre dos va-
riables.

En el capitulo primero resumiremos algunos conceptos genera-
les importantes. En el segundo, nos ocuparemos de los tipos de
grdaficas a emplear. En el capitulo tercero se esbozan los méto-
dos generales para hacer una correlacién entre dos variables. Log
siguientes, hasta el noveno, contienen discusiones sobre las leyes
de la linea recta, exponencial, de potencias, parabdlica, hiperbdli-
ca y ejemplos prdcticos de la deduccidén de las ecuaciones corres-
pondientes. El capitulo novsno sefiala, en forma de resumen, el pro-
cedimiento general a seguir para el estudio adecuado de la rela-
cién entre dos variables. Se concluye el capitulo con una discusién
sobre los diagramas que representan tendencia y se esbozan mé-
todos practicos para el cdlculo de dreas.

Al final existe un apéndice en donde se resumen los métodos
algebrdicos mds usados, se pone énfasis en el manejo de los ex-
ponentes, logaritmos y de la regla de cdlculo vy se consignan algu-
nas tablas fundamentales.

El objeto del presente trabajo es ayudar al investigador en el
estudio de los fendmenos que observa, y ponerlo en condiciones
de describir las leyes que los rigen mediante el establecimiento de
las ecuaciones empiricas correspondientes. Por eso, cada capitu-
lo tiene al comienzo un resumen de los conceptos tedricos mds im-
portantes y va seguido de un ejemplo gque permita al lector desa-
rrollar minuciosamente cada método.

Nuestro agradecimiento al Dr. Carlos Monge C., por sus valio-
505 consejos en la redaccidén del texto y sugesticiones para la elec-
cién de los ejemplos.
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Mac Graw Hill Book Co. New York, 1928.
2.—D. 8. Davis,

Nomeography and Empirical Equaticons.

Reinhold Publishing Corporalicn, New York, 1955,
3. —Hurtado, A. )

Métodos Estadisticos.

Anales de la Facultad de Medicina, Lima, 28: 125; 1945,
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4, —Public Health Statislic Manual
Department of Public Heaith, School of Public Health
University of Michigan, 1950,
5.-=Snedecor, G. W.,
Statisticol Methods.
The lowa Slate College Press, lowa, 1946,
6.—Waugh, A. E.,
Elements of Siatistical Method
Mc Graw Hill Book Co. Inc., New York, 1952.
7.—Woeds, F. 5., v Bailey, F. H.,
Geometrig Andalilica y Cdlculo Infinitesimal.
UTEHA, México, 1952.

CAPITULO I
CONCEPTOS FUNDAMENTALES

1,1.—Los dos senlidos en la recta.— {Fig. 1,1). Consideremos
un segmento rectilineo cualquiera determinado por los puntos A y
B. En Geometria elemental, se consideran solamsnte la posicién
v la longitud del segmento, y, por lo tanto, no tiene importancia el
que se le llame AB 6 BA; pero, en Geometria Andalilica €5 muy im-
portante considerar el sentido y direccion del segmento ademas de
su longitud. De acuerde a eslo, si se considera en la recta el sen-
tido de & a ‘B, el segmento se llama AB, pero si se considera el sen-
tido de B a A, el segmento se llama BA. Se verd més adelante que
la distincién entre AB y BA  es la misma que la distincidn entre
(+a) y (—a) en Algebra. BA = —--AB. Consideremos chora
dos segmentos AB y BC sobre la misma recta, siendo 2]l punto B
2] exiremo del primer segmento y el origen del segundo. Al seg-
mento AC se le llama suma de AB v BC v viene dado por la igual-
dad AR + BC = AC. Esilo es evidente si los punltos estan en la
posicion de la Fig. 1, pero, es igualmente verdadero cuando los pun-
tos estdn en la posicidon de la Fig. 1,2.

En este Gltimo caso el segmento BC siendo de sentido opuesto
a AB, actha ¢como sustrasndo: AR —CB = AC.

1,2.—Escala numerica.— (Fig. 1,3). Sobre una linea recta
cualguiera tomamos un punto O como punto cerc u origen y lleva-
mos los nimeros positivos en una direcciéon y los negativos en la
otra. Si la linza es horizontal, como en la Fig. 1,3, se acostumbra
llevar los nimeros positives hacia la derecha de O y los negativos
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hacia la izquierda. Si es vertical, los positivos van hacia arriba
y los negativos hacia abdjo.

Cualquier punto M sobre la sscala representa un ntmero real,
a saber, €] nimero que mide la distancia de O a M: positivo si M
csid a la derscha de O, y negativo si M estd a la izquierda de O,
Reciprocamsante, cualguier niimero real le corresponde un punto, y
solamente uno, sobra la escala.  Los conceptos sefialados en el ar-
ticulo 1,1 son particularmsnte importantes cuando se aplican a
segmentos situados sobre una escala numeérica. Porque si llama-
mos x al nimero correspondients al punto M, podemos siempre ha-
cer x == OM ya que ambos, x y OM, son positivos cuando M esté
a la dsrecha de O, y negativos cuando M estd a la izquierda de O,

Es zvidente (Fig. 1,4) que, es szomento M'M" es positivo cuan-
do M est& a al derecha de M’ v negativo cuando M” estd a la iz-
quierda de M' (Fig. 1,5) Por lo fanto, cualquier segmento de una
escala numérica es igual, en magnitud v signo, al valor de la x co-
rrespondiente al extremo del segmento menos el valor d2 la x co-
rrespondiente al origen del segmento,

FIG. 1.1 FIG. 1.2.

24 0 1M2 3 M5 6

[ Ak b

FiG.1.4.

-2 0 1M2 3 4ME ¢

a a o o a a2 s .

FI16.1.5.
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1.3.—Ejes coordenados.— Sean OX y OY (Fig. 1,6) dos esca-
las numéricas perpendiculares entre si, con sus puntos cero coinci-
diendo en su punto d= interseccién O.

Sea P un punto cualquiera del plano; tracemos por P las per-
pendiculares PM v PN a OX y OY respectivaments. 8i ahoraq, co-
mo en ¢l articulo 1,2 llamamoes x v y a OM y ON respzctivamente,
es evidente que, o cualquier punio P le corresponde un par, v sola-
mente une, de numeros reales ¥ v v, v que a cualquier par de ni-
meros reales le correspende un punto P v solamente une, en =l pla-
no XOY.

Si se da un punto P, los valorzs de x v ¥ pueden hatlarse tra-
zando las dos perpendiculares MP v NP, como se hizo antes. Si se
dan x v v, el punto P puede localizarse encontrado los puntos M v
N, correspondientss a los numeros x y v, sobre las dos escalas nu-
méricas y {razando las perpediculares a OX v OY respectivamen-
te por M v N. Estas perpendiculares se cortan 2n 2l punto busca-
do P.

Cuando el punto estd localizado sz dice que se ha trazado el
punto. Es evidente, que el trazade se efectla mdas covenizntemen-
te cuando el papel estd cuadriculado, como en la Fig. 1,6.
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Estos nimeros x y y se llaman, respectivamente, la abscisa y
la ordenada del punto y juntos constituyen las coordznadas Ael mis-
mo punto. Debe notarse que la abscisa y la ordenada, comao se
han definido, son iguales, respectivamentz, a las distancias del pun-
to a OY y OX, tomadas en magnitud y signe. Para designar un
punto cuya abscisa es a y cuya ordenada es —b, se acostumbra
escribir P (a, —b), escribiéndose sizmprle primero la abscisa se-
parada por una coma de la ordenada. OX y OY se llaman en
conjunto ejes de coordenadas, pero frecuentzmente se les nombra
como ejes de las x o de las abscicas vy eie de las ¥y o d2 las crde-
nadas, respectivaments.

1, 4—Variables y funciones.— Una cantidad que pzrmanece
invariable durante la solucién de un problema o durante una dis-
cusion se llama constante, Una canlidad que cambia de valor en
el curso d2 un problema o discusion se llama variable.  Si dos can-
fidades esldn relacionadas de tal manera que cuando se da el va-
lor de una dz ellas se puedsz determinar el valor de la otra, la se-
guna cantidad se llama funcién de la primsra. Cucndo las dos
cantidades son variables, la primera se llama la variable indepen-
diente, v ¢ la sequnda, o sea a la funcidn, se le llama algunas ve-
ces variable dependiente. En algunas oportunidades de dos canm-
tidades relacionadas que se presentan en un problema, pueden to-
marse indistintamente, ssgin convenga, una de ellas como variable
independiente y la otra como funcidén. Asit, por ejemplo, el drea
de un circuloe v su radio son dos cantidades relacionadas d= tal
manera que, si se da una, la otra queda determinada. Podemos de-
cir entonces que, en el circulo, el drea es una funcién del radio
v lambién, que el radio £s una funcion del drea.

En ofras circunstancias esto no es posible: siempre una varia-
ble szrd la independiente v la otra la funcién, y no podrdn in-
tercambiarse. Por ejemplo, si se sabe que existe una correlacion
entre edad vy tensidn arterial. El cambio de edad inducird cambio
en la tensidén arterial, la contraria no serd vdlida. La edad serd&
la variable independiente v la tension, la funcién.

La relacién entre la variable indzpendiente v la funcién pue-
de representarse grdficamente mediante las cocrdenadas rectcm-
gulares. Porgue =i representamos la variable independiente por
x y el valor correspondiente de la funcién por y, el par de valo-
res x y dsterminardn un punto en el plano y un nimero suficien-
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te d2 tales puntcs dard una curva que reprzsedtard la correscon-
diente a los valores de la variable y la funcién. Esta curva se lla-
ma grdfica de la funcidn. '

EJEMPLO: La densidad del suero sanguineo depende de su contenide en
proleinas. En la tabla adjunia se dan las concentraciones de proleinas en gramaos
por ciento y las densidades correspondientes obtenidas experimentalmente, {Fig. 1,7).

L
=

PROTEINAS gm. %
@

e
1620 1025 1030 -
DENSIDAD

1,015.5
1,018.1
1,021.7
1,023
1,0259
1,028
1,031
1,0336

WO~ 0 W

—

Hagamos que el crigen represente 1.015 de densidcd v que cada unidad del
eie de las abscisas represenle 0.001 de densidad; gue el origen represente 3 gm.
# 100 em3. de proteinas, que cada unidad del eje de ordenadas represente | gm.
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« 100 de proteinas. Construyamos los puntos gue correspondan a los valores de
densidades y cencentracion protéica dadeos en la table anterior. Per los puntos
asi trazados hocgamas pasdar ung curva conlinua (Fig. 1, 7) que no presenie cam-
bios bruscos de direccién., En nuesiro ejemplo, 5 puntos caen muy cerca en ung
recla; en este casc hay muy poco error, los oiros tres caen cerca, scn ‘aproximao-
damente exactos. La curva puede ser usada para caleulos aproximados comao
sigue: duada la densidad de una muestra do plasma, se desex conocer su conte
nido en proleinas. Si se marca la densidad sobre el eje de lus abscisas y se se-
ficla el punto de inlerseccidn con la curva (levantande una perpendicular o x)
y luego se mide la ordenada correspondienie a ese punto de la curva (trazando
una perpendicular del punio, @ y) se tiene &l valor aproximade dsl contenide

protéico del plasma. En este caso podemos decir que vy == 1 (x): concentracién

protéica = { (densidad).

1, 5.—Noiacion para las funciones.— Si y es una funcién de x,
se acostumbra expresarlo por la notocidn v = § (x) v se

les v igual funcién de x.

Si en un problema intervienen dos o mdas funciones,
una puede expresarse como { (x), otra como F (x), otra co-
mo ¢ (x) y asl sucesivamente. En la practica =s corrisnte
representar diversas funciones de x por f, {(x), 1 (xD,
fa (xD, etc.

Una funcién de dos o mdas variables puede exprasar-
se asi:

z = f{(x, vy)

1. 6.—Grdfica de una ecuacion.-- Si f (x) es una funcidn cual-
quiera y hacemos v = { (x), podimos como ya hemos
visto, construir una curva que es la grdéfica de la funcién.
Lo relacion entre esta curva vy la scuacién v = | (x) es tal,
que todos los puntos cuyas coordenadas satisfacen la ecua-
cién se sncuentran sobre la curva, y reciprocaments, si un
punto ecsid sobre la curva, sus coordenadas satisfacen la
ecudacion.

Se dice que la curva estd representada por la ecua-
cidn v a la scuacion se le llama la ecuacidn de la curva.
A la curva también se lo llama lugar geométrico de la
ecuacién. Su usc es dcble: por una parte pocdemos estu-
diar una funcién por medioc de la curva y por otra, pode-
mes estudiar las propiedades geoméiricas de una curva por
medic de2 su ecuacién. En las pdginas siguientes veremos
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aplicaciones de ambos métoedos. Andlogzmente, cualquier
ecuacion en x y expresada por 1 (x, v) =0 representa
una curva que es sl lugar gsomeétrico de la ecuacidn. Las
funciones vy = f (x) v { {x, y) = O, scn equivalentes; la pri-
mera se llama explicita y la segunda implicita. Para cons-
truir una curva, tenemos que hallar un niumsero suficiente
de puntos (cuyas coordenadas satisfagan la ecuacion) que
indiquen su coniorno. Fig, 1, 7.

CAPITULO 11
REPRESENTACION GRAFICA

Solo vamos a discutir los diagramas que tienen por objeto es-
lableczr tendasncia vy relacion; en ellos se prefiere el uso de coor-
denadas rectangulares. El eje de las x se usa para anotar la va-
riable independiente y el de las y para la depsndiente.

Les tipos de diagramas de lendencia y relacién se clasifican
segun el tivo de escala usada en los ejes coordenados. Es conve-
niente primero describir los lipos de escalas usadas vy el modo de
construirlas.

ESCALA ARITMETICA.— Es aquella en la qus intervalos de
igual magnitud en €l papel representan incrementos constantes
de los valores que s2 represenian en la escala. Fig. 2,1 zscala de
la izquierda.

ESCALA LOGARITMICA.— Consta de una o varias divisiones
principales (Fig. 2, 1, escala de la dzrechda) subdivididas en 9 es-
pacios cuvas dimensiones desiguales corresponden a los logarit-
mos de las cifras usadas en la escala. Para conslruir este tipo de
escala, e toma una escala aritmética y se elige arbitrariamznte
el intervalo para la divisién principal de la escala vy luego se in-
tercalan los valores correspondisntes o los legaritmos de los ni-
meros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 multiplicando el intervalo por los
logariimos correspondientes. Por ejemplo, la ordenada dz la Fig.
2.2; en ella se ha construide una escala logaritmica. Se eligid ar-
bitrariamente como intervale para la division principal de la es-
cala 100 mm. Para calcular las divisiones intermedias se procadid
como sigu2:
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ESCALAS

ARITMETICA LOGARITMICA
3 100

2 100

0 1

Fig. 2.1

Nimero (1) Logaritmo (2) Milimstres (3}  Milimetros (4)

del nhmero intervalo divisién log.
i 0.000 X 100 0.0
2 0.301 X 100 30.1
3 0.477 X 100 47 .7
4 0.602 X 100 0.2
5 0.698 X 100 69.9
& 0.778 x 100 77.8
7 0.845 X 100 - 84.5
8 0.803 x 100 - 90.3
9 0.954 X 100 95.4
10 1.000 X 100 100.0

Si se quieren colocar divisiones intermedias, como log. 1,5, se
procedsrd er igual forma. La columna (4) indica la altura, con-
lando de abajo arriba, si se trata de la ordenada, como en este
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01 2 345 67.8.9 10

Fig. 2.2

ejemple, a que se deben colocar las dilerentcs subdivisiones., Si
cse quiere colocar una sscala logaritmica en la abscisa se procede-
ra zn igual forma, pero de izquierda a derecha.

En el mercade existen papeles con estz tipo de escala, a los
los que nos referiremes luego. Si la ezcala logaritmica tiene una
scla divisidn principal, se habla de “sscala legaritmica de un so-
lo cicle” (Fig. 2.2 v 2.3 b), si tienz dcs, trez, elc., la eszala logarit
mica es "da dos cicles, lres ciclos” (Fig. 2,1 v 2,3a), ete. El inter-
valo entre dos divisicnss grincipales dz la escala logariimica,
siempre es una potencia de 10, positiva o negativa. Ejemplo: divi-
sién inferior 0.001, divisién supericr 0.01; division inferior 10, di-
vicién superior 100; divisién inferior 10000, divisién supzrior 100000.
El valor que se asigne a cada divisidn sard arbitrario siempre que
se sigda la norma anterior. La Fig. 2.1, escala logaritmica de tres
ciclos, va graduada de 1 a 10, a 100 v a 1000; podria habsr sido
graduada: 0.01, 0.1, 1.0, 10. ,

Los siguizsntes son los tipos de dicgramas de tandencia y rz
laeidn mds usados. '
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22— PAPEL CON ESCALA ARITMETICA.— Es aquel qus tiene es-
calas aritméticas tanto en la ordenada cuanto en la abscisa
(Fig. 1,6). El intervalo de una de ellas pusde ser mayor que
el de la otra (Fig. 1,7) siempre que ambas escalas' sigan
siendo aritméticas. Este tipo d= diagrama es el mas usczdo y
el que orienta al empleo de los otros.

2.3.—PAPEL CON ESCALA SEMILOGARITMICA.—Es aquel que tie-
ne en la abscisa una escala aritmética, v en la ordenada una
logaritmica. Si la escala legaritmica es de uno, dos, tres, etc.
ciclos, el papel se llama "papel semilogaritmico de uno (Fig.
2,3b) dcs, tres, (Figura 2,2a) etc. ciclos”. En el mercado exis-
ien dos tipos de papeles construidos como ss detallé en el ar-
ticulo 2,1 con lo que se economiza considerable trabajo y
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tiempe; en caso de no conseguirlos, su trazado, como se ha
visto, esid al alcance de cualquiera. )

Otra de las ventajas del papel semilogaritmico estd en
que si uno tiene que dibujar una funcidén como log. v = 1 (x),
no es necesdario tomar la tabla dz2 logaritmos v buscar en ella
cada uno de los logaritmes correspondientes a los diversos
valores que obtengan d2 { (x), sino (como en el rpapel =ze
han considerado intervalos correspondientzs a los lcgaritmos
de los nim=ros) ce colocard dirsctamente cada valor de { (x)
que sz cbtenga.

Las figuras 2,2 v 2,3b son una grdfica de la funcidén log.
v = X, €n la primera ge ha construide la escala logaritmica
con las insirucciones del articulo 2,1, la segunda ha sido dibu-
jada en rapel semiidbgaritmico de un ciclo. Se comprende la
economia de liempo ques se ha hecho puzs de no tznesrse el
papel semilogaritmice, hubiéramoes tenido que buscar en una
tabla el lcgariimo de cada numero para poder construir la
grdiica. En el capitulo V nos ocuparemoeos mds extensaments
de esle iema.

AL T LGN T

B R A S PR e TR0
= vy e

Lk
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Fig. 2.4

N
I

PAPLL CON ESCALA LOGARITMICA.— Tiene, lanto en la
abscisa cuanto en la ordenada, escalas logartimicas. Se usa
cuando sz debe dibujar log x conira log v. La Fig. 2,4 ¢s un
"papel logaritmico de 2 ciclos”. En el capiltule VI nos ocupa-
remos extensamente de este tema.

CAPITULO Il
METODOS GENERALES PARA ESTABLECER UNA CORRELACION

3,1.—E! medio mds simple es el da colocar los datos ordenados en
tablas para estudiar sus. valores y observar si siguen algu-
na tendencia definida.

Cuando al aumentar el valor d= una variable aumenta el
de la otra, se habla d= relacidn directa; en caso contrario la
relccion es inversa.
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3,2.—I] sistema mds util. consiste en hacsr una grafica cartgsiana,

colocando como x la variable indzpendiente, como ¥ la depen-
diente, de tal suerte que cada par de valores esté reprzsen-
tado peor un punto x, y. El conjunto de puntos constituye el
DIAGRAMA DE DISPERSION; por él podemos juzgar “al ojo’”
la relacién entre las variables.

3,3.—También “al ojo’’ puede trazarse una linea continua, sin in-

flexiones bruscas, que pase por el mayor numero de puntos
posibles (se considera que los puntos que quzdan fuera de la
linea tienen esa siluacion debide a errorss experimentalzas).
La linea se llama LINEA DE TENDENCIA O REGRESION.

Como es ldgico, "al ojo” pueden trazarse muchas cur-
vas que indiguen una tendencia; tantas mdas cuanto mayor
sea la dispersion de los datos; habra sin embargo una que
ser& la msjor. Existen procsdimientos matemdaticos para es-
coger la mejor curva.

A continuacién vamos a sefialar la forma de obtener esas
f6rmulas o relacionss.

3,4—Los pasos a seguir para obtener la ecuacidn empirica que

‘relacione en forma salisfactoria los datos obtenidos en un

experimento son los siguientes:

a).—Dibujar los datecs en papel cuadriculado simple. Se
obtiener asi una serie de puntos, que se dzbzn tratar de unir
por una curva que siga adecuadamente su tandencia, pero
que no €s d2 esperdar que pdse ror tcdos ellos puesto que
los puntos dibujados estdn sujetos o los errores del método
experimental usado. Nuzstro problema consiste ghera en en-
contrar la ecuacién quz satisfaga con la mayoer precision la
curva irazada.

b).—Trazada la curva se comparard con varias “‘curvas
fipo” que siguen ecuaciones conccidas, para escoger asi el
tipo de ecuccién que debe probarse. La familiaridad con es-
tas CURVAS TIPO ayudard en la eleccidn de la {ormula ade:
cuada,

c).Les tipes de ezuacidn mdas frecuentemente encontra-
dos son:
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a) Linea recta Yy = mx + b

b) Ecuacién de potencias y = Axa
o ley logariimica

¢) Forma parabdlica y = ax2 4 bx + ¢
X
d) Fermas hiperbdlicas vy =
Ax - B
1
Y =
Ax + B
Ax + B
Yy =
X
B
y = — —
x

e).—Forma exponencial ¢ ley se-
milogaritmica y = Ackx

3,5.—Determinada gralicamente la ley que correlaciona las varia-
bles, debemos encontrar una férmula o ecuacién que las re-
lacione. '

Puede verse en las ecuaciones anleriores que todas tis-
nen x v y (que son las variables). Los datos experimentales
nos dan diversos valores de x v ¥ aprovechando los cuales de-
bemcs encontrar los que corresponden a las constantzs o pard-
metros (a, b, etc.).

Aprovechando de los valores experimentales de x v v,
que para mayor orden se agrupan en una tabla, debemos
plantear sistemas de ecuaciones con tantas incégnitas (a b,
¢, etc.) como constantes hayoan por determinar en el proble-
ma. El nimero de sistemas a plantsar depende igualmente
del nimero de coristantss por hallar,

Los valores que se seficlen a x v v en el planteamiento
de las ecuaciones, dependen del método que se emplee. El
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método se escogerd de acuerdo a la precision queé se desee
obtener.

Existen diversos métodos para este c&lculo:

a).—Dirscto o de los puntos seleccionados.

b).—De los promedios.

c).—De los minimos cuadrados.

d).—De lcs incrementos sucesivos.

e).—D=a los puntos czro =2 infinitc.

)—Medida directa scbre el grdfico trazande leos para-
meltros de la zcuacion.

Haremos hincapié sobre los ires primeros, el lercerc —el
mdés laborioso-— deberd emplearse cuando se raquiera ma-
yor exactitud en los resultados.

3.6.—METODO DE LOS PUNTOS SELECCIONADOS.— El mdas su-
jeto a errores y a la influencia subjeliva, debs usarsz =ola-
mente cuando se necesiten datos rapidos en un trabaio cu-
va precision no es grandz. Cuanto menos dispersos estén
los dalcs y cuante maydr experiencia se ienca, mejores y
mas reproducibles ssrdn los resultados gue se obiengan.
X v v s2 seleccionan generalmante de los extremes de la
curva trazada “al ojo”, se plantea el sistema de ecuacicnes
v se resuelve para encontrar a, b, ¢, etc.

3,7—METODO DE LOS PROMEDIOS.— Mucho mdas preciso que
el antsrior. Se agrupan valores de x v y =n lanics grupos
cucantas ecuaciones haya por calcular, se toman las medidas
de esos grupos, cuyos valores se usardn en el planteamizn-
to del sistema de ecuaciones, que se resuelve para encontrar
a, b, c, etc.

3,8.—METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS.~— No es oportu-
no explicar el fundamento de estz meétodo. Con él se calcu-
la la “mejor linea de correlacion”. Si caleulamos las difsren-
cias entre los puntos cbtenidcs en ¢l experimento vy la linea
calculada con este método y obtenemos la suma de los cua-
drados de =sas diferencias, esa suma ser& la msnor gue se
pueda obtener. Se comprende que este método s matemdlica-
mente el mas perlecio.
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En vez dz x v v, en el planteamiento de los sistemas de
ecuaciones, se usan la suma de todos los valores de x, de to-
dos los valores de v, suma de preductos de x por vy, etc.

Es un sistema dlgo més complejo, pero bizn realizado,

de gran exactitud.

CAPITULO 1V

Ley pE La Linea RecTa

{Correlacién Lineal)

4,1.—Ecuacidn de la linea recta.— En general se puede construir
una curva cuando se tisne a mano un nUmero infinito de pun-
tos, cada uno de los cuales debe satisfacer una ecuacidn es-
pecial dada, llamada ecuaciéon de la curva.
Por ejemplo, cada punto de la linsea vy = 2 x + 1 (Fig.
4,15, es tal que cada valor de v se cobtiene maultiplicando el
valor de x por 2 v agregéndole 1. Cada punto satisface pues
la ecuccién v = 2x 4+ 1.
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La recta es el tipe ds curva mdas simple. Es la represen-
facién graiica de una ecuaciéon de primer grade (todds los
exponerntes de x 0o y son la unidad).

Su forma més simple es = mx |+ b (1)

En dende m v b son constantes,
Cuando ce estudia cualquier ecuacidén de primsr grade, <s
conveniente tratar de convertirla a la forma (1) Ello es po
sible medianie los siguientss pasos que se aplican a la for
ma mas general,

Ax 4- By 4+ C = O. Dividiendo entre B

A C
X Yy +— = O, despajondo v
B B
A C
Yy = o= —X— — si hacemos — A/B = m . vy
B B
—C/B = b, tenemos
y = mx + b

Analicemos el significado de m y b.

4,2.—m— Se deline como la pendiente de la linea o la rslacidn
entre el incremenio vertical (eje de las ¥ ) al incremento hori-
zontal correspondiente {(eje de las x).

En una curva cualquiera, cuemdo se incrémentan las abs-
cisas de X; a X., al mismo tiempo hay un incremento de las
ordencdas de y; d Va.

En una curva cualquierd, cuando se incrementan las abs-
cisas de %; o X., @l mismo tlempe hay un incremento de las
ordenadas de v, d Ye.

Si llamames Ax al incremenie de las x, (%2 — x; = Ax) (a)
v si llamamos Ay al incremento de las y, (yv: — v = Av) (b)

La pendienie e definird como:
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Y2 — Yi FAN'
m= —— = —— ()
X9 — X AY \

Si marcamos en la recta v = x -+ 1 de la (Fig 4,2), los pun-
tos P, (x3, V1) v P2 (X2, v2)y analizamos el tridngulo rectdngu-
lo P, P; R, versmos que:

P:R YY1 Ay
tangente: ¢ = — = ——— = —— = m
RP, Ko-Xy Ax :

De donde se deduce qus la pendiente reprassnta la tom-
gente del dngulo formado por la curva v el zje d= abscisas.
Si tenemos una pendients de valor 1, quiere decir que
al incremento de las ordenadas v, le corrzsponde un incre-
mento igual en las abscisas (A x); o sea que (AY = AX).
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Una pendiente de valor 2 indica que las y tienen el doble de
incremento por unidad de incremento de las x. (Ay = 2Ax).

4,3.—Método para hallar la pendiente.—Uno dz los metedos se ba-
sa en la aplicacién de la férmula (¢). Se toman decs pun-
tos en la recta, s2 hallan Ay vy Ax: se halla la relacion en
ire ellos y el cociente es m. 7
Si m es la tangente del dngulo O se podria usar un trans-
portador, para medir el dngulo v luzgo hallar su tangente
en las tablas (Fig. 4,3).

Fig. 4,3

Puede verse (Fig. 4,2) que existan dos casos esencial-
mente diferntes, segun quz la recta, yendo de izquierda a
derecha, estd dirigida de abajo arriba o de arriba abajo. En
el primer caso (y = x-41), m es positivo (1) v en el s=-
gundo (y = —2x — 1) m es negativo (—2). Esto nos dice
la pendiente de una recta es positiva cuando al crecer x
crece vy, y es negativa cuando al crecer x dscrece vy.

En la Fig 4.4 se observan 6 rectas a, b, ¢, d, e, {, cuyas
pendientes son respectivamente 0.5; 1.0; 3.0; 6.0; —1.5; —0.33.

En la Fig. 4,5 se han trazado una recta v una curva. Pus-
de apreciarse que la pendiente de una rectax siempre es cons-
tante; lo de la curva va cambiando conforme discurre ésta.
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Fig. 4.4

Esto indica que en el caso de la recta la pzsndiente depen:
dera de la recta misma, v podrd calcularse no importa cuan
distantzs se tomen X;, vi; Xs, Vs En el caso de la curva la
pendients deberd referirse a un punto determinado pues se-
r& distinta en el siguiente. '

Si nos encontramos con una ecuacién de la forma vy = b
(aussncia de x), se trata de una recta paralela al eje de abs-
cisas a la altura vy = b. En realidad se trata de una recta
qgue forma un dngulo de valer O con el eje dz las x, su pen-
diente es cero (tg O° — O

Si tenemos una ecuacion x — b (ausencia de v) se tra-
ta de una paralzla al ejie de ordenadas en x = b. Es unc rec-
ta cuya pendiente es infinita (ig 909 = o) que forma un &n-
gulo de 90° con la ab:cisa. : .

44— b —Fl término independiente b, corresponde al.punto en que
la linea recta intersecta al eje de ordenadas. Se le llameo “or-
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Fig, 4.5

denada en el origen dzl sistema”. En esz punio, en la ecua-
cibny ——=mx + b, six = O,y = b.

4,5.—Una ecuacidn de la forma y == mx - b ez una ecuacién de

primer grado. Puede entcnces ser representada por una li-
nza recia que intersecta al eje de las ¥ en b y quz tiene una
pendiente {al que el incremento dsl eje de las v es m veces
el incremsnto del eje de las x.

Dicho en otra {orma: la recta {eima un dngulo con =] eje
de abscisas cuya tongente es m.

En la Fig. 4,2 la scuacién v = = 4 1, la recia corta al
eje de las ¥ en | v su pendiente es L.

4,6.—Pongamonos en la situacién inversa: dada la curva de la iz
quierda de la Fig. 4,2 enconiremos su ecuccidén: Podemos
procsder asi: (1) Es unag linea recta, luszco la ecuacidn es
de primer grado y su forma genzsral serd v = mx + b, (2)
Encontremos m: tomamoes dos puntos cualquiera Py y Pa, ave-
riguamos sus coordznadas (x;, = —L) (y, = 4 1) vy

(x2 = —2) (y, = 3.
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Yz — Y1 +3 — (41D +2
m =  — = = — = —2
Xo — Xy —2 — (‘——1) —1

Esto lo pcdemcs ratificar midiendo el dngulo que lorma
la recta vy el eje ds abscisas con un transportador. este nos
indica 120°. Tangsnte de 120° = 2. (3) Encontremos b.
Podemos prolongar la recta hasta que intersecte ¥, vemos que
lo hacen en —1. La ecuacién serd entonces: y — —2x —1,

Podzmos plantzar tombién un sistema de 2 ecuaciones
con 2 incégnitas. Los datos serdn X;, vi; X2 Y2 ¥y las incdg-
nitas m vy b.

yvi = mx; -~ b
ys = mx; -+ b reemplazando valores
3 = m (—2) 4 b (2) resolvemcs el sistema
3 = —2m 4 b restames (2)
2 = —m (3)
m =— —2 (Resmplazamos (3) en (1)
= (—2) (—1> 4+ b
= 2+ b
L = —1

Resultados similares a los cbtenidos con el procedimien-
{o anterior, para hallar les valores correspondiente a m y b.

Mobo DE DETERMINAR SI UNA CORRELACION ES LINEAL

4,7—Fn papel cuadriculado aritmético se hace un diagrama de
dispersién para observar la tendencia de distribucién de los
datos v se traza “al ojo’’ la linea de regresién que la repre-
sente. Si esta es una recta, la correlacién es lineal y debe-
mcs déterminar su ecuacidn, que, en general, serd de la forma

(1). vy = mx 4 b.
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4,8.~—~DETERMINACION DE LOS COEFICIENTES CUANDO LA CO
RRELACION ES LINEAL.

El experimento nos ha dado pares de valores para x v v.
Debemos con ellos, calcular los correspondientes a m y b.
Se pueden emplear varios procedimientos, dos de ellos se
han esbozado en el articulo anterior.

En general se necesitaran dos ecuaciones para hallar
las dos incdgnitas m y b.

Yi
Yo

1l
5
2
+
lon

se asignan valorss a X, vi; Xs, Y que dependen dzl proce:
dimiento a emplearse.

4, 9.—Méiodo de los punios seleccionados.— Sz ¢scogen de la li-
_nea.trazada “al ojo” dos puntos generalmente d= los extre-

mcs Py (x5, v1) v P2 (X2, ¥2) vy se resuelve el sistema po-
ramy b. '

4,10.—Mélodo de los promedios.-—— Se forman dos grupos, ordena-
damente, de valores de x y y con todos los valores que ce
dan en el experimento, de modo quz ambos ¢rupos tengan
aproximadamenis el mismo nlmszsro de valores. Se obtienen
las medidas de cada grupo, a las que se designan como x;,
Y1, X2, Y2, se resuzlve el sistema para m y b.

4,11.—Método de los minimos cuadrados.— El aislema de ecuacio-
nes a resolver es el siguiente:

Sy == Sx 4+ Nb
, Sxy = mSx? 4 bdx
En donde
Sy = suma de ordenadas (y.
8Sx = suma de abscisas (x)
N = nlimero de términos
Sxy = Suma de los proeductos de cada valor de x

fam por el valor de y correspondiente.
Sx2 = suma de los cuadrados d2 cada valor de x.
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Puede verse que las dos ecuaciones siguen la forma general
No vamos a cnalizar su deduccién.

EjempLO

Vamos a hacer determinacién de proteinas en orina por el método de Shevs-
ky y Stafford de “sedimentacién rapida’”’. Colocamos soluciones de proteinas én
orina de diversas conceniracionss y seguimes el precedimiento usual de eentri-
fugacion y ol leer el volumen del precipitado, obtenemos, con relacién a las con-

ceniraciones, los siguienies valores (haciende x = wvolumen del precipitada en
cm3 y ¥ = concentracidon de proteinas en orina (g/litre), ‘construimes la tabla
No. 4.1.

TABLA No. 4,1

X Y
cmn3 a/L
0.12 (.8
0.11 0.8
0.11 0.8
0.21 1.5
0.21 1.5
0.21 1.5
0.31 2.2
0.30 2.2
0.32 2.2
0.40 2.9
0.40 2.9
0.40 2.9
0.50 4.0
0.51 4.0
0.50 4.0
0.62 6.0
0.63 6.0
0.61 6.0

Se desea saber si existe relacién enire ambas variables, si esta relacidn tle-
ne un limite y si es posible calcular la concentracidon de proteinas conocido el vo
lumen del precivitado.

Usando papel cuadriculade corriente colocamos en un diagrama de disper-
sién, los valores chtenidos del experimento. (Fig. 4,6). Trazames una linea de Te-
aresidn, al cjo Podemos ver que la linea tiene dos partes: una recta (0.4,
2.9) y después una curva.

Poderos considerar que hay una relacion linear enire conceniracién de pro-
leinas y volumen del precipitado mientras este no sea mayor que 0.4 cm3. De-
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Fig. 4,8

bemos ahora calcular una {drmula que relacione ambas variables. Nuestro limile
serd 0.4 cm3 de precipitade. Usamos los sistemas sefialados.

Método de los punlos seleccionados.— (Articulo 4,9).— Podemos seleccionar
puntos colocados en los exiremos de la recla trazada ‘‘al ojo”, Py (0.1, 0.75) y
P, (0.4, 2.9).

Planteamos las ecuaciones:

Yy = mx + b
Yo = MMy + b
0.7 = 0.1 m <+ b
29 = 04 m 4+ b restando-
2.15 = 0.3 + C
2.15
m = = 717
0.3
b = 0.7 — 0V m = 0.7% - B.72
b = 0.03
La ecuacion seria y = 7.17 x <4+ 0.03 o sea:
Proteinas urinarias (grames x litre) = (7.17 x wvolumen del precipilado)

-+ 0.03. Hemos sefalade ya que esla ley se cumple hasla 0.4 cm3 de precipitade.

Método de los promedios.— (Articulo 4,13). Formamos dos grupos con los va-
lores ordenades de x ¥y ¥ v los promediamos.
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x5 g X, Ya
0.12 0.8 0.30 2.2
0.11 0.8 0.32 2.2
D.11 0.8 0.31 2.2
0.20 1.5 0.40 2.9
0.21 1.5 0.40 2.9
0.21 1.5 0.40 2.9
media 0.96/6 6.9/6 2.13/6 15.3/6
Y1 = mx;, + b
Yo = mx, + b
6.9 0.96
—_— = — m + b
& B
15.3 2.13
—_— = m 4+ b
6 6
6.9 — 0.6 m +4 ©6b
i3 =.2.13 m 4 6b restamos
8.4 = 1.17 m
8.4
m = — = 7.2
1.17
8.9 — 0,98 x 7.2
b = = 0,002
6
b = 0.0 (aprox.)

Por consiguiente, la ecuacidén es y — 7.2 x, ¢ sea: PROTEINAS POR LI-
TRO = VOLUMEN DEL PRECIPITADO EN ¢m3 x 7.2. Esta ley se cumple has-

la un volumen de 0.4 cm3, por sobre el cual la relacién enire las variables es
distinte.
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Método de los minimos cuadrados.— (Ariculo 4,11).

x y Xy x2
0.11 0.8 0.088 0.0121
0.11 0.8 0.088 0.0121
0.12 0.8 0.086 0.0144
0.20 1.5 0.300 0.0400
0.21 1.5 0.315 0.0441
0.21 1.5 0.315 0.0441
0.30 2.2 0.660 0.0900
0.31 2.2 0.682 0.0961
0.32 2.2 0.704 0.1024
0.40 2.9 1.160 0.1600
0.40 2.9 1.160 0.1800
0.40 2.9 1.160 0.1800
s 3.08 22.2 6.728 0.9353
N = 12

El experimenlo nos ha dado las columnas x, y. Mecesitamos construir x2, xy,
Sumamos cada columna y obtenemos:

Sy = 22.2 Sxy = 6.728
8x = 3.09 Sx2 = 0.9353
N = 12

Con los que formamos el sistema

Sy = mSx <4 Nb
Sxy = mbx2 4 bSx
222 = 309 m 4+ 12 b
6.728 = 0.9353 m 4+ 3.09 b
22.2 — 3.0% m
De donde b = -
' 12
6.728 — 0.9353 m
b = (método de igualacién,

3.09 Arliculo 10,3).
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3.09 (22.2 — 3.08 m) = 12 (6.728 — 0.9353 m)
1.6755 m = 12.138
m = 7,24
22.2 — 3.09 7.24
b = —
12 12
—0.17
P = —— = —0.014
12
La ecuacién de la recla seria: 'y =— 7.24 x —0.,014
Proleinas urinarias (gm. =x - litro) = 7.24 x wvelumen -dél precipitado

—0.014. Esto se cumple mientras el precipitado no tenga un volumen, mayor que
0.4 cm3.

DISCUSION

Utilizando el método de los puntos seleccionados, de log pro-
medios ¥ de los minimos cuadrados, las ecuacicones obtenidas son,
respectivamente:

y = 7.17x 4+ 0.03
vy = 7.2 =x
v = 7.24 x —0.014

Puede verse que los resultados son muy similares. Matemdti-
camente, la Gltima ecuacién es la mds perfzcta. Dependerd del #-
‘po de trabajo el escoger el método de hallar la ecuacién. En una
determinacién tan grosera como la ds albimina en orina en la que
el proplo método experimental tiene errores alrededor de un 5%,
no est& justificado tomar dos cifras decimales al hacer los cdlcu-
los. Si prescindimos de la segunda cifra decimal, las tres ecuacio-
nes coinciden: y = 7.2x. En esta ecuacién b = O (aprox.), o
sea que la linea pasa por el origen de coordenadas.

En este caso, no vale pues la pena usar un método tan largo
como €l de los minimos cuadrados para deducir la ecuacién si-
no que cualquiera de los dos primsros es suficiente. En otros ca-
sos el criterio variard segitin el {in perseguido. En general, cuando
la dispersién es pequena, es suficiente el método de los puntos se-
leccionados, porque la posibilidad de influencia subijetiva ss pe-

uetia.
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Cuande se juzgan los resultados de un expsrimento v se pisn-
sa en hacer generalizaciones es importante tener presente, entre
qué limites es valedera la ecuacion o formula que hemos deducido.
Un ejemplo de este problema lo constituye la scuacién que aca-
bamos de plantear para enconirar la cifra de albimina en orina
a base del velumen del prscipitado. La experimentacién nos mues-
tra que, por encima de 0.4 cm3, la férmula planteada no es valede-
ra, de modo que, st nosctros la aplicamoeos a un volumen de preci-
pitade mavyor que 0.4 c¢m3, estaremos cometiendo grave error. En
cuanto al limite inferior, hemos hecho una extrapolacion a czro,
cuando nuestro dato experimental mds pequefio se refiere a 0.1
cm3 de volumen del precipitado. Estamos suponiendo, al hacer la
extrapolacién, que la fdrmula se cumple con volumenss mas pe-
quetios de precipitado; bien puede ser que esto no ssa cierto v que
la curva experimente una deflexién v no pase por <l cero, casoc en
el que estaremos cometiendo un error. Depende de la experiencia
del investigador y de sus conocimientos del problema en estudio, el
hacsr extrapolaciones. El investigador poco experimentado, debe
siempre trabajar dentro del margen sefialado por sus propios datos.

CAPITULO V
LEY EXPONENCIAL
(Curvas exponencidles y curvas semilogaritmicas)

Si puestos en papel aritmético los datos obtenidos en la expe-
rimentacion no siguen la linea recta, debe probarse si siguen la
ley exponencial o semilogaritmica, pues, es después de la recta
quizds el tipo mds frecuente de ccrrelacién en Fisico Quimica vy
en Biologia. (Recomendamos a los lectores poco familiarizados con
las matemdticas, revisar les articulos 10,5; 10,6; 10,7 del apéndice,
que resumen conceptos sobre exponentes y logaritmos).

5,1.—Funcidén exponencial y funcién logaritmica:
La ecuacién y = o* (D

define a “y" como una funcién continua de "x” llamada funcién
exponencial, A cualquier valor real de x corresponde uno vy sola-
mente un valor real v positive de v.
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Si dade un valor x hay que hallar el valor corres-
pondiente de y, el método a emplear serd: la potenciacién,
si el valor de x es entero y positivo, la potenciacién y radi-
cacién si es fraccioncrio y positive. (Articulo 10, 5, 1).

Six =0 , vy = a? = 1
Si x es negative, ejemple x = -, tenemos
1
Yy —= g =
am
Si x es fraccionaric y negativo, ejemplo x = -p/q
1
Yy = aPa —

Vel
En la préctica, sin embargo, el valor de a* se obtiene

mas facilmente por medio d= la funcién inversa, =1 LOGARIT-
MO; porque si

= g

X = Ioga v (11>

El nimero a es la base del sistema de logariimos v pue-
de ser cualquizr nimero excepto 1. (Articulos 10, 6, 2). En
la préciica existen dos sistemas de logaritmos: el decimal
cen base 10, que es ¢l mds emplecdo en matemdtizas ele-
mentales vy el neperiano, cuya baze es el nlmero e =
271828, . ... , empleado en matemadticas superiores. (Ar-

ticulos 10, 6, 11).

Existen tablas de logaritmos dzcimales (Articulos 10, 7,

8), los designaremos lcg,y = log) v de logaritmos neperia-

nos (Articulo 10, 8) (log e = In). En caso de no lenerse
alguna de ellas se puedsn emplear las conocidas férmulas
de conversién.

In m = —-—— =z - = 2.303 log m (1IID
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log m = 04343 In m  (Articulo 10, 6, 12).

Existen muchas formas de escribir la {6rmula general
de una curva exponencial: ‘

1) y = 10*+ b= y = 1Qa—bx
2) y — €% + bx vy = ea—bx

3) v = Ba 4 bx vy = Ba—bx

4) y = A. 10vx y = A.l0—%x
5) y — A.gkx y = Ao kX

6) vy = A.Bxx y = A.B&
7) y = AB=

Las md&s adecuadas son las No. 4 v 5. Se prefiere la
No. 5 en razdén de la facilidad de la diferenciacién e integra-
cién de las funciones que contienen e (Articule 10, &, 2).

Tcedas las formas de exponsenciales pueden reducirse a
la mds simple.
vy =—= Agkx (I)
Vamos a estudiar con atencidén la ecuaciéon (1) para de-
terminar el significado d= cada uno de sus términes..

Unos ejemplos nos pueden ayudar eficczmente.
Dibujamos en papel aritmético las funcionzs siguientes (Fig.

51).

1) vy o= eX en la que A = | k= 1
2) vy = e A = | k = —1
3) v = e A = 1 k = 2
4 vy = e A = 1 k = —2
5) vy = 2ex A = 2 k = 1
6) v = —e= A = —1 k = 1

Una chservacién atenta de la figura nos permite ver que
las curvas 1, 2, 3, 4, cortan <] eje de ordenadas en y = 1;
las curvas 5 en vy = 2; la curva 6 en y = —1. Estos va-

lores corresponden a los de A.
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Efectivamente si en (1)

y = As xkx
Hacemes x == O
y — BAe *+k0 A0 — A porque s9 = 1,
5.3.—A es entonces el punto de interseccién del eje de coordena-
das cuandc ¥ — . Si hacsmos una comparaciéon con la
ecuacién de la recta, es equivalente al término b (Articu-
lo 4,4). -

De modo que A es el punto de interseccién de la curva
con la ordenada. Cuando A es positive (A > O) la intersec-
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cién estd por encima del ejz de las x. Cuando A es negati-
vo (a < O) la interseccidn esid& por debajo del eje de las x
Cuando A = O la interseccion estd& en el origen del siste-
ma de coordenadas.

En Biclogia las curvas mds frecusntes son aquellas en
las que A== (O. No discutiremos por consiguiente la forma
Yy = —Aekx,

54.—Si el signo de k es positive o negativo, indica que la pen-

diente de la curva &s positiva o negativa, respectivamente.

El valor abscluto de k indica el de la pendiente.

Esto lo podemos aclarar si convertimos la ecuacidn (1)
y = AeK® en una recta,

Es un principio general del estudio de las ecuaciones
empiricas el iratar de transformar toda ecuacidn a la ecua-
cién de la recta. Sabemos que si nscesitamos infinites pun-
los para trazar una curva, solamente dos puntos sen su-
licienies para irazar una rscta. El trabdjo se simplifica mu-
cho usando rectas y la facilidad que se tiene para encon-
trar puntos intermedios. es obvia.

Si en la ecuacién (1) tomamos logaritmos (Articulo
10,6,7.

Yy = Aekx (1)
Iny == In A 4 kx (2), porque In e ¥* = kx

si lamameos
Y = In Y
b = 1In A, tenemcs
Y = kx 4 Db (2)

qus es una forma de ecuacién de la recta (Articulo 4,1)

:n donde b = In A er la interseccidon ds la ordenada en
x = O. v k es la pendiente de la curva como guertamos de-
mostrar.

La ecuacidn (1) es la forma exponencial v la ecuacion
(2) 2s la forma logaritmica de la funcion.
Para trazar la grdfica se necesita considerar en las or-
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Fig. 5.2

denadas ln y. Como tomar logariimos es moroso, se ha idea-

do el papel semilegaritmico que (Arliculo 2,.3) tiene en la
ordenada una escala logariimica, de moedo que directamen-
te tenemos log v.

En las figuras 5,2 v 5,3 estan las mif.émas curvas de la
Fig. 5,1 transformadas en rectas. La abscisa se ha tormado
con escala similar. En la ordenada se ha tomado log y. Se
observa lo siguiente: las curvas 1 v 2; 3 v 4 tienen las mis-
mas pendientes pero con signo distinlo. La curva 5 tiene la
misma pendiente que 1. La curva 3 tiene el doble de pen-
dient2 que 1. Ello evidentemente coincide con el valor de k.

3,5 —k indica la varicacidn de In v por unidad de variacion de x.

Si k es positivo (k> O) la curva es creciente. Si k es ne-

gative (k <O) la curva es, decreciente. Cuando k>0,

100 (ek —I1) indica el porcenlaje que v se incrementda cuan-

x aumenta en una unidad. Cuando k O, 100( 1 — e¥) in-

dica el porcentaje que ¥ disminuye cuande x aumenta en und
unidad.
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Fig. 53

En nuestros ejemplos:

1) v = e¢* La curva corta v en vy = 1.; ese valor aumen-
ta en 100 (e! — 1) = 100 (l1.7) = 170% cuando x
aumentada en una unidad.

2) y = e X Lacurvacortay ern y = 1; ese valor decre-

ce en 100 (1 — 1) = 100 (Q.37) = 37% cuando x
aumenta en una unidad.

3y = e Lacurvacortay eny = 1; el valor de v
agumenta en 100 (7.4 — 1). = 640% cuando x aumen-
ta en una unidad.
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4) y = e 2% La curva corta y en y = 1; el valor de y
decrece en 100 (1—0.13) = 87% cuando x aqumenta en
una unidad. | |

5) y = 2e% Lacurva cortay en y = 2 su pendiente es

100 (2.7 — 1) = 170% cuando x aumenta en una unidad.

5,6.—De lo dicho anteriormente se desprende que en las curvas
sxponenciales el vaior de la ordenada y sufre un incremen-
to o una disminucidén porcentual constantes conforme varia
x- Esto puede ilustrarse mejor con un ejemplo: considere-
mos las buretas de la Fig. 54. La cantidad que se vacia en
la unidad de ttempe (dV/dl) es proporcional a la presién
que ejercs &l 1_iqu1do gue ocupda la bureta o sea, es proporcio-
nal al volumen del liquido contenide en la bureta. Esto puede
gxpresarse asi:
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dVv
=. —k V

dt

en donde dV/dt es la “velocidad de vaciamiento”, k es la
constanie de proporcionalidad, llamada 2n este caso "cons-
tante de velocidad” que en este ejemplo es negativg y 'V es

- e] volumsn de la bureta.

Integrando esta expresién tenemos:

Vi = V, o=

Esta ecuacién describe el vaciamiento de la bureta. En
ella Vt es el volumen del liquido en la bureta en un tism-
po dado t; Vo es el volumen inicial,- e es la base de los
logaritmos naturales, y k es la “constante de velocidad”.

La curva de esta ecuacidon dibujada en la Fig., 5,4 es
interesante. La pendiente ( —k) es siempre proporcional a
la altura de la ordenada, o ssa que se necesitan intervales
iguales de tiempo para que el volumen de la bureta baje

" del 100% al 50%, del 50% al 25%, etc., de Y4 .a Y ds2l vo-
" lumen precedente, etc. (Tedricamente la bureta nunca ce-
 saria de perder liquido, si no fuera por la intervencién de
" la evaporacidn, capilaridad, etc.).

Las férmulas anteriores pueden generalizdrse. Tenemos
entonces: -

= ky ~ de donde vy : - Yo - gkx

Cuando la pendlente kes negatwcx se he,me la ley de la

- caida exponencial; cuands k es positiva, se tiene la ley del

crecimientc exponencial. La multiplicacién de las bocterias,
el aumento de peso de los animales jévenes son ejemplos de
la sequnda.

La ley del crec1m1ento exponencial, se llama tamblen
“ley del interés compuesto”, porque el aumentc del capital
de un banco, colocado a interés compuesto, sigus la ley del
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crecimiento exponencial. En el caso del interés compuesto,
el interés depende del capital y se incorpora a él arual-
mente. En el caso del crecimienio, la velocidad de creci-
miento es proporcional al tamano dsl objeto que crece; exis-
te el fendmeno de “capitalizacion” porque la masa. formada
se incorpora a la masa original, pero la “capitalizacién” ne
es anual, como en el caso del interés compussto sino hecha
en cada instante.

En la ecuacién vy = A ekt, sabemos que A es el valer

de v cuande x = o; si llamamos A = y, tenemos

Y = Yo ekx

Es conveniente repetir que esta {érmula, comin a mu-
chos fendmenos bioldgicos v fisicos agrupa los casos en que
el CAMBIO DE LA FUNCION (dy/dx) ES PROPORCIONAL
A LA FUNCION MISMA (vy)

dy
= ky

dx
Son ejemplos de lo dicho los siguientes:

1).—La caida de la concentracidn arterial de muchas
sustancias (algunas se eliminan por filtracién glomerular,
como la inuling; otras son eliminadas por otros érganos co-
mo el azul de Evans) es una funcidn expenencial del tlem-
po: A = A, e, de donde A es la concentracidén arte-
rial en el tiesmpo t, Ao es la concentracion arterial inieial, k
es la "constante de velocidad".

2).—La velocidad de destruccién de cualquier material
radioactivo (cantidad destruida en la unidad de tismpo
(dR/dt) es proporcional a la cantidad de material radio-
activo existente en ese momento.

dR
= —kR. de donde R = R, e~k

dt
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Siendo R la cantidad de radicactividad en el tiempo t, Ro
la radicactividad inicial, k la constante de wvelocidad (ve-
locidad de destruccidn ).

3).—La disminucion de la intensidad de la luz al atra-
vesar un cuerpo (dI/dl) es proporcional a la cantidad de
luz que ajraviesa el cuerpo (1)

dI
—— = —kI dedonde I = I,e™ Iloqueindica que
dl

sizndo [ la intensidad de lg luz en el espesor I, fo la inten-
sidad inicial; k es la constante que depende del material,

etc. Es atravesado por la luz. Esta {érmula resume la ley
de Beer.

5,7.—Existe un concepto importante en relacién a la ley exponen-

cial: el TIEMPO DE VIDA MEDIA, Se deline cocmo =l tiem-
po tm que debe trascurrir para gque un fendmeno tenga la

mitad de la actividad que al comienzo (o sea que y — ?
YO,
¥y = vo gkt : cuando y = t = tm.
o]
yo
- — Yo.e—k'rm
2
1
R — e—ktm
2
In 05 = -¥km
—In 0.5 —(—0.693> 0.693
tm — — —

k k k
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58.—FEs convenients plantearnos el siguients problema: encontrar la férmula de
' lo curva No., 6. Fig. 53.

En la férmula (2) ¥ = kx + b, que asimila lag ecuacién (1) a lo
recta, debemos encontrar los valores de k v b.
Sabemos que b —InA = Iny cuando x = o.
Y, — Y, Iny, — Invy, In (ye/yd
k= = =
x2 — X Xo — Xl Xz —_ Xl
Tomemos
Iny, = Inlf : x» = 0
Inve: = In 4 : x = 1
In (4/10)
k = — —_ = In 0.4
' 1

in 0.4 := 2.303 x log 0.4 = 2303 x 1.602 = 2.303 ( —0.398)
In 0.4 = —0.916

La ecuacién serd entonces:

Y = —0916 x + In 10

Iny —Q0.216 x 4+ In 10. escribiéndolo en su forma ex-
ponencial y = 10.e—0H16 x

$,9.—Podemos resolver el problema en otra forma:
En la férmula (2) Y = kx + b
(En donde Y = Iny, b = InA), tenemos como daios conocidos,

cualquier valor de ¥ o x. como incdgnilas dos: k y b, Necesitamos plan-
tear dos ecuadciones con dos incégnitas:

Y. = kx 4+ b
Y = kx + b

Escogemos entonces dos punilos de la curva 6.

xx = 0 Y. = In 1D
1

X, = Y: = In 4

Y planleamos €l problema
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In 10 = k0 4+ b = b T (1
In 4 — kl + b ()
In 4 — In IC = k. . (2>—C
In {4,103 = k
In 0.4 = k = —0.916
De donde ' E = In 10
Iny = —0816 x In 10
y = 10_9—0.916}{

MoDO DE DETERMINAR CUANDO LA .COBHELACIC’)N ES EXPONENCIAL O

SEMILOGARITMICA

5,10.—S8i con los pares de valores obtenidos en un experimento,

trazamoes, al ojo”, su linea de regresién en papel de escalas
aritméticas y ésla nos resulta curvilinea, debemos, por la
frecuencia con qus los fendémenos bioldégicos la siguen, pro-
bar la ley exponencial.

Hemos visto coémo la ecuacidn (1) y = AeX* puede
ser transformada en la ecuacidon (2) ¥ = b 4 kx. Se ha
mencionade también el que la ecuacién (2) representa una
linea recta, si sz considera en la ordenada lny = Y.

Podemos aprovechar de este hecho y dibujar in y con-
ira x (en papel aritmético) o usar papel semilogaritmico v
dibujar dirsctamente los parss de. valores dados. Si al usar
cualquiera de los dos sistemas (el segundo es mucho inds
rapide, (Articulo 2.3) la linea de regresién resulta recta, la
correlacién sigue la ley exponencial.

MODG DE DETERMINAR LOS COEFICIENTES CUANDO LA CORRELACION ES

EXPONENCIAL O SEMILOGARITMICA

5, 11.—La ecuacién genzral de esta forma (2) es

Y = b + kxolo que es igual
Iny = InA 4+ kx

El experimento nos ha dado pares de valores para x
y v¥: con estos Ultimos calculamos en las tablas Iny. Con x
vy Iny debsmos calcular los correspondientes a b vy k.
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NOTA: Podemos proceder directamente trabajando con In y, pe-
ro como es mas sencillo el trabajo con log y, trabajamos
con los decimales, y sélo al final haremos la conversién
In v = 2303 log v.

Como en el caso de la recta (Articulo 4,8) en generdl,
al haber dos incégnitas debemos plantear un sistema de
dos ecuaciones que debe ser resuelto para b y k.

logy: = b + kx
log yo = b + kx

Se asignan valores ax,, vi, X2, Yz que dependen del
procedimiento a emplear.

§,12—a).—Mélodo de los puntos seleccionados.— Generalmente
de los extremos dé la recla se escogen los dos puntos P, (x;,
log vi) v Pz (%, log y2) con cuyos datos se plantea y re-
suelve el sistema.

5,13.—b).—Méiocdo de los promedios.— Se forman dos grupos or-
denadaments, de valores de x v v con todos los valores que
se dan en el experimento, de modo que ambos grupos ten-
gan aproximadamente el misme numero de valores. Se pre-
para una columna con los logaritmos de cada valor de .
columna denominada log y. Se obtienen las mzdias de las
columnas x y log y. Se les designa como x,, log yi, Xa, log
ve. Se plantea y resuelve el sistema para k y b.

5,14 —Método de los minimos cuadrados.— El sistema por resolver
es el siguiente, formado por ecuaciones similares a las que
se usaron al esiudiar la linea recta (Articulo 4,12).

Slog vy Nb 4+ k Sx
S (xlogy) = bSx + k Sx?

Necesitamos construir con los datos de x y y varias colum-
nas: x2, elevando cada valor de x al cuadrado; log v, toman-
do el logaritmo de cada valor de v, x. log y, multiplicando
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cada valor de x por el log y que le corresponde. Sumamos
cada columna y obtenemos:

N = numero de términos.

Sx = suma de las x.

Sx2 = suma de los cuadrados de x.
S log vy = suma de la columna log y.
S(x.log y) = suma de la columna x.log y.

Planieamos y resolvemos €l sistema para k y b.

EJEMPLO: Tenemos una muestra de 160 milicuries (MC)
de [;3,. Determinamos su actividad cada dos dias con el si-

guiente resultado:

Dia MC Dia MC
0 100 14 30
2 84 16 25
4 71 18 21
6 59 . 20 18
8 40 22 15

10 42 24 12
12 35 26 10

Construimos con esos datos la Fig. 5,5 haciendo x =
dias, v = radicactividad.

Trazamos una curva “al ojo”. El modelo de la curva re-
cuerda al de las exponenciales, de mode que probaremos
el papel semilogaritmico, colocande ¥ en la escala logarit-
mica. En esta forma estamos colocando log y contra x (Fig.
5,6). Puede verse gue la curva se transforma en una rec-
ta. La correlacién es pues linear entre x y log y. Por consi-
guiente sigue la ley semilogaritmica (Articule 5,1) Iny —
kx 4+ b (ecuacién 2) (Articulo 54). Determinada la ley

podemos hallar los coeficientes.

L = InA (Articulo 5,4)

In(y/A)
k. = — (Articulo 5,5)

X
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Fig. 5,9
Mefodo de los punifos seleccionadeos— (Articulo 5,12). Escogemos pun-
tos extremos e la Fig. 5,5,
P, (xy. dog vy, = (2 log 84)
b, (x,, log va) = (24, log 12)
Formamos dos ecuaciones
leg v; = kx; 4 b
leg vy, = kx, 4+ b
log 84 = 2k 4+ b
log 12 = 24k + b
1923 = 2k + b Cad
1078 = 24k 4+ b (b)

—0.845 = 22k (b — (a)
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O
o

8

RADIOACT. %
'g *

' DIAS.
Fig. 5,6
—0.845
k=
22
k = —00384
| — 1923 4 2 x D.0384
k = 1923 4 00768 = 19998
| 1.9998 = 2.000 (aprox)
La {érmula seria
log ¥y = 00384 x + 2 (formula logaritmica) (13
Comob = Jlog Aosea 2 = log A = log 100.

podemos transformar la ecuacion en su forma exponencial,

4 100. (10) —0.0384 x (I

Si necesilames !ranslormarla en legarilmos neperlancs seguimes los pa-
sos sigulentes a parlir de (1)

Iny = 2303 logy = 2303 (—000384 x 4+ 2)
Iny = —.08B84 X + 4606 (térmula logarilmica)
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Como 4606 = In A, buscamos en la labla de log neperianos
A = anti ln 4606 = 100

Entonces la ecuacion en su forma exponencial

y = 100 e. —0.088% x (III)

Método de los promedios— (Articulo 513). Necesitamos construir la
columna leg y. Para eso construimes la tabla 5,1.  Agrupgmos nuestros va-
lores en dos grupos y sacamos promedios de cada une, obteniendo:

Py (%, log y]) = {86 1773)
Py, x5 log y,d) = (20, 1.244)

formamos entonces las ecudciones:

1.773 = 6k <4 b

1244 = 20k 4 b de donde

0.529 = —14k
k = —0.0378
b = 1.773 - 0.2268 = 1.9%38 — 2,000

La ecuacion es entonces:
log y = 2 —0.0378 x {forma logaritmica) (IV)
en donde:
log A= 1.9998 = iog 100; A = 100

Podemos tranformar la ecuacién (V) en una exponencial con la base 10
y = 100 (10)—03m8 (V)

51 necesitamos la forma exponencial con base e, seguimos los pases siguien-
tes a partir de (IV).

TABLA 5,1
X ¥ log y x Y log ¥
0 100 2.000 14 30 1.477
2 84 1.924 16 25 1.398
4 - 71 1.851 18 21 1.322
6 59 1.771 20 18 1.255
8 50 1.690 22 15 1.176
10 42 1.623 24 12 1.079
12 35 1.544 26 10 1.000

Mediag 6 1.773 20 1.244
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TABLA 5,2
x y log ¥ x log y x2
— 0 100 2.000 0 0
2 84 1.924 3.848 4
4 71 1.851 7.404 16
6 59 1.771 10.626 36
8 50 1.699 13.592 64
10 42 1.623 16.230 100
12 35 1.544 18.528 144
14 30 1.477 20.678 196
16 25 1.398 22.368 256
18 21 1.322 23.796 324
20 18 1.255 25,100 400
22 15 1.176 25.872 484
24 12 1.079 25.896 576
26 10 1.000 26.000 676
5 182 21.119 239.938 3276
N = 14
Iny = 2.303logy = 2.303 (2 — 0.0378x)
Iny = 4.606 .-~ 0.0870x
4606 = In A = In 100, de donde
¥y = 100 ¢—0870x (VD
Mélodo de los minimos cuadrados.— [enemos que preparar las co-

lumnas- x, x,2, x log y. (Articulo 514). Asi oblenemos lcs datos siguien-
tes (Tabla No. 5,2).

Slogy =
Sx =
N =
S (xlog v) =

Sx2 = 3276

Las ecuaciones son:
21,119 = 14b <
239.938 = 182b <
21.119 — 14b
k = k

182

3276 (21.118 — 14b)
12740b

b
k

21.119
182

14
239,938

182 k
3276 k, de donde

239.938 — 182b

3276

182 (239.938 — 182b)
25517.1

2.003

0.0381

e
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La ecuacion seria:
log y = 2.003 — 0.038! x  (forma logaritmica)  (VII)

on donde log A = 2.003 = log 100 . A = 100
Podemos entonces escribir la ecuacién VII en su forma exponencial

usando la base 10.

y = 100.(10)—0.038lx  (VII)

Si necesilamos expresar la ecuacidén exponencial usande la bass e,

partimos de VIL

Iny = 2.303 log vy = 2.303 (2.003 — 0.038lx)
Iny = 4.806 — 0.0877x,
4606 = In A = 1n 100; A = 100, entonces
vy = 100 e—0.0877 ([X)

Comparando las ecuaciones III, VI, IX.

Puntos seleccionados y = 100,9—0.088x (II1)
Promedios y = 100 o—0.087x (V1)
Minimos cuadrados y = 100 ¢—0.088x (IX)

(En ellas sélo estd justificado tomar ires cifras decimales).

Hay una buena coincidencia enire las tres férmulas. El que la haya
entre las dos ultimas no llama la atencién. La similitud de la primera in-
dica que los punios han estado bien seleccichados: ello es debide a la
poca dispersion de los dalos; si esta hubiera side mayor, las posibilidades
de coincidencia habrian disminuide.

Para calcular el porcentaje de caida, usando la férmula descrita en el
articulo 55: 100 (1 — 03 = 100 (1 — 0.92) = 8%. O sea
que cuando x qgumenia en un dia la actividad del 1,5, decrece en un 8%
en relacion al dia anterier vy en cada dia que pase seguird bajando el
8% del dic precedente y asi indefinidamente. Por mds pequefia <que sed
la actividad al dia siguiente ser& 8% menor. La curva se acerca progre-
sivamente a la linea de base (eje de los %) pero nunca llega a alcanzar-
la Casintota) (Articulo 8,2).

Podemos calcular el tiempo de vida media del l;4, (Articulo 57 a
base de nuesiros datos.

In 0.5 —0.6932 —0.86932

k k —0.088

tm — 7.9 dias

Las tablas asignan 8 dias. O sea que la activididad de una determi-
nada cantidad de Iy4; serd la milad cuando transcurran 8 dias.
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CAPITULC VI
Ly pE PoTENCIAS

6,1.—Como en ¢l tipe de funciones estudiado en el capitulo V, las
funciones que estudiaremos en éste pueden ser escritas en
dos formas:

vy = Axn (1)
logy = log A 4+ n logx (2

La Gltima es similar a la férmula de la recta, excepto por el
hecho de que hemcs usado logaritmos de y y de x, cuando
la recta da los propios valores de y vy de x. Esta funcién
es curva cuando la dibujamos en su forma (1). La Fig, 6,1
musstra las curvas,

(@) vy = x?

Cb) Y = - 2x2

(¢) v = 2x2

(d) v = =x%® , construidas después
de rreparar la tabla 6,1. Vamos a analizarlas. Si levantamos
una ordenada de férmula x = 1 (Articulo 4,3) vy la llamamos
Y', las curvas a v d cortan la ordenada Y en vy — 1; las curvas
by ¢ lo hacen en y = 2. Los valores de y cuande x = 1 corres-

ponden a los valores de los coeficientes de x en la ecuacién (1)
v — Axh, '

y = A cuando x = 1. Por consiguiente.

(6,2).—El coeficiente de x, indica el valor de la ordenada (y)
cuando x = 1.

(6,3).—La Fig. 6,2 musstra las mismas curvas dibujadas segiin la
ecuacicn 2. Para su construccién, se ha preparade la ta-
bla 6,1.
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Fig. 8,1
(a) logy = 2logx 4 logl = 2 log x
(b) logy = 2lcg x 4+ log 2 = 2 log x 4 0.301
(¢) logy = —21log x + log 2 = —2 log x - 0.301
(d) lecgy= 3Blegx +logl = 3logx

Las curvas se han transformado en rectas.
Si asimilamos la ecuacién (2) o la de la recta (Articulo

4,1).

log v = nlogx 4 log A vy hacemos
n = m

log A = b
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Fig. 8,2

Log A indica la interseccién de la curva con la orde-
nada cuandeo la abscisa es czro (O = log 1). Esto coinci-
de con lo ya enunciade ( Articulo 6,2).

(6,4).—n indica la pendiente. Esto puede apreciarse mejor en la
Fig, 8,2. Las curvas a y b iinen 2, de pediente; on la cur-
vac n=—2;enlacurvad n = 3.
En la Fig. 6,3 se usa el papel logaritmice. Es obvia la
facilided vy rapidez que implica su empleo. (Articulo 2,4).
Los antsriores (a, b, ¢, d) son ejemples en los que da-
da una ecuacion se debe hacer la gréfica de ella.
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Fig. 6,3

(6,5)—FEs adecuadc que nos situemos en el problema inverso:
dada una linea en una grdfica (e, Fig, 6,2) encontrar su
ecuacion. :

Répidamente observamos: (1} la interseccion de la cur-
va con la ordenada cuando log x
—= —0.2. Por consiguiente:

= 0; en este casec

log A = —-0.2 = —1 4 0.8 = 1.800
Antilog  1.800 = 0.631
A = 0.8631

(2) La pendiente (Articulo 4,2)
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log y2 — log vy
n -
log xa — log x;
Tomamos log v, = 0 log x = 0.4
log y; = --0.2 log x4y, = 0.
0-— (—0.2) 0.2
n = - = = 0.5
0.4 — O 0.4

Las ecuaciones serdn entonces (Articulo 6,2 v 6,4)

logy = 0.5logx + log 0.631 (Forma 2)
icg v == log 0.631 +  log %08 (por articulo
10,6,7)
y = 0.631 x5 (Forma 1)

Modo de determinar si la correlacién sigue la ley de potencias

(86,6).—Cuando tenemos los pares de valores que se obtiznen de
un experimento v su tendencia de distribucién es curvilineaq,
se debe probar si la curva sigus la ley de potencias.

Si al dibujar log x contra log ¥ o usar el papel legarit-
mico sobre cuyas ventajas ya hemos hablado (Articulo
(2,4) (6,4) obtenemos una recta la correlacion sigue la ley
de potencias. Debemos determinar su ecuacidn (Articu-
Io 6,1).

Determinacién de los coeficientes cuando la correlacién sigue
la ley de potencias

(6,7).—La forma adecuoda de trabaio, cumplide el paso anterior
(Articulo 6,6), es usar la ecuacién (2) log v = nlog x -+
log A, de donde obtendramos la ecuacién (1). y = Ax™.

El experimento nos ha dado pares de valcres para x y.v.
de donde facilmente podemos obtener log x v log y.

En la ecuaciédn (2) necesitamos encontrar el valor de

n y A, como son dos “incégnitas”, planteamos un sistemar
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de dos ecuaciones (Articulo 3,5), cuyos valcres numeéricos depen-
derdn del sistema gque usemos.

logyy = nlogxy + log A
log yv2 = nlogx, + log A

(6,8).—Método de los puntos seleccionados.— De la linea trazada
"al ojo’" en la grdfica log x contra lcg y, escogemos dos
puntos de preferencia extremos, Py (log x, log vi) v Pa
(log %5, log vs) vy resclvemos el sistema para n v log A.

(6,9>.—Método de los promedios.— Con los valores de Iocg x ¥y
log y, colocados ordsnadamente, se forman dos grupoes de
valeras, de modo gque ambos grupos tengan aproximada-
mente ¢l mismo nimero de valores. Se obtienen las medias
de cada grupe, a los que se designan como leg ¥, log
Y1, log X, log y2 v se resuelve el sistema para n y log A.

(6,10).—Método de Ios minimos cuadrados.— El sistema a resolver

es:
Slocgy = n Slkgx -+ N leg A
Slogaxlogy = nB(og x)2 4 log A Slogx en
donde
S leg y — suma de todos los valorss de log vy
S log x == suma de todos los valores de log x

suma de los productos que resultan
de multiplicar cada log x por su co-
rrespendiznte log y.

S log x leg vy

S (log x)? = suma de los valeores gque recsultan de
elevar cada log x al cuadrado.
N = ntmero de casos.

Se resuelve €l sistema para n v log A.

EJEMPLO

En un experimento con scongre humana a pH 7.40 se ha wvariade la presién
de oxigeno (pB2) y se ha estudiado el cambio que ellc produce en la saiuracion
arterial,
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Fig. 6.4

En la tabla 6,2 se consignan las distintas p02 a las que se ha trabajado y la
Hbr,

relacién entrs hemoglobina reducida v hemoglobina oxidada x 100) se de

Hb02

88a saber qué tipo de correlacién hay enlre ambos datos v qué ecuacién pusde
relacionarlos,

Hacemos una gratica en papel cuadriculado aritaético (Fig. 6,4) que resul-
\a curvilinec. Probamcs el parel samilecatiries {Fig, 8.5) y volvemos a obtener
URa curva, Al probar el papel logaritmico (Fig. 6,6) y cbiener una recta, lle-
gamos «a ia conclusién de que la correlacidn sigue la ley de las potencias. -En
¢ase de no tenar napel logariimico, empleariomos la table £2 con las colum-
Pas log (p02) y log (Hb x 100/5b02).



Fig. 6,5

TABLA 6,2

Y

Hb leg x log v (log %22  (log x) (log v)
— - x 100

HiaN?
900 0.905 2.954 0.8180 2.6734
566 1.032 2.754 1.0650 2.8421
400 1.120 Z2.602 1.2544 2.9142
233 1.245 2.367 14255 2.9469
150 1.335 2.176 1.7822 2.9050
100 1.412 2.000 1.9937 2.8240

66 1.485 1.824 2.2052 2.7086

43 1.550 1,632 2.4025 2.5296

25 1.652 i.398 2.7291 2.3095
17.7 1.706 1.247 2.8104 2.1274
1101 1.780 1.046 3.1684 1.8619

6.4 1.867 0.805 3.4857 1.5029

17 .089 22.805 25.2411

[}
[}

. 1455
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¥ dibuamos en papel cuadriculado aritmético log p02 contra loy (Hp x 100/HE02).
El resultado es el mismo (Fig. 6.7).

Determinado el tipe de correlacién, vamos a deducir la ecuac'én gue relacio-
na x Y oy.

Procedemos de acuerdo al articule 6,7,

(ad—Méiodo de los puntos seleccionados.— (Ariculo 6,8).
Escogemos de la Fig. 8.6 dos punlos situcdos a los exiremos.
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El sisiema

log vy
log ya

A NALES DE LA

= (log %, log y;) =
= (log x4, log v, =
log 66 =
log 10 —
log 8.4 =
log 1000 —=

a resolver:

nlog x; + log A;
nlog x, -+ log A;

Restiando 1>
—2.000

(log BE |, log 10)

(log 8.4 , 13og 1000)
1.819
1.000
0.824
3.000

1.C00
3.000

It

— {23, lentmos

0.895 n

Despziando lag A en

(13
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log A = 1.000 — 1.819 n Reemplazando el valor de n
log A = 1.000 — (—2.24) (1.819)

log A = 5.07 = log 117500 porque

Antileg 5,07 = 117500

A = 117500

fas ecuaciones buscadas son:

y = 117500 x—2.24 (D
logy = 5.07 — 2.24 log x (1D
(b).—Método de los promedios.— (Articulo 6,2). Necesitamos preparar las co-

lumnas log x v log ¥ de la tabla 6.2.
Como tenemos 12 pares de valores, formamos dos grupos de 6. (Ar-

ticulo 6.7), los sumamos y oblenemos las medidas correspondientes log x,.
1og X, log ¥y, log ¥a.

log x;, = 1.175 loag vy, = 2.475
leg x; = 1.673 leg va = 1.325
2,478 = 1175 n 4+ ley A {ad
1.325 = 1673 n 4+ kg A (b)
~— 1.150 = 0.428 n (b-a)
— 2.31 = n
log & = 2.475 — (1.175)x(— 2.31) =
log A — 5.188 = leg 154500
A = Anlog 5.189 =— 154500

Loz ecuaciones buscadas son:

y = 154500 x —2.31 (1D
log y = 5.189 — 2.31 log x (IV)

(e).—Método de lcs minimos cuadrados.-— Tenemas que ampliar la tabla 6,2 con
las columnas Clog x)2 y (log x) (log y). (Articulo B,10).
los siguienies daolos:

Slegy = 22.805
n — incdgnita
Slogx = 17.089
N = 12
log A = incdgnila
Slog x. logy = 30.1455

S {leg x)2 25.2411

H
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nos permiien plantear el sistema siguiente:

22.805 =— 17.083 n -+ 12 log A (a)
30.1455 = 25.2411 n 4+ 17.089 log A (b)
22.805 — 17.089
log A = —
12

(22.805 --—- 17.08% nd

30.1455 — 25.2411 n - 17.089 ——n -
12
30.1455 = 25.2411 n -+ 1.424 (22.805 — i7.08% n)
30.1455 = 25.2411 n 4 32.474320 -— 24.334736 n
—2.3288 =— 0.9064 n
n = —2.5694
22.805 4 17.089 x 2.5694
log A = i —— .-
12
Jog A = 5.55%4
A = 362500
Las ecuaciones son:
y = 362500 x —2.569 V)
logy = 5.5594 — 2.589 log x (Vi
Los ecuaciones obtenidas son:
y = 117500 x—2.24 (pun‘os seleccionados)
y = 154500 x—231 ( promedics)
v o= 362500 x—-257 (minimog cuadrados)

En la Fig. 6,6 se han dibujode las tres curvas; puede verse cudn coin-
cidenties son dentro de los valores consignades en el experimento. Hay una
aparente discrepancia entre esto y la diferencia en el valor de los cosiicien-
tes de los ires ecuaciones. Esioc se explica porque las pendientes de las
curvds itienen un valor absoluto muy grande, y porcue en la escala logarit-
mica, la extrapolacion de las curvas para encontrar la interseccidn con la
ordencda Y (Articule 6,1) se va a hacer a vna gran dislancia de los valo-
reg experimeniales.
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Ay

N

oo of - R

Fig. 7,1

CAPITULO VII
Levy OE L& PARABOLA

CORRELACION PARABOLICA (Parédbola de 22 grado)

(7.1).—Pardbola— Es el lugar geométrico de un punto que se mue-
ve de manera que se mantiene equidistante de un punto fi-
jo v de una recla fija. El punto fijo se llama foco v la rec-
ta directriz. En la Fig. 7.1 F es el foco, AB la directriz. Los
puntos de la curva estdn colocados de tal mansra que
siempre NP = PF. Se acostumbra designar como p a
la abscisa del foco.

La ecuacién de la pardbola voria s=2gin su situacién.
En general una de las incdgnitas tiene exponente 2 y la
otra tiene como exponente 1.
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Fig. 7,2

En la Fig. 7,2 pueden verse distintos tipos de pard-
bolas v las ecuaciones correspondientes. Se han conside-
radeo lcs tipos mds simples o sea, cuando el vértice de la
pardbola esia en el origen de las coordenadas.

7.2).—S1 &l vértice no estd en el origen de coordenadas, es ne-
cesario emplear en las {érmulas (x — h), (v — k) en
vez de x v v, en donde h y k son la abscisa vy la ordena-
da del vértice de la pardbola. El resto de las condicicnes
sz mantiensn.

(7.3).—Se puede demostrar, que una ecuacién del tipo

v = ax? 4+ bx 4 ¢ (1D

es una pardbola. De las ecuaciones antsriores deducimos,
que por ser la x el término elevado a la 22, potencia, la pa-
r&bola tiene su eje paralelo al de ordenadas. Si a es positi-
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vo, serd abierta arriba, (Fig. 7.3 A), si es negativo, serd
abterta abaio (Fig. 7.3 B).

En Biologia generalmente se estudian S’-‘gmentcs de
pardbolas, que pueden involucrarsz dentro dz la ecuca-

cion (1).

Mopo DE DETERMINAR SI LA CORRELACION ES PARABOLICA

(7.4).—Con los pares de valores obtenidos del experimento, cons
truimos un dlotgramc: de dispersién zn papel aritmético y
trazamos 'al ojo’” la linea de regresidn. Si ésta resulta
curvilinea debe averiguarse si la curva sigue la lzy para-
bélica.

Para demostratlo el proced1m1ento mé&s sencillo es con-
vertir la linza de regresién en recta. Pueden emplearse va-
rios sistemas.

. Y — Y
(7.5).—Ca) Dibujar — contra x
X —_ X3

Procederemos en la siguients forma: de la grdiica en
papel aritmélico de ¥ contra x gue hzmos hacho, escoge-
mos cualquier punto (x;, v1) que debe sustraerse de todos
log otros (x, v). Dividir cada sustraccién de crdsnadas
(v — vi) entre la correspondiente de abscisas (x — x1)
v dibujar los cocientes contra las x correspondientes.

Ay
(76).—(b) Dibujar — contra x
A x

Llamames Ay o la diterancia entre valores
consecutives de vy v A x  a la difsrencia entre valeres
consecutivos ds x.

En este caso, hay gue obtener los Ay v Ax entre
les valores consecutivos, dividir las difsrencias correspon-
dientes y dibujar los cocientes contra la media de las x
que se han restado.
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Fig. 7.3

(78)—(c). Los procedimientos anteriores, son mds exactos por-
que eliminan el factor personal, necesitan del emplec de
un tiempo considerable, sobre todo cuando el nimero de
datos es. grande.

Vamos a describir un métodeo que emplea la linea de re-
gresion trazada “al ojo”’, pero que por su rapidez es reco-
mendable si uno desea una répida orientacién.

Si tomamos deos puntos cualquiera de una pardbola, cu:
vas {érmulas sean:

Yi = zel + bx; + c©

vy = ax? -+ bxs 4+ c substrayendo,
2

Vi — v2 = a(—x) + blxn - x)
1 2
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vi — vz = a(x + %) (x1— %)+ b(x—x)
sacando (x, — Xs) como factor, comin
vi — v: = (%1 — %) [alx + %) + bl
st llammos (y1 — v2) = Ay ; (X1 — %) = Ax
Ay — Axlta(xi + x> + bl (1)

pasando Ax  al primsr miembro

Ay .
—— = a (¥, — X)) 4 b (2)
Ax

que es la ecuacion de una recta (Articulo 4,1). Este es el
fundamento del sistema b (Articulo 7,7).

Si en vez de tomar los datos del experimento, toma-
mos los de la linea de regresién trazada “al ojo” consi-
derando enla abscisa intervalos iguales, de modo que

Ax = k tendremos en la ecuacidén (1):

Ay = ka (x + %) 4 kb ; si hacemos ka = m
kb = n

Ay = m (x; -+ X)) 4 n

que es la ecuacion de una recta. Esto indica que las Ay
tomadas considerando Ax = k  forman una funcién
linear con x si la curva es una pardbola,

En RESUMEN, se toman valores de ¥ de la linea de re-
gresién, que correspondan a intervalos constantes de x.
Se hallan las diferencias ( Ay) entre los valores de ¥ asi
cbtenidos. Se dibujon esas diferencias Ay contra la x co-
mrespondiente. Si se obtiene una recta, los datos del ex-
perimento siguen la ley de la pardbola.

(7.8).—Usando cualquiera de los procedimisntos sefialados (pre-
' ferimos el 39 por su sencillez), si la linea que obtensmos
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al redibujar Ay contra los valores de x es una recta,
estamos frente a una correlacién parabdlica de la forma.

y = ax? 4+ bx 4+ ¢ (1

(7.9).—Determinacién de los coeficientes cuando la correlacion es
parabdlica— En la ecuacion (1), tenemos tres coeficlen-
tes: a, b, c. Necesilamos tres ecuaciones para calcular
las tres incognitas, en las que los datos serdn los pares de
valores (x, v) que se obtienen de la experimentacion.

Las ecuaciones serdn en general:

vy = :x21 4 bx 4 ¢ 2
Yo = ax? -4 bx, 4+ c

2
Ya = cxxzs-i_ bxq 4+ c

Los valores que se asigne a yy, Ya. Ys. X1, Xa, X3, depende-
ran del mélodo que sz escoja (Arliculo 7,11). Luego se
rosuelve el sistema (2), para a, b, vy ¢ que son las pard-
metros de la formula buscada.

(7.10).—Método de los punlos seleccionados.— Trazada la linea
de regresién “'al ojo”, debemos seleccionar tres puntos
de esta linea y substituir sus valores en las ecuaciones
(2) (Articulo 7, 9). Estos puntos deben, de preferencia
estar uniformemente espaciados, dos de preferencia en
los extremos y uno en el centro.

Debe racordarse que dos investigadores trazando “al
ojo” lineas de regrzsién sobre el mismo diagrama de dis-
persion pueden obtener resullados algo diferentes. La
combinacion de curva “al ojo” y puntos szleccionados,
si bien es muy rédpida, tiene la desventaja del factor sub-
jetivo,
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Se prefieren métodos mas objetivos y matemdticos a
pesar de ser mdas largos, cuando los resultados deben ser
muy exactos.

(7,11).—Método de los promedios.— Se deben formar tres grupos
de valores de x, x2, y. Debemos construir entonces la co-
lumna x2, elevando cada x al cuadrado. Se promedia la
suma de cada grupo y con €sgs datos se resuelve el sis-
te (2), (Articulo 7,9) para a, b, v c.

(7.12).—Méiodo de los minimos cuacrados.
ciones a resolver es el sigulente:

El sistema dsg ecua

Sy = abx® 4 bSx 4 c¢N
Sxy = aSx¥® + b S¥* 4 cSx
S (x2y) == aSx* 4+ b Sx® 4 ¢ Sx2

Debemos entonces consiruir las columnas

Sy = sumadsy
Sx = sumade x
Sx2 = sumd de las cuadrados de cada x
Sx3 — suma de los cubos de cada x
Sx? = suma de las petencias cuartas de cada x
Sxy = suma de cada producto de x por la co-
pondiente y.
S (x%y) = suma de cada productio de x2 por la co-
pondiente v.
N = namsro d= datos.

A continuacién, plantear v resolver el sistema para a, b, ¢
Puede verse lo complejo de este sistema v las dificulta-
des de su empleo en la practica.

Tenzmos valores de saturacion de oxigeno de la san-
gre arterial (Hb 02) a diversas alturas. Deseamos ver
qué tipo de ccrrelacidén existe entre altura v saturacion
arterial.
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e lianiisiansidnd

Fig, 74

TABLA 7,1

X % log x log v x'
Altura m Hb 02 %

150 85.9 2.176 1.982 0.15
1750 93.3 3.243 1.970 1.75
2390 91.7 3.378 1.962 2.39
3140 91. 3.497 1.959 3.14
3730 g87.6 3.572 1.942 3.73
4330 83.6 3.636 1.922 4.33
4540 81.4 3.657 1.910 4.54
4860 80.7 3.687 1.907 4.86
5340 76.2 3 1.882 5.34

727

|

Con los datos de la tabla 7.1 dibujamos en papel cua-
driculado aritmético los valores de x v v (Fia. 7.4). Tra-
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zamos ""al ojo’” una linea que siga su tendencia, Vemos

que ésta es curvilinea, de concavidad inferior (Fig. 7,4).
La experiencia indica que puede iratarse de una de las
dos {ormas siguientes:

a).—Lesy de pctencias v ax® en donde
logy == loga 4+ b log x

b).—Correlacién parabolica ( pardbola de 2?2 grado)
y = ax? 4+ bx 4

Vamoes a analizar una por una las posibilidades.

a).—ley de potencias.— Para ver si sz trata de ellg,
dibujamos log y conifra log x en papel cuadriculado, pa-
ra lo cual debemos ampliar la tabla 7,1 con las columnas
log x log v o usamos papsl logaritmico. Pueds verse que
la tendencia no es linear (Fig. 7.5).

b).— Debemos entonces probar la pardbola de forma

y = ax? 4+ bx + ¢ (D

Seguiremos el métado ¢; (Articulo 7,8) para averiguar
si la curva es una parabola.

(7,13).—Es conveniente, cuando se estd probando la correlacion
parabdlica para mayor iacilidad de los cdlculos pesterio-
res, resmplazar la escala del eje de las x por una con los
mismos infervalos, pero cuyo cero (0) esté en el centro,
se dan entonces valores negatives a la izquierda vy posi-
tivos a la derecha. En esta forma se obtisnen niimeros
de mencr magnitud v las cperaciones de elevacién al cua-
drado, multiplicaciones, eic., se simplifican enormemente.
En este cosn solamente usaremos la simplificacion de to-
mar las alturos en kilémetres (columna x', tabla 7,1). De
la curva trazada ‘al ojo” (Fig. 7,4), tomamos valores de
la abscisa a intervalos iguales (cada 0.5 Km.), construi-
mos la columna (x;) y con los valeres de y correspon-
dientes, la columna (v;). (Esto hace necesario ampliar
la tabla 7,1 construyendo una nueva: tabla 7.2).
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Hallamos las diferencias entre los valores inmediatos
de v," para encontrar Ay; y usando la misma figura
7.4, dibujamos x contra Ay, Si cblenemos una recta,
la correlacién es parabdlica (Articulo 7.8).

En nuestro caso eso ocurre (Fig. 7,4), los valores da-
dos por el experimento deben seguir entonces la férmula
y = ax? 4+ bx + ¢, cuyas coenstantes a, b, ¢ debemes de-
terminar. Necesitamos plantear un sistema de tres ecua-
ciones con tres incdgnitas.

a).—Metodo de Ios punfos seleccionados.— (Arl, 7.10) Escogamos
tres punios de la curva trazada "ct ojo” (al dibu'ar x cenira ¥) dos
de los exiremos, y uno en el centro. x, ¥y €0, 959); x,v, (3. 90)
%0, ¥a (9. 78) y formamos con ellos los sistemas:
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ylscle“;—bxl—}-c 5.9 = 0a 4 Ob 4 &
Y2:ax;+bx2'+c 90 = 32a 4+ 3b 4+ ¢
va = dx23—|— bxg 4 ¢ 79.7 = 5% 4+ 5b 4+ e
De donde:
c = 95.9
30 = 9a + 3b + 95.9
79.7 = 25a + 5b 4+ 95.9
TABLA 72
>3] Y1 AYy
Km Hb 02 %
0 95.9
0.5 85.6 0.3
1.0 94.9 0.7
1.5 94.1 0.8
2.0 93.0 1.1
2.5 gl1.6 i.4
3.0 80.0 1.6
3.5 88.0 2.0
4.0 85.7 2.3
4.5 82.8 2.9
5.0 79.7 3.1
5.5 76.3 3.4
—5.9 — 9.a —16.2 — 25a
b = b =
3 5
30a = —19.1
a == -—0.64
b = —0.04
La ecuacidén es entonces:
y = —064x2 — 0.04x + 95.9

b)—METODO DE LOS PROMEDIOS.— (Aricuto 7,11). Debemos formar tres
grupos de valores de x, y, x2. Construimos entonces la Tabla 7,3; para obtener
la columna x2, elevamos cada x &l cuadrade. Como tenemos 9 valores de x, ¥.
x2, formamos grupos de 'res, sumamos sus valores y les sacamos la media, Asi
fenemos, considerando dnicamente dos cifras decimales:
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y, ‘= 93.63 x, =.1.43 , = "2.93
2 .
y2 — 87.40 x2 :_3.73 X2 = 13.17
2
vz = 79.43 X, = 4.91 xs = 24.25
Nuesiras ecuaciones son:
(1) 93.63 = 2.93¢ 4+ 1.43 b 4+ ¢
(2) 872,40 = 13.Y7a + 3.73 b 4+ ¢
(3) 79.43 = 24.2%a 4+ 4.91 b + ¢
Despejande (1) ¢ = 93.63 — 2.93ac — 1.43b
Reemplazando €1) en (2) v (3)
(2) 10.24a 4+ 2.30b 4 6.23 = 0
(3) 21.32a + 3.48b + 14.20 = ©
lgualande los valores de a:
—2-306b —,6.23 —3.48b — 14.20
10.24 ' 21.32
—49.0360 b — 132.8236 = —35.6352 b — 145.4080
12.5844
b = — = 0.938
13.4068
—2.30 — 6.23 —8.3874
a = = -——— = --0.3!9
10.24 10,24
c = 984.69

La ecnacion que relaciena allura (x) y scturacidn de oxigzno (y) serd enionces:
y = —0.82 x2 4+ 0.94x 4 94.69

¢)—METOXQ DE LOS MINMOS CUADRADOS — (Artizlo 7,12). En las ecua.
ciones a resolver, necesiiamos x3, x9, xy, x2y. Nezesiiamos ampliar la iabla 7.3
con las columnas corresponcienies, Puede verse que se licpieza con dificultades
por el gran nimerc d¢ <ifras signilicalivas ¥y de decimates, El intenlar simplificar-
los origina errores groseros.

Es necesario por eso tomar (cuando los valores de x eslédn dados « inlervales
iguales) una escala arbilraria, haciende # (cero) el ceniro de ia escala de las x.
En esta forma los cdleulos se simplifican graundemente. Para itustray adecucdamen-
le el méledo de los minimos cuadrados, hemos preferide un ejemple mds sencillo.



TABLA 73

% y %2 x3 x4 o oxy x2y
Allura Saturccién

Km. Hb02%
0.15 95.9 0.0225 .003 00 14.4 2.16
1.75 93.3 3.0625 5.359 9.36 163.3  285.5
2.39 91.7 5.7121 13.652  32.60 219.2  523.
3.14 9i.0 9.8595  30.959  97.22 286.0  898.
3,73 87.6 13.9129  51.895 193.21 327.0 1219.
4.33 83.6 18.7489  81.183 349.69 362.8 1568.
4.54 81.4 20.6116  93.577 424.36 369.6  1879.
4.86 80.7 23.6196 114.792 556.96 393.7  1905.
5.34 76.2 28.5156 152.273 812.25 407.0 2170.

S 30.23 781.4 124 .07 543.70 2475.66 2543.0 10249.66

1 1.43 - 93.63 2.93

2 .73 87.40 13.17

3 4.91 79.73 24.25

| -
v

1

i
™

2

3

4

5

CONCENT. Na.mEq/t

Fig. 7.6
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EJEMPLO.— Utilizandeo el fotdmetro de llama de nuesiro laboralorio, obtene
mos para las conceniraciones de sodio (x), las lecturas (y). Ver tabla 7.4. De-
seamos conocar qué férmula nos puede correlacionar las variables,

Trazamos la gré&lica "al oie” en papel arilmélico La curva pdarece ser una
pardbola (Fig. 7,6). Debemos entonces, tomande iniervales iguales de x ver qué
valores de vy le corresponden. (El problema ya es dodo asi en este caso).y
preparamos la columna Ay. Dibuiamos Ay contra x y okienemos en este caso
una recla. Luego la curva y = | (x) es una pardbola. Necesilamos determinar
los coeficientes a, b, v ¢ para lener la ecuacidn y = ax?2 4 bx + c.

Ampliamos la tabla 7.4. Preporamos la columna x;, haciendo 0 el valor cen-
tral de la abscisa (en ssle caso 0.4) los valores menores que 0.4 son negativos
y los mayores positivos.

0.00
4.05
3.40
1.20

000
1.75
7.80

TABLA 74
X Y FANY Xy X2 X3 X4 X1y
Con. Na Lecturas
mEq/L
c.0 0 0.4 0.16 —0.0c4 0.0256 00
0.1 45 45 —0.3 0.09 —0.027 0.0081 —13.5
0.2 85 40 —0.2 0.0 —G.00g 0.0001 —17.0
0.3 120 35 —0.1 0.01 —0.001 0.0001 —12.0
0.4 150 30 0.0 0.00 0.000 0.0000 - 0.00
0.5 175 25 +0.1 g.0! 0.001 0.0001 17.5
0.6 195 20 +0.2 0.04 0.008 0.0016 39.0
.7 210. 15 +0.3 0.09 0.027 0.0081 63.0 18.90
0.8 220 10 +0.4 0.16 0.064 0.0256 88.0 35.20
g 1200 0 .60 0 0.0708 165.0

METODO DE LOS PUNTOS SELECCICNADOS.— (Articule 7,10).

Escogemos lres puntos, dos de los extremos y uno del centro.

SX LYy —0.3, 45
Xy . ¥ 0.0, 150
X3 . ¥a 0.4, 22.0

Para formar las ecuacicnes:

72.3
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2

y; = ax;, + by, + ¢ 45 = 0.09ac — 0.3b + ¢
Yo = ox, + bxg + ¢ 150 = Oa 4+ 0b o ¢
9
yg = axg3 + bxz + ¢ 220 = 0.16a 4+ 0.4b 4 <
Puede verse que de hecho conocemos ¢: ¢ = 150
De donde: —105 = 0.09a — 0.3b
70 = 0.16a ~+ 0.4b
—105 4+ 0.3b 70 — 6.4b
a = - a - —_— -
0.09 ' 0.16
P = 275
= —250
c = 150
Lla {érmula serd: y = —250=x¢ - 275 x 4+ 150
CON CENTRO EN x = 0.4

METODO DE LOS PROMEDIOS.— Debemos formar tres grupos de x, x2, y, pro-
mediando sus valoeres (Articule 7, 11). Necesitomos ampliar la tabla 7,4 prepa-
rando la columna x2.

yy = 130/3 xy = 0.29/3 xn = —0.9/3
2

yo = 445/3 Xg = 0.02/3 X, = 0
2

v, = 625/3 x; = 0.29/3 xs = 0.9/3

Flanteamcs el sistema

113073 = 0.29/3a — 0.9/3b 4+ ¢

445/3 = 0.02/3 + <

625/3 = 0.29/3a <4+ 0.9/3 b + ¢ Multiplicado por tres.

130 = 0.28a — 0.9 b 4 3¢ 1)

445 = 0.02 a + 3¢ 2>

625 = 0.29a 4+ 0.9 + 3¢ (3

755 = 0.5 a <4 2c¢ (D 4+ 3 = W
890 = 0.04 a + 2 2> = (2> =
—135 = 0.54 a (4 — (5 = (&)
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a — —257 ( Reemplazander (6) en (23
445 = —5 4 3¢
450
¢ = —— = 150 (7} Reemplazando (7) v (B) en (1)
3
247.5
L = = 27.5°
0.9

La ecuacidn serd:

y = —2b50 x2 - 275 x 4+ 150
con centro en x =— 0.4

METCDO DE LOS MINIMCS CUADRADQOS—~— (Articule 7,12),— Debemos cons.
truir las columnas x3,x%, xy, x2y. Puede verse en la tabla 7,4, la gran simplifica-
cién que se fene al considerar como x = 0 el valor central de la columna de
las x y dar valeres posgilives y negativos en forma simétrica. En esta forma $x, Sx38
resultan =— 0; Sx2, 5x%, son féciles de calcular cen solo sumar media columna vy
mulliplicar por dos el resuliade; Sxy‘}'r S(x2y) resultan de menor valor.

Sy = 1200 Sx3 = O S(x2y) =— 70.6
Sx — 0 Sx¢ —= 0.0708 N = g
S5xy, = 0.60 Sxy = 165.0 ’
1200 = 0.60a + Ob +9% = 0.80a + O (13
165 = 0 a + 060 b +0c = 0.6 b (2)
70.6 = 0.0708a 4+ Ob + 0.60 ¢ = 0.0708a 4 0.60c¢ 3

Puede también apreciarse queé la solucidén dal sistema es muche mds sencilla
pues en cada ecuacion hay una o dos incdgnilas y no tres.

163
b = ——— = 275 (2)
0.8
1200 = 0.6 a + 9 (1
72.3 = 0.0708a + 0.6¢ (3)

Multiplicames por 15 ambos miembros da\ €))]

1200 = D0.6a 4+ 9% L
1084.5 = 1.062a -+ 9Yc (3

115.5 = 0.462 «
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115.5
a — ——— = —230
—0.462
1200 4+ 0.6 x 250 1350
c = = — = 150
9 g
La ecuacidén serd y = —250x2 4+ 275 x - 150

con centro en x = 0.4

Las f{érmulas obtenidas en el ejemplo 1 son:

Funlos seleccionados ¥
Promedios Y

—0.64 x2 — 0.04 x 4+ 95.9
~0.82 ¥2 4+ 0.94x + 94.69

Las formulas obtenidas en el ejemplo 2 son iguales para los itres métgdos:
punlos seleccionados, promedios y minimes cuadrados:

vy = ~—250x2 4 275 =x 4 150

No estd demas repetir, que la coincidencia en las férmulas en
el ejemplo 2, se explica porque no hay dispersion de los datos
(Fig. 76). En el ejemplo 1, hay marcada diferencia; pusde verse,
en la Fig. 7,4, que la dispersién de los datos es mayor v son ma-
yores las posibilidades de que al tiabajar con el método de los
puntos. seleccionados, la seleccién de la linsa trazada al cjo no
havya side adecuada. En cascs similares, se debe preferir el mé-
todo de los promedios o el de los minimos cuadrados.

CAPITULO VI

Leves pE LA HipEreOLA
CORRELACION RECIPROCA (Hiperbdlica)

8.1.—Hipérbola es el lugar geométrico de un punto que sz mueve
{en un plano) de tal modo que la diferencia de sus distan-
cias a dos punlos fijos (siluados en el plano) es siempre
constante. Los puntos fijcs se llaman focos. Si el centro de
la hipérbola coincide con &l centro del sistema de coordena-
das v el eje focal coincide con el de abscisas la ecuacion
es (Fig. 8,1, A)D.
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Las asintotas (y = = x) formaon entre sl un dan-
gulo de 90° y con los ejes de coordenadas dngulos dz 450
(Fig. 82).

8,4 —Relaciones Reciprocas.— Hay muchos fenomenos en los cua-
les un factor es inversamznte propcrcional a otro; diche de
olro medo, un factor es direciamente proporcional « la inver-
sa o reciproca del olro.

by = — 6 yx. = k (5
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x2 — vy = g2 (4)
Las asintotas (y = = x) forman entre si un &n-
gulo de 90° v con los ejzs de coordenadas dngulos d= 45°

(Fig. 82).

8.4.—Relaciones Reciprocas.— Hay muchos fendmenos en los cud-
les un factor es inversamsnte propercional a otro; dicho de
otro modo, un factor es directamente proporcional a la inver-
sa o reciproca del otro.

1| 1
y = {|—| 6 v = — &6 yx. = k (5)
| x| X
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Fig, 8,2

Los siguientes son ejemplos d= ello. La conductividad de
una solucidn es la inversa de su resistencia. El preducto de
los iones oxidrilo por los hidroxilo es constante.

Las curvas de la Fig. 8,3 son ejemplos de la ecuacion (5).

Puede verse que las curvas. de la Fig. 8,3 se parecen a
las de la Fig. 8,2. También son hipérbolas equilateras, pe-
ro sus asintotas coinciden con los ejes coordenados; en rea-
lidad sen las mismas, pero han side rotadas 45°.

Si en las {érmulas (4) hacemos la transformacién corres-
pondiente a una rotacidon de ejes de 45° Consultar los trata-
dos de Geometria Analitica) i{enemos que:

x2 — y?2 = a? ce transforma en

8,5.—Todas las ecuaciones antericres son ciertas, tanto si sz toma
(%, v) como (—x, —v). Es por eso que para cada grdafica
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existe¢ otra que es su imdgen “en espzjo’ y que en las figu-
ras 8,1; 8,2; 8,3; mostramos con la linea interrumpida.
Aunque las curvas puntecdas son matemdticamente tan im-
portantzs como las de linea continud, a menudo pierden sig-
nificado cuando se aplican a problemas fisicos o biclégicos en
los que no se dan valores neagativos.

8.6.-—Si en el tipc de ecuacién considerada en el articulo 8,1, hace-

mosn =— —I1, tenemos;
y o= axB
A
Y = Ax-1 p -

Puede verse que ¢l tipo de ecuaciones 5 (Ariiculo 84)
(curvas reciprocas) no son sino un case particular de las cwr-
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vas de potencias, cuande n — —1. Esto ser&d muy til en
el establecimiento de las ecuaciones a partir de datos expe-
rimentales.

8,7.—Hay ofras curvas de tipo reciproco, tales como:

k

y = — = kx—?
x2
k

y = — = kx--3
x3
k

Yy = = kx—1/3
x1/3

No serdn consideradas en detalle por haber sido conside-
radas en el capitulo VI. como (y = Ax—™),

8.8.—Los articulos anteriores de este capitulo sz refieren a hipérbo-
las cuyo centro coincide con el de coordenadas.

Por ser las mds frecuentss discutiremos en detalle las hi-
pérbolas equilateras retadas en 45°. La ecuacién No. 5 se
refiere a aquellas cuyo centro coincide con el de coordenadas.

Una forma mds general de Hiperbola Equilatera.

axy 4 by - ¢cx -+ b = O en donde si despejamos v

cx 4 d
y = e (A)
ax - b

El ceniro dz esta hipérbola tiene como coordenadas

b c
a a
En la tabla 8,1 se agrupan los 4 tipos mds frecuentes de
ecuaciones de ley hiperbdlica. Las ecuaciones estdn escritas
en diversas formas que ncs servirdn en la discusidén de los
articulos siguientes. '
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a) Multiplicar cada x por la y correspondiente. Si se ob-
tiene una cconiidad constante (A) la curva es del tipe E.
b) En papel aritmético dibujamos y contra 1/x. Si obte-
nemecs una recta que pasa por el cero, la correlacién serd
reciproca y de la forma E. Si no pasa por el cero la ecua-
cidén es de la forma D.

¢) En papel aritmético dibujar 1/y contra x. S5i obtenemos
una recta la correlacién serd reciproca de la forma C.

d) Dibujar 1/y contra 1/x en papel aritmético. El hallazgo
de una recta indica correlacién reciproca del tipo represen-
tado por la ecuacidén B.

8,11.—Cdlculo de los coeficientes cuando la correlacién es reci-
proca. Una vez que se ha establecido que los pares de va-
lores dades en =l experimento guardan entre si una corre-
lacién reciproca y se ha determinado la {érmula genérica
(A, C, D, E) que rige esa correlacién, debemos determinar
como en los otros tipos de correlacion, los coelicientes de las
ecuaciones.

En la tabla 8,1 las ecuacicnes (forma 3) han sido arre-
gladas de modo que solamente tienen dos coelicientes. Ha-
br& que plantear en general sistemas de dos =cucaciones con
dos incdgnitas, como sigue:

a) Para el tipc B b) Para el tipo C
] BR 1
— = A + B‘—‘ — = Ax; + B
Y1 | X1 § Y1
1 | 1] 1
— = A 4 B|— — = Ax, + B
Y= |X2 Ya

c) Para los tipos D y E
| 1]
vi = A 4+ Bj—|
| Xy |
L
y: = A 4+ B —| Siempre es conveniente plan-
p.0) I ’
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tearse para los iipos- D y E el sistema de ecuaciones (¢),
pues cqungue la curva trazada “al ojo” pase por el cero, ca-
ba la posibilidad de que este tipo no sea estrictamente cier-
to y que la ley hiperbélica sea del tipo D.

El tipo de datos que se aporten como xj, yi, Xe, Ve, de-
pende, como ya ha sido expuesto (Articulos 3,6; 3,7; 3.8) del
método a emplear.

8.12.—Méetodo de los punios seleccionados.— De la curva trazada
"al ojo”, se escogerdn dos puntos, de preferencia extremos,
con los que se formard el sistema de ecuacicnes correspon-
diente al tipo de ley. Se resolvera para A y B. En el caso
de la hipérbola, este método es obviamente imperiecto.

8,13.—Método de los promedios.— Segun el tipo de ley hiperbdlica
se consignardn en la tabla queconsigna los resuliades, una
o dos columnas adicionales a las columnas x y y. Esas co-
lumnas seran: l/y, I/x para el tipo B; /v, x para el tipo
C: 1/x, y para los tipos.-D y E.

Se formardn dos grupos de valores, de preferencia con el
mismo nimero de dalos vy luego se promediarén; los prome-
dics servirdn para plantear el sistema de ley reciproca co-
rrespondiente. Se resolverd el sistma para A v B.

8,14.—Méiodo de los minimos cuadrados.— Las ecuaciones o plan-

tearse:
Ley tipo B.
1 l
S — = B S — 4+ AN
vy X
1 1 | 1]2 1
S —— = S|{—| + AS —
Y X | x | x
Ley tipo C
1
S — = A 5x 4+ BN

-
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S x.— = A,Sx? 4 B Sx
Y
Ley tipo D, E.
1
Sy — B.S — -+ AN
x
1 [ 112 1
S y.— = BS|—}) + AS —
X | 1] X
El sistema que se planteq, se resolverd para & vy B. En
donde:
1
S — = Suma de las reciprocas de v.
Y
1
S — = Suma de las reciprocas de x.
x
N = Numerc de datos
1 1
S —.— = Suma de los productos de cada reciproca de
XY
x por la correspondiente reciproca de y.
1|2
S ‘ — | = Sumade los cuadrades de cada reciproca de x
| x
Sx = Suma de los valorss de x.
Sx2 — Suma de los cuadrados de cadoa x.
Sy =  Suma de los valores de y.
o1
Sx — = Suma de los productos de cada x por la co-
Y

rrespondiente reciproca de y.
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1
Sy.— = Suma de los preductes de cada x por la co-

X
rrespondients reciproca de x.

Como se ha recomendado (Articulo 3,5), el modo mdas
adecuado de trabajo es hacer una tabla que se va amplion-
do conforms los datos que se necesiten.

8,12.——-P1anteafm'ento de la ecuacion buscada.— Encontrados los coe-
ficientes por 2l método que se hayva considerade adecuado,
ia ecuacién corrsspondiente se planteard siguiendo las nor-
mas de la tabla 8,1 columna 4.

Ej;empLo

Tenemos los datos (Tabla 82) de 52 dspuraciones de creatinina endégena en
cm3/minuto y las cifras plasmélicas correspondientes,

Se desea estudiar qu- relacidon hay enire ambas y si es posible reducir una
férmulaﬂ de tal suerie que, conocida la citra plasmdticea de creatining, se pueda
aproximar lg depuracion que le cerresponda.

Hacemos x =— depurucidn = D.
y = concentracidén plasmdtica = P.

Consiruimos una grafica en papsl cuadriculade aritmético (Fig. 8.4). Puede
verse que los valores se wgrupan asintomdlicomen'e a ambos ejes de cordena-
das., Trazamos “al ojo’” una linea de regresién; podemos ver que la curva seme-
ja una hipérbela,

Sequimos los pasos del articule 8,10, Para trabajar rdpidamente y tener una
apreciacidén global, escogemos tres punios de la curva irazada al ojo: dos de los
exiremos y uno del centro.

x ¥ x Xy
100 0.7 0.01 70
30 2.1 0.03 83

5 13 0.2 65

a). Al efectuar los producics xy, se obtienen cifras muy similares que in-
dican que 2y es una canlidad probablemente constante, de mode qua la {érmu-
la probablemente va o ser del tipe E.
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TABLA 82

1 v Lz
¥ X Xy — - (—>

X X xX

1 1
P D uv — -

D D
0.5 130 65 0.0077 0.0038 0.000059
1.3 117 152 0.0085 0.0111 0.000072
0.7 109 76. 0.0092 0.0064 0.000084
1.4 94 131 0.0106 0.0149 0.000112
0.85 90 76.5 0.0111 0.0095 0.000122
0.6 91 55 0.0110 0.0066 0.000121
0.85 90 76.5 0.0111 0.0095 0.000122
0.7 81 56.7 0.0123 0.0086 0.000151
1.27 72 92 0.0139 0.0139 0.000192
0.95 78 74 0.0128 0.0122 0.000164
0.85 74 63 0.0135 0.0115 0.000182 -
1.1 70 77 0.0143 0.0160 0.000205
1.05 70 73.5 0.0143 0.0150 0.000205
0.75 70 52.5 0.0143 0.0107 0.000205
0.9 69 62.1 0.0145 0.0130 0.000210
0.8 65 52 0.0154 0.0123 0.000236
0.95 65 61.5 0.0154 0.0146 0.000236
1.4 51 71.5 0.0196 0.0275 0.000383
1.4 52 72.8 0.0192 0.027 0.000367
1.25 42 50.4 0.0240 0.0298 0.000576
1.65 40 66. 0.0250 0.0413 0.000625
1.0 36 36 0.0780 0.0278 0.000784
2.0 45 a0 0.0220 0.0445 0.000435
3.2 23 73 0.0435 0.139 0.0018%
3.0 30 90 0.0330 0.100 0.00109
3.0 20 60 0.0500 0.150 0.0025
2.3 20 46 - 0.050 0.115 0.0025
2.3 18 41.5 0.055 0.128 0.00302
3.0 18 54 0.055 0.167 0.00302
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4.9 17 83 0.059 0.288 0.00348
8.5 15 127 0.067 0.566 '0.00449
6.1 14 85 0.071 0.435 0.00305
4.0 12 48 0.083 0.333 0.00689
4.0 14 56 0.071 0.286 0.00505
5.0 13 65 0.077 0.385 0.00592
4.2 12 20.4 0.083 0.350 0.00689%
6.4 11 70.4 0.091 0.583 0.0083
3.0 8 24 0.125 0.375 0.0156
2.7 8 22.6 0.125 0.338 0.0156
i1.1 9 100 0.110 1.235 0.0121
7.5 10 75 0.100 0.750 0.0100
6.9 7 48.3 0.143 0.985 0.0204
S 6 30 0.165 0.833 0.0272
11.3 5 56.5 0.200 2.260 0.0400
10.2 > 51.0 0.200 2..040 0.0400
12.8 5 64.0 0.200 2.560 0.0400
6.5 4 26 0.750 1.63 0.0625
14.0 4 56 0.250 3.50 0.0625
14.3 4 57.2 0.250 3.58 0.0625
7.1 3 21.3 0.330 2.36 0.1096
25 2 50 0.560 12.50 0.2500
20 2 40 0.500 10.00 0.2500
n =— 52 52 52 52 52 52
S — 241.52 S 33.19 4.6842 48.8320 1.083338

k). Dibujamos ¥y contra l/x. Puede verse que se obtiene una recla que pa-

sa por el cero. En la Fig. 84, la recia se ha trazade con ires puntos.

En la Fig.

8.5, hecha con todos los wvalores, caungue la dispersién es grande, pueds apreciar-

se una correlacién linear entre ¥ y 1/x.

tipo D o E.

La ecuacién serd por consiguienle del

Debemos calcular los coeficientes (Ariicule 8,11). Las ecuaciones tipo (¢
(Articulo 8,11), se resolverdn para A y B.

¥y

Yo
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Fig. 84

Méicdo de los puntos seleccionados— (Ariiculo 8,12). Escojemos dos dos pun-

tos (%3, ¥;). (%4, ¥s) siluados en los exiremos de la curva trazada “al cje” (Fig.
8.4) v reemplazaomos sus valeres en la ecuacidon correspondiente:

x, yy = 100, 0.7
X9 ¥y = 5, 13
1
07 = A 4+ B. —— = A + 0.01 B (a)
100
1
13 = A 4+ B -—- = A 4+ 0.2 B (b)
§ ——————

123 = 0.1 B (by—{a) = (<)
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Fig. 8.5
12.3
B == — — 64.7
0.19
A — 0.7 — 0.0 B == 0.7 — 0.647 = 0.053

Siguiendo la sinsiruccienes de la tabla 8,1, la ecuacidn serda:

0.053 x - 64.7

Yy == - ——

Método de los promedios.— (Arlicule 8,13). Necesitamos ampliar la tabla 8.2
consiruyende la columna 1/x. Formamos dos grupos de valores con v v 1/x, (ca-
da uno con 26) y tomamos los promedios de cada grupo.

Suma Promedio

1/%4 0.4742 0.01775
1/x, 4.210 0.162
Y1 33.42 1.285

- 2081 3.00
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El sistema es:

1,28 = A + 0.0177 B
8.00 = A 4 0.162 B , de donde
6.715
B = — 4B6.6
0.144
A= 1.285 —(0.0177) (0.486) =

0.46 x + 46.6

X

411

0.46. La scuaclén es

Métado de los minimos cuadrados— (Ariiculo 8,14). Para plantear la ecua-
cién correspondiente, necesilamecs ampliar la tabla 82 con las columnas 1/x,
(1/x)2, (y.1/x). Tenemos en'cnces:

Sy = 241.52
1
S — = 4.,6842
X
N = 52

Vamos a considerar
el arliculo 8,14, para los

241,52
48.83

solamenie dos cifras decimales.

|
S y.— = 48.8320
X

1.083338

tipos D y E, es, con esos valores:

= 52
468 A +

[l

A + 4.68 B
1.08 B

241

w
I

.02 — 4.68 B

52
1408.85
34,26

49.2

—e—— == 0,85
52

48.83 — 1.08 B

4.68

El sistema, sefialado en
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0.95 x -+ 4l1.1

Lo ecuaciéon es: y —=

FPodemos ahora ahalizar los resultados obtenidos

0.05.x -+ B64.7

Puntos seleccionados y =
x
0.5 x 4+ 46.8
Promedios y = ——m M —
X
0.9 x 4+ 41.1
Minimos cuadrados y =

Puede verse que €l resultado obtenido con el sistema de pun-
tos seleccionados (con la linea dibujada "al ojo™), difiere saltan-
temente de los otros dos. Es indudable que este método orienta al
investigador por su rapidez, pero:la influencia dsl factor subijetivo,
mayor cuando la dispersiéon de datos es manifiesta, le resta vali-
dez en estos Ultimos casos.

CAPITULO IX
ProcepiMiENTO GENERAL (Resumen)

9,1.—El cientifico esid, ¢ menudoe, interesado en dsscubrir la exts-
tencia de relacicnes entre los datos de su observacion y cuan-
do existen, en determinar la naturaleza de esas relaciones v
decidir el modo de descubrirlas. Con estz objeto se deben se-
guir ciertos pascs que ayudan a establecer cudl de las leyes
maiemdticas mdas simples debe escogerse para dar una des-
cripcidn satisfactoria v razonable de la relacidn entre las va-
riables. Esos pasos son, en esquemd, los siguientes:
1.—5i sobre bases tedricas conccemos alguna ley que
pueeda gcbernar los datos, usamos la ecuacidén matemdtica
adecuada. Si no, (y generalmente no hay esa base tedrica)
seguimos los siguientes pasocs. '
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2.—Dibujamos en papel cuadriculado aritmético, los pa-
res de valores en un diagrama de dispersion y trazamos cui-
dadosamante una linea "al ojo” que siga el fendmeno gene-
ral. Si obtenemos una.linea rectqa, estudiaremos la ley de la
recta ( y = mx -+ b ).

3.—Si obtenemos una curva, comparamoes estd curva con
curvas patrones representativas de las diversas leyes. Esto
rara vez servird para indicar con precisién la ley a ssguir,
sino mds bien para eliminar algunas y reducir nuestra bus-
queda a dos o tres curvas. Luego pasamos a estudiar cudl
es la mds conveniente. Se deben seguir sucesivamente va-
rios pasos hasta obtener el resultado mas satisfactorio.

A.—Dibujemos funciones de los datos del experimento en pa-
pel cuadriculado aritmético.

a.-—Dibujamos x contra log y. Si obisnemos una recta
nuesiros datos siguen la ley exponencial.

y—:Aek"

b.—~—Dibujamos log x conira log y. Si obtenemos una rec-
ta, nuestros datos siguen la ley de potencias.

y = A xn

c.—Dibujamos 1/x contra y- Si oblznemcs una recta, nues-
tros datos siguen la ley de la hiperbola tivo D & E.

Ax + B B
y = —————— 0 y = -
X X

d.--Dibujoamos x conira 1/y. Si obtensmos una recia,
nuestros datos siguen la ley d2 la hipéibola tipo C.



414 ANALES DE LA

e.—Dibujamos 1/x contra 1/y. Si obtenemos ung reciq,
nuestros datos siguen la ley de la hipérbela tipo B.

X

Y = — "
Ax + B

B.—Los pasos a vy b pueden simplificarse mucho si se dibujan
los datos del experimento en papeles con escalas espe-
ciales.
a.--PAPEL SEMILOGARITMICO.— S8i obtenemecs una rec-

ta, nuestro datos siguen la ley exponencial,
b.—~PAPEL LOGARITMICO.— Si obtenemos una reciq,
nuestros datos' siguen la ley de potencias.

C.-—5i los datos experimentales no sigusn algunas de las le-
y=s, s2 debe hacer lo siguiente:
a.—Tomar valores de v, de la linea de rearesién, que co-
" rrespondan a intervalos constantes de x.

b.-—Hallar las diferencias ( Ay) entre los valores de y
asi obtenidos.

c.—Se dibujan estas diferencias ( Ay) contra la x corres-
pondiente. Si se obtiene una recta, nuestros datos si-
guen la ley de la parabola.

y = ax? 4 bx 4+ ¢

4.-—-Hakizndo encontrado el tipo de ley después de= haber he-
cho las pruebas antericres, debemos establzcer la fér-
mula, hallando los valores de las constantes (coeficien-
tzs) de nuestro problema especial, por uno de los méto-
dos siguientes:

a.—Puntos selecienndaos
b:—-Promedics
¢.—Minimos cuadrados.

5.--Habiendo encontrado las constantes, y planteado la ecua-
cibén, pedamos interpretar la foérmula en si, pues ella nos
puede decir la magnitud del cambio en ¥ por unidad de



FACULTAD DE MEDICINA 415

92—

cambio en x, o el porcentaje de cambio de ¥ por unidad

de ccunbio en x, etc.
6.—Finalmente la ecuacion puede dibujarse en un diagra-

ma, hallando de acuerdo con ella los valores de ¥ que co-

rrespenden a ciertos valores seleccionados para x y di-

bujaundo en papel arilmetico o de escalas especiales’ y

contra x.

Es necesario puntualizar que en ciertas ocasiones, se co-
noce el tipo que liga dos variables. Como se comprends, en
esos ¢asos, no es necesario prebar todes los tipos de corre-
lacion, sino usar directaments la grdfica correspondiente. Por
ejemple, se sabe que la disminucién de la concentracién ar-
terial de muchas substancias, sigue la ley de la calda expo-
nencial; en estos casos, debe dibujarse la grdfica en papsel
semilogaritmico, poniendo en la abscisa (escala aritmética)
el tiempo, y en la ordenada (escala logarilmica) la concen-
tracion arterial,

DiacraMas DE TENDENGIA

Tendencia en funcién dsl tiempo.— Cucndo un fendmeno se
relaciona con el tiempo o sea cuando una variable cambia
con el tiempo, se usa generalmente el eje de abscisas (x)
para colocar la escala del tiempo, v sl eje de ordenadas (Y)
para la otra variable. Con objeto de mostrar adscuadamen-
te el fendmeno, la escala de ordencadas debe comenzar en ce-
ro. Cuando los valores del tiempo son una media de una uni-
dad de tiempo se acosiumbra poner el valer en I mitad del
intervalo. Como el concepto de tendencia es un cambio con-
linuo, generalmente los puntos se conectan por una linea en-
tre punios sucesivos, Ciertos tipos de tendencia forman una
linea recta. En otros casos son curvas que siguen leyes defi-
nidas. En otres, finalmente, no hay relaciones definidas, pe-
ro, sin embcrao, el dibujarlas en ardficas da un conceple de
sus caracteristicas en funcidén del tiempo, mucho mejor que
una tabla.

a.—Tendencia arilmélica— En la tendencia arilmética ambas es-

calas son lineares o ariimélicas v su pendiente indica en va-
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lores absolutos magnitud Jel cambio del fandmeno estudiado,
en un intervale de lismpo. Si se cobtiene unag recta, quiere
decir gue la magnitud dzl carobio es conslante. La Fig. 9,1
muestra la tendencia en el aumero de muertes maternas por
afio en Estados Unidos, 1936-46. La tandencia rmuestra una dis-
minucién progrssiva de la mortalidad. Como es 1dgico supo-
ner la curva se acerca asintomdticamente al eje d= abscisas.

b.~—Tendencia semilogaritmica— En la tendencio szmilogaritmi-

ca, el tiempo se coloca en la abscisa en escala aritmética vy la
otra variable en el gje de ordenadas en escala logaritmica. Co-
mo se ha mencionade en el capitulo V, la psndiente en una
curva exponencial (la pendiente de una recta en papel szmi-
logariimico) ne indica variacién absoluta de la ordenada en
relacion o la abscisa sino, qué fraccién dzl tetal de la ordena



FACULTAD DE MEDICINA 417

300~
1 E.CARDIACA.
200-
I. "
g -
100 CANCER
» L L
&
=
0 ——r—rr
36 £ 4% BY
AROS
Fig. 9,2

da varia por unidad de cambio de la abscisa; dicho de un
modo mds restringido, indica el porcentaie que la crdznada
cambia por unidad de cambio de la absciza. Si se tiene una
recta en papel semilogeritmice, se trata de un fendmeno en
el gue hay un porcentaje constante de cambio de la ordena-
da por unidad de tiempo. Si tensmos lineas paralelas, (pen-
dientes iguales) no importa la aliura de la grafica a que es-
ién colocadas, quiere decir que ambas tiznen el mismo por-
centaje de cambio, no importa los valores absolutes. Es por
eso que las grdficas semilogaritmicas son muy valicsas cuan-
do se tienz interés en comprar porcentaies de cambio. Por
ejemplo: ¢Es el porcentaje de mortalidad por enfermedades
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de corazdén mayor o menor que por el cancer. En la grdfi-
ca, Fig. 9,2 parece que la morialidad por enfermedadss dsl
corazon estd incrementdndose en mavyor cucntia que la mor-
talidad por céncer. Esto es cierto en cilras absolutas. Al com-
parar los porcentajes de incremento en relacidén al tiempo
(gralicas semilogaritmica) (Fig. 9.3), vernos que las pendien-
tes son iguales, indicando gue aungue la cifra absoluta de
mortalidad por enfermadadss del corazdn hava aumentado
mds que en el cdncer, en {érminos relativos de porcentaje, la
relacion enire ambas mortalidades es mds o menos la misma.
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Si en una gréfica aritmética la tendencia es rectilineq, la
cuantia de cambio de la ordenada por unidad de tiempo es
constanie.

Si es una grdfica semilogaritmica, las pendientes de <os
fenémenos son paralelas, la velocidad porcentual de cambio
de ambos fenémenos, en la unidad de tiempo es igual. Si
en un mismo fenémeno las pendientes son paralelas, entre
diversos intervalos de tiempo, la velocidad porcentual de cam-

bio de ambos fendmenos, en la unidad de tiempo es idéntica.

9,3.-—

Si la pendisnte de una tendencia semilogaritmica es ma-
yor que otra, el porcentaje de cambio es mayoer en aquella
cuya pendiente es mayor y menor en aquella con menor pen-
diente. '

DESPLAZAMIENTO. DEL PROMEDIO

Con frecuencia se presentan grdficas con una distribucién
de valores muy irregular y se dessa sefialar con una curva,
la tendencia general que signifique el promedio. Existsn mu-
chos procedimientos. Nos raferiremos al mds simple.

Se comienza en uno de los exiremos de la grdfica, de
preferencia el izquisrde, para desplazar el promadio hacia la
derecha. Se selecciona en la abscisa un intervalo que abar-
que m puntos consecutivos (a partir de la izquierda), igual-
mente espaciados; se toma la media de los valores corres-
pondientes «a la ordenada, se le dibuja en el valor correspon-
diente a la mitad del intervalo de la abscisa. Luego se elimi-
na el punto extremo izquisrdo v se afiade uno nuevo, que
debe ser el que quede inmediatamente a la derecha del {l-
timo valor escogide en el grupo omierior; se tienen entoncas
nuevamsante m valores, cuyas ordenadds nuevamente se pro-
median; la media es dibujada en el valor correspondiente a
la mitad del nuevo intervalo de la abscisa que agrupa los m
valores. Se continlia asi hasta el final.

Ejemplo: La Fig 9.4 representa las variaciones horarias
observadas en el contenido de oxigeno de un rio, influencio-
do por la presencia de algas. Conocciendo el efecto de la luz
solar en las algas, se espera un cambio progresivo en las 24
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heras, La distribucidén de punies es muy irrzguiar. La cur
va continua, se ha construide desplazando e! promedio ob-
tenido cada tres horas.

Se comienza por la izquisrda. Se escogen 4 valeres qua co-
rrespondsn o un intervalo de 3 horas. La media es (63 -+
78 + 70 -+ 69.5)/4 = 280.5/4 = 70.1 v se coloca en la mitad
del primer intsrvalo (4 -~ 7)/2 = 5.30 horas.- Eliminamcs
el valor de mas a la izquierda (63) e incorporamos el mas
proxime por la derscha (5968). La media es (78 -~ 70 -I- 69.5
- 56)/4 == 273.5/4 = 68.4.Se dibuja en la mitad del segun-
do intervalo. (5 4 8)/2 =— 6.30 horas. Se elimina =t 78 vy
se incorpora el 59, La media (70 4 699 4+ 56 - 59)/4 =
254.5/4 = 63.6 se dibuja zn (6 - 9)/2 = 7.30 horas. EI
cuario punto se dibuja o las (7 4- 10)/2 = 8.30 horas; su
ordenada es (699 4+ 56 59 - 45)/4 = 229.50/4 1 57.4
v asi sucassivamente. Luego se unen los punlos qus se van
obileniando.
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94— CALcuLo pE AReas (Integracién Grdfica)

Frecuentements se desea conocer el drea bgje una cur-
va y no es posible hacerlo matemdticamente mediante unca
térmula. Existen varios sistemas de aproximar el érea.

Conlar cuadradecs.— Obviamente e! sistzma mds facil es di-
bujar la curva cuidadosamente en papel finamente cuadricu-
lado y contar tedos los cuadrados, estimando las fracciones
que hayem en lcs limitzs. Es conveniente maicar grondes
cuadrados, cuande es posible calcular su drea por multipli-
cacidn v contar los cuadrados que queden.

Pesadas.— Si el papel es de grosor uniforme, un método
satisfactorio consist2 en recortar la figura vy pesarla, se pesa
un rectdngulo del mismo papel de drea conocida y por una
regla de tres se encuentra en el drea buscada. '

Planimetria— El planimetro es un instrumantc mecdnico
que consta de un par de brazos (uno fijo v el oiro indicador)
v ung rueda que se desplaza marcando el drea abarcada
por el brazo indicador- Con un buen planimetro se pueden
obtener excslentes resultados.

CAPITULO X

APENDICE

10,1 -—Trigonometria.— Fig. 10,1.

ordenada o

Seno —_ =
hipotenusa h

abscisa a

coseno = — . = -
hipotenusa h

ordenada o

tangente Y e— el =

abscisa a
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©

o X

a a
Fig. 10.1
abscisa a
cotangents = ei—meme o
ordenada o
hipotenusa h
secante — —
abscisa a
hipotenusa h
cosecante —_ e e e
ordenada o

10,2.—-Sclucidn de ecuacionzs de segunde grado.-—
ax? 4+ bx 4+ <© = o
—b = V b .. dac

X o - — e e e 2

2a

D
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2x2 4+ 5 - - 40 == 0

—5 4+ V 25 + 320 5 = 18.57
X e e s = ————
4 4
—5 + 18.957
X = = = 3,38
4
~5 - 18.57
x" - ——ee—e———— S h—— 5 —589
4

10,3.—Solucion de sistemas de ecuaciones.- - (Dos o mas incogni-
tas).

a).—Por adicién o sustraccion.

X — y = 2 (@)

Ix + 2y = I (k)

Ix —~— Jy = —b (3)x(a) == ()

3x 4+ 2y = —1 (b) restando
—5y = 5 despejando y

y =1 reemplazando v en (a).

x — 1 =

x = —I

b).- -Por substitucién.

X - y — - 2 {(a)
3 -+ 2y = —1 (b)

Despejando x en (a)
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x = y—2, substituyendo x en (b)
3(y —2) 4+ 2y = —1
3y — B8 4+ 2y = -1
S5y = S despejando ¥y
y = | reemplazando y
en (a)
X - = —2
x = —1

¢).—Por igualacion.

X — vy == —2
Ix -~ 2y — —1 Despejamos X en am-
bas ecuaciones
X = vy — 2
—1 —Zy
X = — igualando
3
—1 — 2y
y — 2 = —————— despejando y
3
3y — 6 = —1 —2vy
Sy = )
R 1 reemplazando
y en (a)
X = ] — 2 = —1

despgj ando x

10.4.—Tabilc de tangentes.— Esta tabla es muy util para calcular
la pendienie de una curva emplsande un {ransportador. Ar-
ticule 4,3. (Se encuenira al final de este capitulo. Pag. 436).

10,5.—1.—FExponsentes.-— Ejemplos literalss v aplicaciones numeri-

jale ]

a¥ — o.a.a.c.o.d.. ... hasia x factores; 2% = 2222, — 16
i 1 1
[ s S



FAGULTAD DE MEDICINA

a*.a¥ = oa*t¥
a*/a¥ —= a* ¥
() = o

a® = 1

A%/ = A%
Vab? = bVa

425
28042=23 = 2442228 = B4
; 2%/22 = 21 =02 — 4

(24)2 = 242 - 28 — 958

I__
223 =

N

=V

V45 = V5x9=3Vs

I

10,5. 2.—Posibilidades de transformccién de una ecuacién exponen-
cial de cualquier tipo, en la forma y —= A =¥x,

y = 10%bx = 10.210px

tenemos:

y:Aekx

;. sl hacemos 10% — A, y 10P — ek |,

10P% == (10P)x == (ek)x — ekx

Este mismo tipo d2 demosiracién se puede usar para:

y = 10A—bx —— A e——-—k.‘:
v ei4bx — A pkx
v o= pa—bx — A o kX
Yy = Bm+bx — B e kx
y — A.10P* = A ekx

v = A.1Q)—Px— A o—kx
y == ABPX . = A gkx
y = ABbx = A gk«
Yy = AB¥ = A gk«
106 1.—

. €l hacemos 108 -—= A, 10~ —= ek

. €1l hocamos

. sl hacemos

si hacamos

e 2o A, b =k

B - A, BbP — gk

. sl hacemos 100 = ek
Bl — ek
B = ek

LOGARITMOS

Legaritmo de un numero es el EXPONENTE a que hay
que elsvar otro numero llamado BASE para cbtener el ni-

mero dado.

En los siguisnies ejemplos:
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5 = 1 88. — 125
5 = 5 by — X
52 — 25

siendo la BASE 5, el logaritmo de 1, en base 5, (logzl = 0)
es cero, porque cero es el exponente al que hay que ele-

var la base 5 para obtener 1, log; 5 = 1; log; 25 = 2;
logs 125 = 3; log X == V.
10,6.— 2.—Bass.— Cualqguier numsro gositive se puede tomar co-

mo base de un sisterna de logaritmos. La base no pueds ser
un niimero negativo porqus en este caso log __y, X, no es fun-

cién continua.
10,6. 3.—Los numeros negativos ( « O) no tienen lcgaritmo.

10,6~ 4.—En. todo sistema de logaritmes, el logaritmo de la base
es 1.
bl .. b 1ogb b — 1
10,6.— 5.—En todo sistermna de logaritmaos,el legariimo de 1 es 0.
B -1 ; logy, 1 = O

10,6.— B6.—Los numeros mayores gue 1 tienen lcgaritme posi-
Hvo. Les menores que 1 tignen logariimo negativo.

10,6.— 7..—El logaritmo <e un producto es igual a la suma de los
logaritmos de los factores.
logy, (A.B.) = log, A'—;— log,, B
10,6.— 8.—El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del
dividendo menos el lcgaritmo divisor.

logy,, (A/B) = log, A —log, B.

10,6— 9.—El lcgaritmo de una potencia es igual al exponents mul-
tiplicado por el logaritmo de la base de la potencia.

logy, A® = nlog , A.
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10,6.—10.—El logaritme de una rdiz es tgual al logaritmo de la can-
tidad subradical dividido entre el indice de la raiz.

n 1
logy, VA = lcgp AV® = — logp A.
. n

10,6.—11.—Sistemas de logaritmos.— Pudiendo tomarse como bass
cualquier namerc positivo, el nimero de sistemas es ilimita-
do. Les sistemas usados generalmente son dos:

a).—Logaritmos vulgares o de Briggs, de base 10.
b).—Legariimos naturales o neperianos, de base e

e — 2.71828182845

En matemdticas superiores €l uso de logaritmos neperianos es
impresindible por la facilidad de diferenciacién e integracién
de nimeros que contienen e. Si un matemdtico ve escrito log x
supone que se trata de log neperiagnos; sin embargo, en qui-

mica como en dlgebra los log decimales se usan mdés frecuen-
temente.

Deasignaremos log;ox = log x
logex = Inx

10,6—12,-—Cambio de base.

In x = 2.308 log x
lecg x = 0.443 In x
1
2.303 = ln 10 =
0.4343
0.4343 = log e = log 2.71828....
Eiemplo:
Silog 40 = 1.602
In 40 = 2.303 x1.602 = 3.890
Si In 50 = 3.9!2
log 50 = 3.912 x 0.4343 = 1.699
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LOGARITMOS VULGARES, DECIMALES O DE BRIGGS

10,7,1.—El logaritmo vulgar de un nimero consta de una parte en-
tera (caracteristica) v una decimal (mantisa),

La mantisa, siempre positiva, se da en las tablas, es
cero para las potencias de 10.

10,7,2.—En la practica =i dado un nimero se quiere hallar su loga-
ritmo, la mantisa se encontrard en las tablas considerando
al nimero como carente ds cifras decimales; la caracteris-
tica de un numero igual o mayor que 10 es igual al nmero
de cifras enieras del nimerc menos uno. ‘

Si el nimero es igual o mayor que 1 pero mencr que
10. la caracteristica es cero.

Si el nimero es menor que uno { < 1) la caracteris-
tica es negativa v su valor obsolute es igual al ntimero de
cercs que hay entre el punto decimal y la primera ciira
significativa, mds uno. La mantisa es siempre positiva.

Ejemplos:
log 3412 == 3,533l
log 3.412 = 2.5331
log 34.12 == 1.5331
log 3.412 = 0.5331
log 0.3412 = 1.533]
log 0.03412 = 2.5331
log 0.003412 = 3.5331

10,7,3.—Cdlculo del valor de expresiones por medio de logaritmos.—
" Un cdlculo logaritmico comprende 3 partes:

a).—Busquada del logaritmo en la tabla.

b)—Efectuar las operaciones segun las reglas 6,7 a
6,10.

c¢).—Hadllar el nimero correspondiente al logaritmo re-
sultants, por medic de las tablas. Ejemplos:
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(AY 1215 x 0.84
log (1215 x 0.84) = log 1215 4- log 0.84

log 1215 = 3.0845 -+

log 0.84 == 1.9243

log (1215 x 0.84) = 3.0088 = log 10205
porque

Antilogarit. 3.0088 == 1020.5

1215 x 0.84 -= 1020.5

(B) 7.5¢

log 7.5¢ = Blog 7.5 = 6 x 0.975] = 5.2508
Antilog 5.2506 = 178100
7.58 = 178100 aprox.

0,7,4—LOGARITMOS NEGATIVOS.— Cambio de signo en la man-
fisa.— El usar el sistema habitual de caracteristica nega-
tiva v mantisa positiva de los logaritmos de los numsros
menoras que 1 no ofrece dificultades en sumas y restas, pe-
ro en problemas similares a los de los capitulos V-VI (Fun-
cions exponencial y de potencias), es necesario tener todo
el logaritmo como un numero negativo. Para ccnseguirlo
no hay sinc que sfectuar la resta que significa la diferen-
cia de signos arriba sefialada,

Ejemplo: 0.034124

log 0.003412 = 3.5331 = —3.0000 4+ 0.5331 = —2.4669
4 log 0.003412 = 4 x —2.4669 —= 9.8676

Los logaritmos con mantisa negativa hay que transfor-
marlos en positives (sumando v restande ).

-9.8676 = —9.0000 —0.8678 = (—9. — 1) + (1 —0.8676)

= —10 4+ 0.1324 = 10.1324
0.03412% = 0.0000000001356 aprox.
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10,7,5.—Tabla de logaritmos decimales.— A continuacién se ofrece
una tabla de logaritmos con 4 decimales de doble entrada,
con las partes proporcionales para interpolaciéon. Tal -
po ds tablas da aproximacién hasta de parie en 10.000 6
0.01%. Si se necesita mas exactitud se usard una tabla de
cinco decimales. Al contrario, en otros casos la regla de
cdlculo con escala L serd suliciente. (ver pdyg. 444-445).

10,8.— Tabla de logaritmos naturales o neperianos.—
Los logaritinos neperianos no s2 mansjan con la facilidad
que los logaritmos decimales. Las tablas dan la caracteris-
tica v la maniisa. Lo tabla adjunta da valores desde 1
hasia 1000. (ver pdaz. 440-443).

Cuando se quiere encontrar el In de un numero que
difiere en una potencia de 10, de un ntUimesro que figura
en las tablas, se debe proceder como sigue:

Si el nimero cuyo In se desea se obtiene multiplican-
do el niimero de la tabla por 1/10 == (10~);: 1/100 =
(10—23; 1/1000 = (10—3), etc. debemos sustraer In 106,
2 1In 10, 31n 10, etc., In hallado en la tabla.

Ejemplo: In 0.002 = In (2 x 1/1000) = (2 x 10—3)
=In2-— 3In 10 = 069315 — 3 x 2 .30359—,
0.69315 — 6.90777
In 0.002 == —6.21462

Si el niimero cuyo In se desea se obtiene multiplican-
do el ntimero de ia tabla 10, 100, 1000, debemos agregar In
10, 2 In 10, 3 In 10, etc., al In hallado en la tabla.

In 2000 = In (2 x 1000) = In (2 x 10%)
=1In2 -+ 3Inl10= 0.69315 4+ 6.90777
—  7.60092

10,9.— Tabla de funciones exponenciales.— Ver pdg. 438-439. En el
trabaje con curvas exponenciales (Capitulo V) es suma-
mente Util este tipo de tablas, de modo que dado un valor
para x, sea poesitivo o negativo, se obtiene directamznte el
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de e* v viceversy, dado el valor de e* se pusde encon-
trar el de %

10,10.— La regrLa pE CALcULO

La regla d= cdlculo es una tabla de legaritmoes mecdéni-
ca. Es quizds el mejor instrumento que economiza tiempo
para el cdleulo de los problemas fisicos o biclogicos. Es
muy recomendable adquirir una, por la mayor eficiencia
que adquirird el que la maneje, en la solucion de diversos
problamas que se plantean diariamente.

Una regla de cdlculo de 25 cm. da una exactitud de
0.1%. Esta precisién es suficiente en el trabajo biolégico y

fisizo. Si se desea precisidn de 0.01% se debe recurrir a
una tabla de logaritmos de 4 decimales v a la ds 5 deci-
males si la precisidn deseada es de 0.001%.

Con ka regla ds cdleulo se pueden hacer muchas ope-
raciones. Aqul solamente discutiremos el uso de las esca-
las C, D, L v A. Fig. 10,2, a. Al comparar una regla de
calculo, esta debe tener, cuondo menos, las escalas men-
ciocnadas-

Multiplicacion y division— Se usan las escalas C y D.
Puede verse que son escalag logariimicas. (Ver Ariiculo
2.3). Las divisiones corresponden a los logaritmos de los
ntimeros de 1 a 10, pero se han escriio en la escala los nt-
meros mismos y no el valor de sus logaritmes. La escala
C se desliza hacia adelante y atrds, de modo que un seg-
mento de la escala C ruede sumarse a un segmenio de
la escala D como si afiadiéeramos 3 4 5, midieando 3
cm, enuna regla vy 5 en oira. Si las escalas fueran
ariiméticas la operacién seria una suma, pero como las
escalas representan el logaritmo de los nimeros, la adicidn
da segmentos ds escala coerresponds o la multiplicacidn de
los niimeros corresgondientes,

La ventaja de la regla de cdlculo se evidencia a con-
tinuacién en que se la compara con los cdalculos logaritmi-
cos. Fig. 10,2,b.
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A 1 2 3 456789 2 |3 4567891
1 2 3 4| 516 78091
o] 3 — 3
L0 4 2 3 4 5 5| § s . 9 %
B |
cf 2 3 5| 79}
L R | . 2 3 4 5 6 $ 41
c 1
i 3 b ¢ 8 91 J
CRINE BRARAF 3 4 5 & 78331
D [ 1a1.. 2 1 bd67e9 2 3 4967891
51 3 3 4 56 ‘
Lo 3 2| 3 |4 5 & 7|9 |3 1
Fig. 10,2
Ejzmplo: Multiplicar 2 x 4
Tablas de log ‘ Regio de zd&lculo

0.3010 -}|Poner el 1 del extremo izquierdo
0.6021 d= la escala C sobre el 2 de la
escala D. La linea vertical del
Sumar log 2 + log 4 == 0.8031 |curscr se coloca sobre el 4 de la
Antilog 0.9031 — 8 escala C. Leer el resultado en
donde la linza vertical del cursor
corta la escala D.

Buscar log 2
Bucar log 4

it

La divisidn es tan simple como la multiplicacidon. La di-
ferencia estd en gue se deban susiraer szgmsntos de esca-
la. Se busca el dividendo en la escala D, se le pone el
cursor. El divisor se busca en la escala C v sz coloca so-
brz el dividendo. El cucciente se encuenira hajo el 1 al final
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de la escala C. En la Fig. 10,2b se estd efectuando la di-
visién de 8/4.

A menudo se pierde tiempo en la multiplicaciéon cuan-
do uno escoge mal €l extremo de la escala C que se ds-
be usar. Cuando el preducio se caleula quz va a ser me-
nes de 10, se usa el extremo izquierdo y el derscho si el
producto va a ser mayor que 10. an un poco de practica
esto es muy simple. El ejemplo anterior lo fué de un pro-
ducto inferior a 10. Si gqueremcs multiplicar 2 x 6, se colo-
ca el extremo izquierdo de C sobre 2 de D, =] niimero 6
de C se sale d= la escala D. (Fig. 10,2b). Debemos po-
ner &l extremo derecho de C sobre el 2 (Fig. 10,2c). La
respussta 12 se encuentra bajo el 6.

Cuanto menor sea el numero de veces que se coloca un
“"nGmesro”’ en la regla, mas sxacte serd el resultado por dis-
minuirse ¢! namero de errores recanicos. Si tanemos varias
multiplicaciones y divisicnes que hacer, 2l idzal es hacer-
las alternativamente, porque si multiplicames todos los fac-
tares del numerador y luege los del denominador se tienen
que hacer mayor numero de operaciones. La primsra par-
te de las escalas C y D esid dividida en cizntos, la Gltima
parte de la derecha en quincuagésimcs ¢ vigédsimos: es ne-
cesario conocer bien €l tipo de escala de la regla, porque la
rmayoria de los errores en el trabajo con la regla se deben a
su deficiente conocimiento. La regla no coloca puntos deci-
mcles v es mejor no preccupdrse de elios hasta quz lcs
cdleuios estén terminados. Usualments los nimeros se pue-
redondear de modo que haciendo un edlculo mental grose-
ro se cologue el punto decimal.

3.21 x4.5x 90.1
Ejemplo: en el cdalculo la regla da
‘ 195

668. Para calcular el punto decimal, se debe muliiplicar
mentalmente 3 x 5 x 100/200 = 7.5, de modo que la res-
puesta correcta es 6.680.

Logaritmos. La regla de cdlculo pusde usarse directa-
mente como tabla de logaritmos de tres decimales colocan-
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'do directamiente el cursor sobre la escala D v leyendo en
la L &l logaritmo- Si dado un legaritmo se guiere hallar el
nimero, hay que hacsr la cperacidn inversa, lser en la es-
cala L el legaritmo v buscar en la D el ntimero. Lo Fig.
10,2,d. Muestra que 0.301 es el logaritmo de 2.00. Opsra-
raciones comoe la potenciacidn se simplilican tremendamantz.

Por ejemplo:
(3.19)3 = =x, x = 7
log x — 5.23 leg 3.19

Bajo el 3.19 enconiramos el logaritmo (L) = 0.304. Po-
nemos este valor en D y lo multiplicamos por 5.23 en C
= 2.638. Ponemos 0.638 en L y encontramos en D, 435;
como la caracteristica es 2, la respuesta es 435.

Potencias y raices.— Se determinan facilments con la
escala A que esta dividida en dos escalas logaritmicas igua-
les, gque son equivalentzs a la escala D multiplicada por 2.
Los nimeros de la escala A en realidad son los cuadrados
de los nimeseros de la escala D. Si colocamos la linea ver-
tical del curser en D, el cuadrade lo hallamos en A.

La raiz cuadrada se hace a la inversa. Existe una com-
plicacion porque habiendo dos escalas no se sabe cudl es-
coger (escala A). La escala d= la izquierda se usa para
numercs mayores que 1, que contengan numero impar de ci-
fras enteras v la de la derecha para los nimeros mayores
que 1 que contengon numero par de cifras enteras.

En el caso de ntmeros menores que 1, se cuenta €l ni-
mero de ceros entre el punto decimal v la primera cifra sig-
nificativa. 8t el nimero de ceros es impar, usar la escala
de la izquierda; si no existen ceros o el nmerc de ce-
ros es par, se usard la escala de la derecha.

Eiemplos:
576 izquierda = 24 400 izquierda = 20
57.76 derecha = 76 4000 derscha = B63.2
4  izquierda = 2 0.01 izquierda = 0.1
40 derecha = 6.322 0.0225 izquierda = 0.15
0.008]1 derecha = 0.09
0.162 derecha = 0.402
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10,11.—USO DE LA MAQUINA DE CALCULAR.

La regla de calculo (Articulo 10,10) es un instrumen-
o quz da respuestas aproximodas, la maquina de calcular,
en camkic, da respusstas exaclas, que depsnden de su ca-
pacidad. Para e] trabajo estadistico de dalos numerosos,
es mucho mds convenientz la maquina de calcular. Nos li-
.mitaramos a dzscribir un método, qus por su simplicidad,
es de gran utilidad en el trabajo estadistico.

METCDO QUE SIMPLIFICA EL EFECTUAR SUMA DE CUADRADQOS
O SUMA DE PRODUCTOS

En el curso de este trabajo, sobre tedo cuando sz usa
el método de los minimos cuadrados se necesita encontrar
Sx2, Sxy, S(x log v), ete. _

En esos casos algunos tipos de maquina de calcular son
particularmente valiosos. .

Eiemplo: (1) Se quiere tener Sx2 ds los sigulentes valores;

Numsros Columna Columna
Preducto Multiplicador
2 4 2
8. 68 10
6. 104 16
14 300 30
10 400 40
9 48] — Sx2 49 = Sx

El sistema clasico seria elevar cada valor al cuadra-
do, anotar los resultades y surnarlos. El sistema qus re-
sumimos sefialado por Snedecor consiste en mulbiiplicar
2 x 2 en la maquina y sin borrar el resultado multiplicar
8 x 8, de modo quz en el lugar destinado al groducto tendre-
mos (2 x 2) 4- (8 x 8) = 68; nuevamente sin borrar, mul-
tiplicamcs 6 x 6 v en el lugar destinado al producto ien-
dremos 104 y asi sucesivamentz. Al final tenemos Sx2 =
481, que es igual ¢ lg suma de cada {actor al cuadrado.
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Algunas mdquinas permiten tener en el lugar correspon-
diente al multiplicador, la suma de estos, de modo que sl

multdneamente se tiene Sx* v Sx.

EJEMPLO 2.--8= desea obtener Sxy de los siguientes:

Columna Columna

X Vi Multiplicador Producto
Y Xy
2 1 I 2
8 5 6 42
6 3 9 60
14 4 13 116
10 7 20 186
8 5 Sy 25 Sxy 231

Obviamente no es necesario anotar los valeras inlermedios
(aqui se hace sdlo por ilustracion). En este caso, la maquinag nos
da la suma dz xy v ademds la suma de y. Si estuviéramos tra-
bajando con &l vroducto de x.log vy, hubiéramos obtenido sumulia-
neamente S (x log y) v S log y. Este sistema ahorra considera-
ble esfuerze y tiempo v ha sido usado al censtruir la takla 5,2.

TABLA DE TANGENTES

Arco Tangente Arco Tangente
o 0.000
1 0.017 460 1.035
2 .035 47 .072
3 .052 48 111
4 .070 49 150
5 087 50 .191
6 .105 51 .235
7 123 ' 52 .280
8 .140 53 327
9 .158 54 .376
10 L1786 55 428
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11 . 194 56 .482
12 212 57 .540
13 .231 58 .600
14 .249 59 .664
15 .268 60 .732
16 287 Bl .804
17 .306 62 .881
18 .325 63 .963
19 . 344 64 2.050
20 . 364 65 144
21 .384 66 .246
22 .404 67 356
z3 .424 68 .475
24 445 69 .605
25 . 466 70 .747
26 .488 71 .904
27 .509 72 3.077
28 .532 73 270
28 .054 74 .487
30 977 75 732
31 .600 76 4.010
32 .625 77 331
33 .649 78 .705
34 .674 79 5.144
35 700 80 5.671
36 .726 81 6.313
37 .753 82 7.115
38 .781 83 8.144
39 .810 84 9.514
40 .839 85 11.430
41 .869 86 14.301
42 .900 87 19.081
43 .932 88 '28.636
44 .966 89 57.280

45 1.000 90 oo
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Proportional parts

TABLE OF LOGARITHMS
Natural | g1 3 | 2| 3 | 4|5 ]|6 7 |8/|F9
numbers

10 [0000{0043/0086|0128|0170[0212(0253(0294|0334/0374
11 |0414|0453/0492(0531|0569|0607|0645(0682/0719|0755
12 |o792|0828(0864|0899]0934[0969|1004(1038|1072(1106
13 |1139|1175]1206]1239(1271|1303(1335/1367|1399/1430
14 |1461|1402|1523|1553(1584[1614]1644(1673|1703|1732
15 [1761|1790|1818(1847|1875(1903|1931|1959| 1987|2014
16  |2041|2068]2005/2122(2148]2175]2201 2227|2253 2279
17 |2304/2330|2355|2380|2405[2430(2455(2480 2504|2529
18 |2553|2577|2601|2625|2648|2672(2695|2718|2742(2765
10 |2788|2810|2833|2856|2878[2000|2923|2945|2067|2989
20  |3010[3032|3054|3075|3096]3118|3139|3160(31813201
21 |3222|3243|3263[3284(3304]3324|3345(3365(3385 3404
22 |3424|3444|3464(3483|3502]3522/3541|3560(3579 3598
23 |3617[3636/3655(3674|3692[3711|3729/3747|3766/3784
24 |3802|3820(3838|3856(3874[3802(3909|3927|3945(3962
25  |3979|3007401414031|4048]4065|4082(4099]|4116|4133
26  |4150]4166|4183|4200[4216|42324249|4265(4281|4298
27 |4314]4330|4346|4362(4378[4393|4400| 4425/ 4440/4456
28 |4472|4487|4502|4518|4533|4548(4564|4579(4594|4609
20 |4624|4630]4654|4669,4683|4698(4713|4728|4742/47567
30 4771|4786(4800/4814]4820[4843|4857|4871|4886]|4900
31  |4014{4028]4042(4955|1969|1983(4997|5011/5024|5038
32 |5051|5065|5079|5002(5105[5119|5132|5145|5169|5172
23 |5185|5108|5211|5224|5237|5250|5263(5276|5280(5302
34 |5315(5328(5340|5353|5366/5378|5391|5403|5416|5428
35  |5441(5453|5465|5478|549005502(5514|5527|5539(5551
36 |5563|5575/5587|5599|5611[5623(5635(5647|5658|5670
37 |5682|5694]5705|5717|5729|5740|5752|5763|5775|5786
38" |5798|5800|5821|5832|5843|5855|5866|5877|56888| 5809
39 |5011|5022|5933|5044|5955|5966|5077|5988|5099(6010
40 [6021|6031(6042|60563|6064]6075(6085(6096/61076117
41 |e128|6138|6149|6160|6170|8180(6101(6201| 6212|6222
42 |6232|6243(6253(6263|6274]6284(6204]6304| 6314|6325
43 |6335|5345|6355(6365(6375{6385(6395(6405|6415(6425
44 |6435(6444(6454(8464|6474]8484|6403(6503 (6513|6522
45 |6532(6542|6551|6561|6571[6580|6590|6500|6609|0618
46 16628|6637|6646|6656|6665(6675/6684(6603/6702/6712
47 |6721|6730(6739|6740|6758|6767|6776/6785(6794/6803
48 |6812|6821|6830|6830|6848|6857|6866|6875/6884|6803
49 [6902(6911/6020|6028|6937]6946|6955(6964(6972(6081
50 |8990]8998(7007|7016(7024[7033|7042{7050|7059(7067
51 [7076|7084(7093|7101|7110[7118|7126|7135(7143(7152
52  |7160|7168(7177|7185|7193[7202(7210(7218|7226|7235
53  |7243|7251|7250|7267|7275[72847202(7300{7308(7316
b4 [7324]7332|7340|7348|7356|7364|7372|7380|7388(7306
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ERRATAS ADVERTIDAS

PAG. LINEA DICE DEBE DECIR

332 25 Medidas Medias

336 7 0 e

336 18 6.0 — 6.0

340 21  Medidas Medias

351 15 Cuan Cuando

353 4 3u pendiente e3 Su pendiente es similar a 1, de
106 (2.7-1) = 170% modo que el valor y se in-

cremenia en, ..
100¢2.7 —13 = 170%%.

359 3 con los decimdles Con log. decimales
362 345 k= b =
62 13 = 2303 (—000384x -+ 2) = 2.303(—0.0384 + 2)
363 22y = 100 (1) —0.384 y = 100(10)—0.0384
364 21  y = 100 o—0.870x y = 100 00370 x
377 12 Medidas Medias
392 4 x,v 22y
1

392 19 0.0001 0.0016
393 23 445/3 = 0.02/3 + ¢ 445/3 + 0.02/3a + ¢

y2 <2 y2 %2
396 11 — — — =1 — — — =1

b2 a2 a2 K2
404 3 de que esle tipo no sea de que esto no sea...

' |1] 2 1} 2
404 4 = B S | -+ = B § I ~}-
I1] ||
417 ti  Comprar comparar
425 1 2442 — 23 = 2442, 24, 22 — 2442
425 2 284/R2= 4= 22= 4 24722 = 24—2 — 92 = 4
427 20 log x = 0.443 In x log x = 0.4343 In x
428 19 log 3.412 = 2,533] log 341.2 = 2.5331
429 10 = 6 x 0.9751 = 5.2506 = 6 x 0.875]1 = 5.2506
429 22, 29 0.034i24 0.0034124
430 4  da aproximaclén hasta de da aproximecién hasta de una
parie...... parle. ...,

430 20 = (2 x 10—3) = In (2 x 10—3)



TARLE OF LOGARITHRMS

Natural
pumbers

t3

c

|

7412

7404

77007716

S062 5069

81?%3130
31955202

7.482,7490,7497
755975667574
7624/7642|7649

792417931(7038
799ﬂ500w5007

7419

7723
7706
7868
8075

8142
5209

$261
8325
S358

8451
3513
8573
3G33

3692

3761
3808
BE6H
8921
2976

9031
9085
9138
9181
9243

9294
0345
9595
0445
9494

0542
9590
9638
19685
9731

Q777
9823
9868
9912
0956

8274
8338
3401

5267
5331
5395

3463
8525
8585
8645
3704

8457
3519
8579
8639
8695

87563762
8814 8820
8371(8576
892718032
80528987

9042
0096
9149
9201
0253

0036
9090
9143
9196
9248

9299{9304
935%93&3
9400/9405
34509455
9499|0504

9547
9595
9643
9689
9736

9552
9600
9647
0694
9741
9782/9786
9827|9832
YBT2 /9377
99179921
9961|9965

74277435
750517513
758217589
TGH7|7604
7731|7738

7803!7810
7875|7882
7945|7952
8014/8021
80823089

8156
82322
8287
8351
8414

8149
8215
5280
8344
8407

8476
8537
8597
8657
3716

8470
8531
8591
8651
8710

8774
8831
8887
8943

8768
8825
8882
8038
8993
9047|9053
9101
9154
D206
9258(9263
9309
9360
04190
9460
9509

8365
0415
D465
9513

9557
9605
09652
0699
9745

2809
9657
9703

9795
0841
9886
9830
0974

9701
9836
9881
9926
9969

8998

0106
9159
9212

9315

9562

9760

7443
7520
7597
7672
7745

7818

7959
8028
80640

8162
8228
8293
8357
8420

8482
8543
5603
£663
8722

8779
8837
8893
8949
3004

9058
9112
9165
9217
9269

9320
9370
9420
9469
9518

9556
9614
9661
9708
9754

9800
9845
9890
3934
9978

7451
7528
7604

-y

7752

7825

7899/7896

7960
8035
8102

8169
8235

7459
7536
7612

7679|7686

7760

7832
7903
7973
5041
8109

3176
8241

8209
83063
8426

8306
8370
8432

3494
8555
86815
8675
8733

8488
8549
8609
8669
8727

8785
8842
8809
8954
2009

8791
8848
8904
8960
9015

9063
9117
9170
9222
9274

9069
9122
9175
9227
9279

8330
9380
9430
9479
95628

9325
9375
0425
9474
9523

9571
9618
96066
9713
9709

9576
9624
9671
9717
9763

9808
9854
9898
8943
2087

B80S
9850
5894
5939
9983

7466
7543
7619
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