Estrategia de Control Discreto Particionado para el
Seguimiento de Trayectorias de Referencia

Partitioned Discrete Control Strategy for Tracking Reference Trajectories

Bruno Vargas Tamani'

Facultad de Ingenieria Elecirdnica v Elécivica, Universidad Nacienal Mavor de San Marcos, Line, Peri
5 4 !

Resumen— EI presente trabajo presenta el andalisis v
simulacidn de una estratesia de control discreto. Esta
estrategia considera una componentie basada en el
modele  discreto de la planta a conirolar ¥ una
componente de control discreto adicional basada en el
objetive de control que consiste en lograr que la salida
de la planta se iguale con una sefial de entrada de lazo
cerradoe que determina la travectoria deseada a seguirse
e la salida. Fsta diltima  componente s llamada
componenie de  servocontrol. Se  realiza el cestudio
considerando  una  planta  de  segundo  orden, sin
considerar en un primer caso en el controlador la aceion
integradora ¥ luego agregando estd componente. Se
muestran los resultados de simulacion obtenidos para
varias sefiales de referencia de travectoria.

Abstract This paper preseots the analvsis and
simulation of a discrete control strategy. Strategy
cansiders a component based on the discrete model of
the plant to be monitored and an additional discrete
component based on the control objective is o ensure
that the output of the plant is even with an input signal
which determines closed-loop in the desired path to be
tollowed in the output. This last component is called
component of servo control. The study was performed
considering a second order plant withoul considering in
a first case in the controller the inclusive action and then
adding that component. Shows the simulated results for
various reference path signals,

Palabras clave— Trayectoria, control particionado,
ley basada en el modelo, ley de servocontrol.

Key words— Trajectory, partitioned control, based
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L INTRODUCCION
I n los sistemas de movimiento, caso de sistemas
robdticos por cjemplo, se requiere que la salida
del sistema siga una determinada travectoria deseada,
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Para lograr ese objetive se  plantcan  variadas
estrategias  de contrel [1]. Se puede  enconlrar
informacion respecto a las estrategias de control
particionado continuas, mas con la contraparte discreta
no sucede lo mismo. En razon que la implementacion
de estos controladores se realiza normalmente en
forma discreta, planicamos el andlisis de la estrategia
de control particionado discreta  considerando a una
planta de segundo orden. Estas conclusiones son
facilmente ampliables a sistemas de mavor orden ¢
inclusive a plantas con representacion no lineal como
25 ¢l caso de los sistemas robdticos, Se considera el
caso de sistemas con débiles perturbaciones v ¢l caso
en o que  es necesario compensar el efecto de
perlurbaciones constantes o de baja frecuencia se
considera una componente integral en el control.

1. PARTICIONAMIENTO DE LAS LEYES DE CONTROL

A Componentes  basadas  en ¢l
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Sin perder generalidad, consideremos una planta de
segundo orden con Tuncion de transferencia continua;
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donde y(t) es la salida del sistema y v(t) su entrada,
ademds K es la ganancia del sistema, £ es su factor de
amortiguanients vy o, su frecuencia natural  no
amortiguada.

se¢ desea como objetivo de control que la salida del
sistema w(t) siga una  frayvectoria de  referencia
representada por r(t). Planteamos el problema de tal
manera que el error e{U=r(l}-v{t) tienda a cero cuando
t—oo, es decir e(t—oo)=0, El andlisis continuo de la
estrategia de control particionada continua se puede
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encontrar en [1]. La version discreta de esta ley basada
en modelos discretos de entrada-salida requiere ser
analizada. Realizamos el analisis discreto de esta ley
de control.

Para controlar en forma discreta a la planta, se
requicre utilizar el modelo de la planta con la
anleposicion de un circuito de retencidn de orden cero

(ZOH), cuya representacion para un periodo de
muestreo T [2] a partir de (1) sera:
Gl BV TS }‘f (f[." /{}[-!f}} }Iff]
|~ 2t} " v
= . hz+bh,
G paps (2) ) : 2 (2}
gl L2

donde uik) es la entrada discreta del Z0H.

El objetive de control en la version discreta se
convierte en lograr que la salida discreta v(k) siga a la
entrada de referencia (k). Podemos plantcar una
gstrategia  discreta de  control que  incluya una
componente que considere el modelo discreto de la
planta ¥ otra componente que incluya la influencia de
la sefal de referencia r(k) para oblener una sefal de
erTor nula.

De (2) considerando condiciones iniciales nula, se
obtiene:

2 ¥(z)+ az¥{z)ta,¥(z)=hzU(z)+b,U(z)

2Y(2) =~z +a, )Y{(2)+ bz +b)(z) (3

Sea la senal de control discreta transformada

obtenida con dos componentes:

wlhy =, (k) +u, (k) (4)
de donde oblenemaos:
Ulz)=U(z2)+U,(z) (5)

51 consideramos U(z), la componente discreta que
compensa la parte del modele dada por:

U () = & z2¥a, Y(z)

hz+b, (6)

La componente de la ley de control representada por
(6) es la llamada componente basada en ¢l modclo.
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Entonces, reemplazando (5) v {6) en (3) obtenemos:
z° Yiz)=—(a:z+a,)Yiz)+ bz +b ) (2)+ L, (2))

(4’1

V(2 =—(az+a,)Y(2)+(bz +5, }f Y{ )+ U5z}

2 Y(zy=1bz+ 5. (2) (7)

Teniendo en cuenta que nuestro interés es lograr que
cuando k—oe se consiga que yik)=rk), debemos
plantear el objetivo de control en términos de la sefal
de error discrete o(k) definida por:

elk)=r(k)—vik) (%)

Seain (7) la seial discreta us(k) se puede utilizar
para lograr el objetivo de control que corresponde a
obtener e{k—uo)={),

D (8) oblenemos:

Z{e(k)} = Zir(k)}- Z{h)}

E(z)=R(z)=Y(z2) (9)
A partir de (9):

z E(z) = 2 R(z) - 2%¥(z2) (10
Con (7) en (10):

2 E(z)=2’R(2) = (b z 4+ b)), (z) (11)

Podemos compensar la influencia de la referencia en
la variacidn del error e(k), si consideramos a us(k) con
dos componentes:

s (k) = vy (k) + 15, (k) (12)
que en el plano z da la expresion;
{ )_‘F—J"}I{ ) -’1‘){ (;3}

La primera componente Uy (7)) de Us(z), se utilizard
para eliminar ¢l efecto de Riz) en (11). Sea:

Lhilg)=

= Riz
Dz +b; (2

(14)

De (13} w (14) en (11) oblenemos:
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2Hz) =2 R(z) - (hz+h U, (2)+Un(2))

([ 5
ZE(z) .—:?R(:)—m,:-e-bz)'m s

, R +-Un£:-)]

2
2°E(z)y=—(bz+b,),(2) (15)
La aluma ccuacion muestra la posibilidad que la
componente de control discreta ws(k) pusd manejar la
variacion del error e(k). Para que efk) sea representada
por un sistema  de segundo orden discreto, podemos

elegir:

Uy(z)= " 1+b2 (K zE(z)+ K,E(2)) (16)

donde K v K son conslantes escalares,
Remplazanda (16) en (15) obtenemos:

2 E(z) = (K, zE(2) + K, E(2))

2’ E(z)+ K zE(z)+ K,E(z) =0 (17)

Esta altima ecuacion describe la variacion del error
discreto e(k) que comesponde @ una ecuacién en
diferencias de segundo orden [2]. De acuerdo a (17), si
elegimos adecuadamente las constanies cscalares Ky v
K: de tal manera que el sistema [17) sea estable
entonces para cualguier valor inicial e{()—e(k=1} se
conscguird que el error se anule, es decir e(k—ou)=0,
con lo cual la salida y(k) seguird a la scnal de
referencia (k).

La suma de (14) v (16) en la ley de control, s la
llamada componente de servocontral,

La senal de control LI{z) to1al se obtiene reuniendo
las componentes dadas por {6), (14) v {16); de esta
manera reemplazando en {(3) ¥ (15) se oticne:

Uiz =L5{2)+1,(2)

. i i S . .
= CY(2)+ U, (2)+ U, (2
) bz +b, (2)+1502) »l2)
U(z) = (az+a, ) ¥(z)+ ::R{:} + (K2 + K )E () (1%)

hz+b,
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La sefal de control discreta u(k) se obtendra
mediante una ceuacion en diferencias que se deduce de

i 18):

(b WAz =z -HI:,:I}"{:_']I+EJR{:}-':-(KE’-I KLEE)

AU+ U2 =g s W)+ 2Rz HK +K2 ) z)
i.{z}-_.; bz U2 Ha+az We)+zRHK +K.2 ‘Jﬂ:}n}

it 1) +ak) +a(k-1)

I
= K
9 B { ek )+ Kk Kk 1))

(19)

De acuerdo a (19) esta estrategia de control se
utilizard para sciales de referencia wk) Tas cuales
permitan predecir con Tacilidad suovalor f(k+1). La
Figura 1 muestra ¢l diagrama de simulacion de la
estrategia de control representada por (19).
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Fig. 1. Estralegia de control discereta particionadeo, diagrama
de simulacion

B. Fsirategia de control discrete con companente
integral
Cuando el sistema esta expuesto a perturbaciones
constantes o de baja Trecuencia considerables, es
conveniente agregar en el controlador una componente
mtegradora. Esto nos permite eliminar ¢l error de
estardo estacionario compensando las perturbaciones.
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En el caso del sistema que se presenta para los Nines
indicados, se puede agregar un integrador discreto para
la sefal de error (k). La salida del integrador discreto
(K} aportara una componente en waa(k),

Se tiene para el integrador discreto:

(20

La ecuactom (16) afectada por la salida  del

integrador es:
(21)

1 : ; .
I iz)= . (K 2E(2)+ K. E(z)+ K.,i(2))

bz
donde K es un escalar constante.

Recmplazando (20) en (21) se obtiene:

¢
KzE(z)+ K, E(z)+ :

hz+b -

ht
U(z) = E(2) |
i A

(22)

Reemplazando (22) en {15) oblenemos:

i

3. I; - - r ’ ﬁ? » 3
PE(E) = | KB+ K@) s m:}|

3'\1’:'[:} f K;f‘.—{.’.‘]-l- .K'_._J"'f{:-:}_—- "l‘:}

]E(:)=ﬂ

(2D E(2)+ K 2Hz) + K, E(2){+ K.E(z) =0

ZHzHK D HD K, - Kz A2+ K Kz =0
(23)

La ecuacion (23) describe ¢l comportamiento de la
variacion del creor disereto oK) que corresponde a ung

ceuacion en  diferencias de tercer orden [2]. Si
clegimos  las  constantes  escalares K, K. v K;

convenienlemente para estabilizar el sistema discreto
representado por (23), lograremos que para cualquier
valor inicial e(0y=e(k=0), el error cuando k—se sea
e(k—oo)=0.

Esto dlumo significa que finalmente la salida
discreta wik) se igualard con la entrada discreta de
referencia r{k).
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La sefial de control Uz} se obtiene agrupando (6),
(141 v (22} v reemplazando en (5) v (13):

Ulz) =U\(2)+U,(2)

P
()=t ¥+ U ()1 502
bz+b, () 2(2) 2(2)

|

(az+a, ) ¥{z)H :ER{Z}'*"IKF_'K-‘ & _R_

bz

1 }/E{:}l

=
(=) ;A

(24)

La =zenal de control discreta u(k) se obtienc

implementando la ecuacion en diferencias que se
obticne de (24):

(z=Dthz+b)MAz) =

(- Dz +a,) Y2+ 2RE+ Kz + K E) 4 KL EC)

(hz' +(h,—h)z- b Az)=
{az Ha,—a)z—a ) z)+HZ -2 IR2)
HKZ +HK, —K )2—K )E )+ K Hz)

(h+(h—h)z '—hz Wiz)=
(et Ha,—a i —fig-lj}’(2}+'[2 ~1)Az)
HE K, ~K ) K=K )z )A2)

(25

1 b b WD Ha Ha—a)k a2 HH)

U=, |
B He-DREHK HK Kz + (K- K)=)Hz)

(k=2 ~H ke~ +ep (k) + (@, ~a k1)
)= A= k=2 ek )~k Kk
LK, KoYt~y +(Ks — K ek =2)

(26)
La senal de control diserets ulk) con integrador para

el error discreto se obtendrd a partic del siguiente
diagrama de simulacion que muestra la Figura 2.
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Fig, 2. Estrategia de control discreta particionado con
integrador, diagrama de simulacian

N1 INSERNG DEL CONTROLADOR PARTICIONADC

A Diseno del Controlador Pariicionado sin
Integrador
Ll disefio del controlador considera una planta
continua con funcion de transferencia:

Yis) 13560

G(s) = -
Vis) &0 +200s 49039

(27}

La implementacion del controlador discreto utilizard
un tiempo de muestreo de T=4msg, con lo cual el
modelo discreto de la planta dada por (27) con Z0H
luego de utilizar la ccuacion (2) es:

; : 0083562 +0.064
{’M..w (z)= _—

28
22 1,351z 4 0.4493 (=2

D¢ acuerdo a la ecuacion {2), entonces lenemos las
primeras componentes de la ley de control que
corresponde a la componente basada en ¢l modelo:

b, =0.08356
b, = 0.064
a =—1351
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Se estabiliza la ecuacion (17), eligiendo como polos
continuos de la ecuacion de error a @ s;2=-51.996 £30i,
seein los polos sugeridos por Bessel [3]. para obtener
un tiempo de establecimiento de 100msg. en la
anulacion del error en caso se presente un error inicial.
Esos polos continuos transformados a polos discretos
mediante la ecuacion siguiente:
z=e" (30
da como resultado los polos discrelos; #:=0.8064
0.0972i.

El polinomio caracteristico discreto para ese jucgo de
polos es:

2 —1.61282+0.6597 =0 (31)

lgualando (31) con (17). obtenemos los valores
escalares constantes:

K, =-1.6128

K, =0.6597

B DNseio del Controlador Pariicionado con
Tntegradar

Para cnconirar las constantes de la componente
serva de la ley de control, debemos estabilizar la
ecuacion (23). Consideramos ¢l mismo periodo de

muestreo  anterior,  Elegimos el juego de polos
continuos  sugeridos  por  Besselr  s,=-44.7300

+42.672, -56.32. Con esos polos esperamos obtener un
tiempo de establecimiento de 100msg en la anulacidn
del error en caso se presente un error inicial. Esos
polos  continuos transformades a polos  discretos
usando {30% resulta end wpa= 0240 £ 0014205, 07977,
El polinomio caracteristico discreto para ese jucgo
de polos es:
2’ —2.44572" +2.01382-0.5577 =0 (33)

[pualando (33) con (23), obtenemos los valores
escalares constantes:

K, =-1.4457
K, =0.5681
K, =0.0103

(34)
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V. RESULTADOS DE SIMULACION

A Prueha del controlador discreto particionado
para entradas senoidales v cosenoidales de veferencia
s cant perturbacion

Se implementa el sistema de lazo cerrado de control
particionado discreto, como muestra la Figura | del
anexo, Se aplica una entrada de referencia discreta
senoidal representada por ik )=3sennkT. Esta sefal de
referencia permile predecir en el instante de muestreo
k el valor que tendra la refecrencia en la muestra (k+1},
como se observa en la Figura | del anexo.

La Figura 3 muestra la respuesta obtenida del
sistema de lazo cerrado superpuesta con la sefial de
referencia de entrada.

o

salida
— pritrada

Fig. -3, salida de lazo cerrado utilizando

Entrada  »
contrelador discreta particionado.  Entrada ofk)-3sennkT
para T=dmsg

Luego se prucha el sistema de lazo cerrado de
control particionade  discreto para una entrada de
referencia discreta  cosenoidal  representada por
rik)=5cosmk’l. La Figura 2 del anexo muestra el
diagrama de simulacidn para este caso. Esta entrada
tambien permile predecir su valor en la muestra (k=1).

La Figura 4 muestra la respuesta obtenida del
sistema de lazo corrado superpuesta con la schal de
referencia de entrada,
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Fig. 4. Entrada v salida de lazo cerrado  utilizando

controlador  discreto
para T=Amsy

particionado. Entrada v{k)=5cosnkT

Ahora se prucba ¢l desempetio del sistema para las

mismas  schiales de referencia con  presencia de
perturbaciones  constantes.  Para una  entrada  de
relerencia discreta senoidal  representada por

rik}=5senakT, en el instante t igual a 2sg. sc produce
una perturbacion constanie de amplitud anitaria. La
Figura 5 muestra la respuesta obtenida del sistema de
lazo cerrado superpuesta con la seinal de referencia de
entrada.

Para una entrada de referencia discreta cosenoidal
representada por rik)=5cosnkT, en el instanie { igual a
2sg se produce una perturbacion constante de amplitud
unitaria. La Figura 6 mucsira la respuesta obtenida del
sistema de lazo corrado superpuesta con la sefial de
relerencia de entrada,

salida de laxe cerrado  wilizando

Entrada v

controlador discreto particionado, Entrada r(k)=3senmkT ¥
perturbacion constante para T=dmsg
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Fig. 6. Entrada v salida de [laso cerrado  utilizando

controlador discreto particionado. Entrada v{k)=5cosnkT v
perturbacion constanie para T=4msg

B Fricelba del controlador disereto particionade
can integrador para entradas senoitdales v
cosenoidales de referencia sin v con periurbacion

Se implementa ¢l sistema de lazo cerrado de control
particionado discreto con integrador, como muestra la
Figura 3 del anexe. Se aplica una entrada de referencia
discreta senoidal representada por r{k)=3senmkT.

La Figura 7 muestra la respucsta obtenida del
sistema de lazo cerrado superpuesta con la sefal de
referencia de entrada.

/\

{1 .5

anbada

F

a

,L_
"
e

Fig. 7. Entrada v salida de laze cerrade  utilizando
controlador discreto particionado con integrador, Entrada

rk)=5sennkT para T=4msg

A continuacion probamos el sistema de lazo cerrado
de control particionado discreto con integrador para
una  entrada de  referencia discreta cosenoidal
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representada por rk)=5cosxkT. La Figura 4 del anexo
muestra el diagrama de simulacion para este caso. Esta
entrada  también permite predecir su valor en la
muestra (k1)

La Tigura & muesira la respuesta obtenida del
sistema de lazo cerrado superpuesta con la sefal de
referencia de entrada.

FERRE]

10

== |

e

"ﬁrl 15 1 1.4 S 25 5 5 4
Fig. 8 Dntrada v sahda de lazo cerrado  utlizando

controlador discreto purticionado con integrador. Entrada
rik)=5cosnk] para T=4msg

Luegn se prueha el desempeno del sistema de
control particionado discreto con integrador, expuesto
a perturbaciones constantes. Para una entrada  de
referencia  discreta  senoidal  representada por
rik=Ssenmk T, en ¢l instante igual a 2sg. se produce
una perturbacion constante de amplitud unitaria. La
Figura 9, muestra la respuesta obtenida del sistema de
lazo cerrado superpuesta con la sefial de referencia de
entrada,

Fig. % Entrada v salida de lazo cerrado  utilizando
controlador discreto particienado con integrador. Entrada
r{k)=3senakT v perturbacion constante para T=4msg
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Para el mismo sistema de lazo cerrado anlerior, con
una entrada de referencia discreta cosenoidal
representada por riky=5ScosnkT, en el instante ¢ 1gual a
2sg se produce una perturbacion constante de amplitud
unitaria. La Figura 10 muestra la respuesta oblenida
del sistemna de lazo cerrado superpuesta con la sefial de
referencia de entrada,

EEUTES

25
a0
i & 5 15 7 25 5 G 1
Fig. 1. Entrada v s=alida de laro cerrado wtilizando

controlador discreto particionado con integrador. Entrada
rik)=5cosnkT v perturhacion constante para T=4msg.

Vo ANALISES DE RESULTADOS

Para entrada r{k)=53sennkT (sin perturbaciones) se
observa en la Figura 3, que el controlador discreto
particionado permite que pricticamente la seial de
entrada y de salida estan superpucstas, esto indica gue
st realiza up buen scguimiento a esa sefal.

Cuando se aplica la  sefial de referencia
rlk)=5cosakT (sin perturbaciones), o esle caso al
inicio existe un error inicial, como se observa en la
lgura 4. Ese error inicial se anula aproximadamente en
[O0 msg. Ese fue el tiempo especilicado en el disefio
de la componente de control gue manegja el error de
travectorias, Lucgo del proceso transitorio se manticne
el seguimiento deseado.

La prueba para exposiciones a perturbaciones
mucstra, tanto en la Figura 5 (entrada rfk)=3scnnkT)
como en la Figura & {entrada rik)=5cosnkT), que el
control discreto particionado 1o s capaz de compensar
el efecto de las perturbaciones. En esas figuras sc
aprecia que cuando aparecen  las perlurbaciones, se
produce un error de estado  estacionario entre Ia
trayectoria deseada v la travectoria real de salida.

se agregd a la ley de control discreta particionada
una componente integral, cuya Nnalidad es compensar

¢l efecto de las perturbaciones. La Figura 7 muestra
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que el sistema de lazo cerrado con control discrelo
particionade y componente integradora, para entrada
riki=5sennkT (sin  perturbaciones)
superposicion de la sefial de salida con la seral de
referencia. esto reflgja un buen seguimiento a esa
referencia,

CONSIEUE  Uni

La Figura & muestra el sistema de lazo cerrado con

control  discreto particionado v componente
integradora para entrada  rik)=5cosakT  (sin

perturbaciones). Observe que al inicio el error inicial
de travectoria va disminuyendo hasta anularse luego de
|00 msg que Tue el tiempo de estabilizacion elegido en
el disefio de la componente de servocontrol del
controlador.  Lusgo  se mantiene ¢
deseado.

La prueba de desempeiio a perturbaciones de la ley
de control discreta particionada  con  componente
intearal, se realizd primero para una entrada de
referencia r(k)=5sennkT. Luego de 2 sg, se presenta
una perturbacion constante, La Figura 9 muesta el
seguimiento correcto hasta antes de presentarse la
perturbacion. Cuande se presenta la perturbacion se
ohserva transitoriamente hay  un  error  de
trayectoria, que luego de 100 msg (tiempo elegido en
el diseno) el error se vuelve a anular, con lo cual se
recupera ¢l buen seguimiento de la seiial de referencia.

Para una entrada de referencia r(ky=5cosakT con
entrada de perturbacion posterior. se aprecia en la

seguimiento

(L

Figura 10 que al inicio, coma s¢ espera, existe un error
inicial, el cual s¢ anula luego de 100 mse, lograndose
un  buen  seguimiento.  Cuando s presenta la
perturbacidn constanle, nuegvamente s¢ presenta un
error de trayectorias, el cual otra vez es anulado por el
controlador, luego de 100 msg, recuperdndose el
COMPECTO SEZUmienio,

WL CONCLUSIONES

La estrategia de control  discreto panticionada
pertmite un  buen seguimiento de  travectorias  de
referencia, cuando [a trayectonia de referencia elegida
permite predecir en el instante de muestreo K actual ¢l
valor gue presentard dicha referencia en el instante de
muestren (k+17.

El seguimiento mejora cuando la senal de referencia
no presenta una discontinuidad en k=0, es el caso de la
sefial de referencia rik)=3sennkT en comparacion con
la sefial de referencia rik)=5cosnk’T. En la primera
desde un inicio se aprecia un correclo seguimicnto, en
cambio en la segunda el error imicial debe anularse
luggo  del tempo  especihicado en el diseno  del
controladaor,
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La estrategia de control discreto particionado sin
componente integradora adicionada no es capaz de
compensar las perturbaciones constanles vy de baja
frecuencia. Es necesario para perturbaciones no débiles
agregar ¢sa componente al controlador,

la estrategia de control discreto particionado con
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capacidad de seguimicnto que la ley original, con la (3] : e i e o
: ;o e o Controlled Svstems Theory and Design. Prentice
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perturbaciones constantes y de baja frecuencia, aungue
se aprecia en las Figuras 8 y 10 que el error mnicial se
compensa con valores grandes de senal de control.
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Fiz, 1. Diagrama de simulacion de estrategia de control discreto particionado,

Eatrada r{k =5senak T para T=dmsg.
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Fig. 3. Diagrama de simulacion de estrategia de control discreto particionado con integrador.
Entrada r{k)=5senmk T para T=4mse.
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Fig. 4. Diagrama de simulacion de estratezia de control disereto particionado con integrador,
Frtrada r{k)=3cosek’l para T-4imsg.
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